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I.  Ueber  Pol  und  Polare. 

a)  B  e  ^  ]•  ü  II  d  II  n  g  der  P  o  1  a  r  i  t  il  t. 


Frage  1.  Was  versteht  man  unter 
der  Lehre  von   Pol  und  Polare? 

Erkl.  1.  Die  Polarität  Ivann  gegründet 
werden  sowohl  auf  die  Beziehungen  zu 
einer  Kurve  zweiter  Klasse  als  auch 
einer  Kurve  zweiter  Ordnung,  also  all- 
gemein zweiten  Grades.  Jede  be- 
liebige Kurve  zweiten  Grades  begründet 
die  Zuordnung  verschiedener  Elemente- 
paare als  Pol  und  Polare,  aber  durch 
eine  bestimmt  ausgewählte  Kurve  wird 
jedem  Punkte  nur  eine  ganz  bestimmte 
Gerade  zugewiesen  und  umgekehrt. 


Antwort.  Unter  der  Lehre  von 
Pol  und  Polare  oder  unter  der 
Polarität  versteht  man  eine  ganz 
bestimmte  Art  von  Zuordnung  je 
eines  Punktes  und  einer 
Geraden  in  der  Ebene,  indem 
durch  die  Beziehungen  zwischen 
diesen  Elementen  und  einer  Kurve 
zweiten  Grades  zu  jeder  Geraden 
der  Ebene  als  Polare  ein  be- 
stimmter Punkt  als  Polpunkt, 
und  umgekehrt  zu  jedem  Punkte 
der  Ebene  als  Pol  eine  bestimmte 
Gerade  als  Polare  zugeordnet  wird. 


Ei'kl.  2.  Bei  Uebertragung  auf  räumliche  Anschauungen  geschieht  die  Zu- 
ordnung nicht  zwischen  Punkten  und  Geraden,  sondern  zwischen  Punkten 
und  Ebenen,  und  nicht  durch  die  Beziehungen  dieser  Elemente  zu  einer 
Kurve,  sondern  zu  einer  Fläche  zweiten  Grades.  Sie  heißt  dann  meistens 
nicht  mehr  Polarität,  sondern  Reziprozität  (vergl.  Erkl.  101  und  164  im 
I.  Teile  dieses  Lelnbnches). 


Sachs,  Projektivische  (neuere)  Geometrie.    HL  Teil. 


Projektivische  (neuere)  Geometrie.     IQ.  Teil. 


Frage  2.  Auf  welchen  Be- 
zieliiing-en  an  den  Knrven  zweiten 
Grades  bernht  die  Lehre  von  Pol 
und  Polare  'i 

Erkl.  3.  Unter  den  Sätzen  von  Brianchon 
und  Paskai  für  Sechseck,  Fünfeck,  Vier- 
eck und  Dreieck  (verg'l.  den  fünften  Ab- 
schnitt des  n.  Teiles  dieses  Lehrbuches) 
zeiclineten  sich  diejenigen  für  Viereck 
bezw.  Vierseit  dadiudi  aus,  daß  nicht 
nur  drei  sondern  vier  Elemente  in 
vereinigte  Lage  kamen.  Durch  Hinzu- 
treten der  harmonischen  Eigen- 
schaften des  Vierecks  bezw.  Vierseits 
(s.  den  ei-sten  Abschnitt  des  Tl.  Teils) 
erhöht  sich  diese  Anzahl  noch  um  zwei 
bezw.  vier  weitere  Elemente. 


Fi-ur   1. 


Antwort.  Die  Lehre  von  Pol 
und  Polare  beruht  auf  der  Zu- 
sammenfassung einerseits  der  har- 
monischen Eigenschaften  des 
allgemeinen  Vierecks  bezw. 
Vierseits,  anderseits  der  be- 
sonderen Eigenschaften,  welche  nach 
den  Sätzen  von  Brianchon  und  Paskai 
einem  einer  Kurve  zweiten  Grades 
umgeschriebenen  bezw.  ein- 
geschriebenen Vierseit  bezw. 
Viereck   zukommen. 


Figur  2. 


Vollständiges  Viereck: 
•  4  Ecken:  A,  B,   C,  D. 

6  Seiten:  a,  b,  c,  d,  e,  f. 

°    3  Nebenecken:  E,   F,   G. 
•--.  3  Verbinduugsgeraden dieserN eben- 
ecken: g,  m,  n. 
— X —  6  Schnittpunkte    der    Seiten    mit 
letzteren:    H,   I,   K,   L,  M,  N. 

Fi'age  3.  In  welcher  Form  werden  die  harmonischen  Eigenschaften  des 
Vierecks  bezw.  Vierseits   für  die   Begründung   der  Polarität  verwendet! 

Antwort: 

ErkL  4.  Nach  den  Aus-  Für  die  Zuordnung  des  Für  die  Zuordnung  der 
führungen  in  Antwort  2  und  Polpunktes  zu  einer  be-  Polargeradeu  zu  einem 
Auflösung  der  Aufgaben  1  liebigen  Geraden  findet  beliebigen  Punkte  Hndet 
bis  5  des  IL  Teiles  hat  man   folgende     Eigenschaft     des   folgende     Eigenschaft     des 


Vollständiges  Vierseit : 
4  Seiten:  a,  b,  c,  d. 
(5  Ecken:    A,   B,    C,   D,   E,   F. 
3  Nebeuseiten :  e,  f,  g. 
3   Schnittpuidvte      dieser     Neben- 
seiten:  O,  M,  N. 
6  Verbindungsgeraden  der  Ecken 
mit  letzteren;  h,  i,  k,  l,  m,  n. 


Polpunkt  zu  einer  gegebenen  Geraden. 


in  dem  vollständigen  Vier- 
eck bezw.  Vierseit  der  Fig. 
1    mul   2: 

1.  vier  harmonische 
Strahlen  am  Vierseit  Fig.  1: 

In  Ecke  A  :  a,  d ;  und  h  zu  e; 
in  Ecke  B  :  a,  b;  und  i  zu  f; 
in  Ecke  C  :  b,  c;  und  k  zu  e; 
in  Ecke  D  :  c,  d;  und  1  zu  f ; 
in  Ecke  E  :  b,  d ;  und  m  zu  g ; 
in  Ecke  F  :  a,  c ;  und  n  zu  g; 

2.  vier  harmonische 
Punkte  am  Viereck  Fig.  2: 
Au  r  Seite  a :  A,  B;  und  II  zu  F ; 
auf  Seite  b:B,C;  und  I  zuE; 
auf  Seite  c :  C,  D;  und  K  zu  F ; 
auf  Seite  d :  A,  D;  und  L  zu  E ; 
auf  Seite  e:A,C;  und  M  zu  Gr; 
aiil'  Seite  f  :B,D;  und  N  zu  Gr. 

Erkl.5.  Die  zweite  Eigen- 
schaft der  harmonischeu  Be- 
zicliung,  welche  in  neben- 
steliender  Antwort  heran- 
gezogen Avird,  ist  nach- 
gCAviesen  geometrisch  in 
Antwort  2  und  8  der  Frage  7 
des  II.  Teiles,  und  ergab 
sich  aus  den  metrischen  Be- 
trachtungen der  Antwort 
35    und    36    des  I.  Teiles. 


vollständigen  Vierseit  s 
(Fig.  l)Verwendung.  In  jedem 
Eckpunkt  eines  vollständi- 
gen Vierseits  entstehen  vier 
harmonische  Strahlen 
durch  die  zwei  Hauptseiten 
dieses  Eckpunktes,  seine 
Nebenseite  und  seine  Ver- 
bindungsgerade mit  dem 
Schnittpunkt  der  beiden 
andern  Nebenseiten;  und 
zwar  sind  zugeordnete 
Strahlen  als  erstes  Paar 
die  beiden  Hauptseiten,  und 
als  zweites  Paar  die  durch 
denselben  Eckpunkt  gehende 
Nebenseite  zusammen  mit 
der  Verbindungsgeraden 
des  Eckpunktes  mit  dem 
Schnitt])unkt  der  beiden 
lindern  Nebenseiten. 


vollständigen  Vierecks 
(Fig.  2)  Verwendung.  Auf 
jeder  Seite  eines  voll- 
ständigen Vierecks  ent- 
stehen v  i  e  r  h  a  r  m  o  n  i  s  ch  e 
Punkte  durch  die  zwei 
Hauptecken  auf  dieser  Seite, 
ihre  Nebenecke  und  ihren 
Schnittpunkt  mit  der  Ver- 
bindungsgeraden der  beiden 
anderen  Nebenecken  •,  und 
zwar  sind  zugeordnete  Punkte 
als  erstes  Paar  die  beiden 
Hauptecken,  und  als  zweites 
Paar  die  auf  derselben 
Seite  liegende  Nebenecke 
zusammen  mit  dem  Schnitt- 
punkt der  Seite  mit  der 
Verbindungsgeraden  der 
beiden  andern  Nebenecken. 


Außerdem  gelangt  zur  Anwendung  die  Eigentüm- 
lichkeit der  harmonischen  Beziehung,  daß  wenn  irgend 
zwei  von  vier  harmonischen  Elementen  in  ein  gemein- 
sames Element  zusammenrücken,  dann  auch  noch  ein 
drittes  von  den  vier  Elementen  in  dasselbe  gemein- 
same Element  hineinfallen  muß. 


b)  Polpunkt  zu  einer  gegebenen  Geraden. 

Frage  4.  In  welcher  Weise  können  die  vorg-enannten  harmonischen 
Eigenschaften  des  Vierseits  mit  den  in  den  Sätzen  von  Brianchon 
fürs  Vierseit  ausgesprochenen  Beziehungen  zusammentreif en  ? 


Fi-iir  3  a. 


Figur  3  b. 


%       f,    A;S^ 
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Erkl.  6.  Die  Uiit<M-suclnmgen  liber 
Pol  und  Polare  sind  durchweg  geeignet 
zur  dualistischen  Gegenüberstellung  der 
einzelnen  Erörterungen.  Nur  aus  äußer- 
lichen Gründen,  besonders  aus  räum- 
lichen Rücksichten  für  die  Drucklegung 
wird  hier  die  Doppeliührung  stellenweise 
unterbrochen  und  statt  zweier  neben- 
einander gestellten  Antworten  die  Dar- 
stellung in  nacheinanderfolgenden  Fragen 
gewählt. 

Erkl.  7.  In  Fig.  3a  sind  Pi  Ai,  Ai  A2, 
A2P2,  P2P1  die  vier  Seiten  des  Vier- 
seits,  fünfte  Ecke  Di=E9,  sechste  Ecke 
der  in  der  Figur  nicht  besonders  ge- 
zeichnete Schnittpunkt  A^on  Pj  P,,,  und 
A1A2.  Die  Verbindnngsgerade  des  letzt- 
genannten Punktes  mit  D^  ist  die  dritte 
Nebenseite  des  Vierseits.  —  In  Fig.  3b 
entsteht  dieselbe  Nebenseite  durch  Ver- 
bindung der  Schnittpunkte  der  Seiten  1 
und  4  bezw.  (2)  und  (5).  Eine  Er- 
weiterung der  Betrachtung  gegenüber 
den  Sätzen  von  Brianchon  besteht  also 
darin,  daß  auch  diese  weiteren  Sclniitt- 
punkte  der  Tangenten  in  die  Unter- 
suchung einbezogen  werden. 


Antwort.  Wenn  die  vier  Seiten 
des  vollständigen  Vierseits  als 
Tangenten  an  eine  Kurve  zweiten 
Grades  aufgefaßt  werden,  so  lassen 
sicli  aus  den  vier  Seiten  des  voll- 
ständigen Vierseits  dreierlei  ein- 
fache um-  oder  angeschriebene 
Vierseite  bilden,  und  für  jedes  dieser 
drei  gilt  nach  dem  Satz  von 
Brianchon  (Satz  23  c  des  II.  Teiles), 
daß  die  Verbindungsgeraden 
der  Gegen  ecken  und  die  Ver- 
bin d  u  n  g  s  g  e  r  a  d  e  n  der  Be- 
rührungspunkte auf  Gegen- 
seiten alle  vier  durch  einen 
Punkt  gehen. 

Wählt  man  daher  dasjenige 
einfache  Vierseit,  für  welches 
zwei  bestimmte  der  drei  Neben- 
seiten zu  Diagonalen  werden, 
so  ist  der  Schnittpunkt  dieser 
Nebenseiten  nicht  nur  derjenirre 
Punkt,  durch  welchen  nach  Brian- 
chon die  Verbindungsgeraden  der 
Berührungspunkte  der  Gegenseiten 
gehen,  sondern  auch  der  Punkt, 
durch  welchen  für  jeden  auf  der 
dritten  Nebenseite  liegenden  Eck- 
punkt des  vollständigen  Vierseits 
die  vierte  harmonische  Gerade  nach 
Antwort  3  hindurchgeht. 


Fras^.  5.     Wieviel  und  welche  gerade  Linien  gehen  nach  den  vorigen 
Ueberlegungen  durch  den  Punkt  des  Brianchon  beim  Vierseit  1 


Figur  4  a. 


Figur  4  b. 


Polpimkt  zu  einer  gegebenen  Geraden. 


Ei'kl.  8.  In  Figur  4a  und  4b  und 
ebenso  später  5  a,  b,  c  sind  nait  den 
arabischen  Ziffern  1  —  6  (entsprecliend 
den  für  Gerade  benutzten  kleinen  Buch- 
staben) dieselben  sechs  Geraden  be- 
zeichnet, welche  laut  nebenstehender 
Antwort  durch  den  Polpunkt  P  hindurch- 
gelien.  Figur  4a  ist  für  eine  Ellipse 
ausgeführt,  Figur  4b  für  einen  Kurven- 
bogen, der  tatsächlich  zwar  ebenfalls  einer 
Ellipse  angehört,  aber  ebensowohl  einen 
Kuivenbogen  einer  Parabel  oder  Hyperbel 
darstellen  könnte.  Denn  da  sowohl  die 
harmonischen  Beziehungen,  als  die  Sätze 
von  Brianchon  für  alle  drei  Gattungen 
der  Kurven  ohne  Unterschied  gelten,  so 
muß  dasselbe  auch  für  die  Eigenschaften 
dei-  Polarität  der  Fall  sein. 

Erkl.  9.  Der  Unterschied  der  Figui-en 
4a  und  4b  beruht  einzig  in  der  Lage 
der  Punkte  E  und  F  auf  der  außerhalb 
der  Kurve  gewählten  Geraden  p  zur 
Kurve.  Liegen       die      Punkte 

EF  weit  auseinander,  so  entsteht  das 
umgeschriebene  konvexe,  geschlossene 
Tangeutenvierseit  der  Figur  4  a  mit 
Kurve  im  Innenraum  AB  CD.  Liegen 
E  und  F  so  nahe  beisammen,  daß  der 
Schnittpunkt  C  nicht  mehr  nach  jenseits, 
sondern  diesseits  der  Kurve  fällt,  so  ent- 
steht das  angeschriebene  geschlossene 
Tangeutenvierseit  der  Figur  4  b  mit 
einspringendem  Winkel  bei  A  und  Kurve  im 
Außenraum  BAD.  Das  überscldagene 
Tangeutenvierseit  tritt  für  eine  außerhalb 
einer  Ellipse  liegende  Gerade  p  nicht  auf, 
wohl  aber  für  die  Hyperbel  (vergl.  Aufg. 
3  der  Aufgabensammlung  am  Schlüsse 
dieses  Teiles). 


Antwort.  Wählt  man  die  Gerade 
EF  der  Fig.  1  bezw.  4  als  dritte 
Nebenseite  p  eines  einer  Kurve 
zweiter  Klasse  um-  oder  an- 
geschriebenen Vierseits,  so 
gehen  durch  E  und  F  je  zwei 
Gegenseiten  des  Tangenten- 
vierseits,  und  folglich  gehen  durch 
denselben  Punkt  P: 

1.  die  Verbindungsgerade  der 
Gegenecken   A  und  C, 

2.  die  Verbindungsgerade  der 
Gegenecken  B  und  D, 

3.  die  Verbindungsgerade  der 
Berührungspunkte  auf  den  durch 
E  gehenden  Gegenseiten, 

4.  die  Verbindungsgerade  der 
Berührungspunkte  auf  den  durch 
F  gehenden  Gegenseiten, 

5.  die  vierte  harmonische  Gerade 
durch  E  zu  AB,  CD  und  p, 

6.  die  vierte  harmonische  Gerade 
durch  F  zu  AD,  BC  und  p; 

und  zwar  die  vier  ersten  wegen 
Brianchon,  die  beiden  letzten  wegen 
der  harmonischen  Vierseitseigeu- 
schaften.  Und  diesen  durch  die 
Kurve  und  die  Gerade  p  bestimmten 
Punkt  P  nennt  man  den  Polpunkt 
oder  kurz  Pol  der  Geraden  p  in- 
bezug  auf  die  gewählte  Kurve ; 
oder  man  sagt,  der  Punkt  P  sei 
durch  die  Kurve  zu  der  Ge- 
raden p  als  Polpunkt  zu- 
geordnet. 


Fra«'e  6.  Welche  Veränderung  erfährt  die  Lage  des  Punktes  P  der 
Figuren  4a,  b,  wenn  der  eine  der  beiden  Punkte  E  oder  F  auf  p  seine 
Lage  verändert  1 


Erkl.  10.  Da  sechs  Gerade  durch  P 
hindurchgehen,  so  könnte  man  15  Paar 
von  je  zweien  unter  denselben  bilden, 
die    je    zusammen   P  festlegen,    nämlich: 


Antwort.  Von  den  sechs  Geraden 
1  bis  6  der  Figur  4a,  b  sind 
die  Geraden  1  und  2  sowohl  von 
E  als  von  F  abhängig,  die  Geraden 
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12 
13 
14 
15 
16 


23 

24 
25 
26 


34 

il  4  5 
36  £6  56 
Unter  den  Geraden  dieser  15  Paare  .sind 
aber  die  nicht  unterstriclienen  1  oder  2 
von  E  und  von  F  abhängig,  alle  einfach- 
gestriclienen  3  und  5  nur  von  E,  alle 
doppeltgestrichenen  <£  und  ^  nur  von  F. 
Es  sind  also  tatsächlich  die  Paare 
3  5  und  4  6^  die  einzigen,  welche  die  Be- 
stimmung von  P  durch  einen  einzelnen 
der  Punkte  E  oder  F  ermöglichen. 

Frkl.  11.  Auf  Grund  der  Antwort  5 
und  Figur  4a,  b  hätte  man  noch  an- 
nehmen können,  daß  jew'eils  ein  anderer 
Punkt  P  entstände,  wenn  man  die  Punkte 
E  und  F  auf  derselben  Geraden  p  in 
verschiedener  Lage  wählte,  verschieden 
etwa  nach  Fig.  4a  oder  4b.  Die  neben- 
stehende Ueberlegung  zeigt  nunmehr, 
daß  die  Lage  des  Punktes  P  völlig  un- 
abhängig von  der  Lage  der  beiden 
Punkte  E  und  F  ist;  denn  P  bleibt  der- 
selbe sowohl  bei  veränderlicliem  F  und 
feststehendem  E,  als  auch  umgekehrt  bei 
veränderlichem  E  und  stehendem  F. 
Man  erhielte  denselben  Punkt  P,  wenn 
man  etwa  die  verschiedenen  Vierecke 
der  Figur  4a  und  4b  mit  gleicher 
Kurve  und  gleicher  Geraden  p  zeichnete. 
Das  Vierseit  ABCD  verliert  seine  selb- 
ständige Bedeutung  und  rückt  auf  die 
Stufe  eines  vermittelnden  Gebildes 
herab,  ebenso  wie  z.  B.  die  vermitteln- 
den Gebilde  SitoS2  bezw.  t^Soto  bei  der 
Konstruktion  entsprecliender  Elemente  in 
zwei  projektivisch  verwandten  Punktreilicn 
tj  A  t2  bezw^  Strahlonbüschehi  Si  A  So  in 
schiefer  Lage.  (Vcrgl.  Figuren  26  —  oO 
bezw.  31  —  35  im  11.  Teile  dieses  Lehr- 
buches.) 


3  und  5  (iagog-en  nur  von  dor 
Lage  des  Punktes  E,  4  und  6 
nur  von  der  La  pro  des  Punktes  P. 
Da  aber  zur  Pestleg-uug  des  Punktes 
P  nur  zwei  Gera  d  e  d  u  i-  e  li  ihn 
notwendig  sind,  so  kann  durch  die 
Wahl  eines  einzigen  Punktes 
E  auf  p  mittels  der  Geraden  3 
und  5  der  Poli)unkt  schon  siclier 
bestimmt  werden,  und  die  in 
voriger  Antwort  besprochenen  seclis 
Geraden  gehen  stets  durch  den- 
selben Punkt  P,  wo  man  auch 
auf  der  Geraden  den  Punkt  F, 
also  wo  man  überhaupt  beide 
Punkte  E  und  F  wählen  mag. 
Demnach  ist  tatsächlich  die  Zu- 
ordnung von  P  zu  gegebenem  p 
durch  die  Kurve  einzig  abhängig 
von  der  Lage  der  Geraden  p 
zur  Kurve,  und  nicht  von  der  Lage 
der  auf  p  gewählten  Punkte  E 
und  F.  Das  zur  Erzeugung  des 
Punktes  P  dienende  Tangentenvier- 
seit  besitzt  keine  wesentliche 
Bedeutung,  sondern  bildet  nur  das 
vermittelnde  Gebilde  zur  Auf- 
findung des  Polpunktes  P  zur  Ge- 
raden p. 


Fi'age  7.  Welche  wichtige  Folgerung  aus  der  Willkürlichkeit  der 
Lage  von  E  und  F  auf  p  ergibt  sich  für  den  Fall,  daß  die  Gerade 
p  die  Kurve  schneidet? 


Polpiinkt  zu  einer  gegebenen  Geraden. 


Ei'kl.  12.  Während  die  Figuren  4a,  b 
für  eine  die  Kurve  nicht  schneidende 
Gerade  p  durchgeführt  Avaren,  geben  die 
Figuren  5a,  b,  c,  die  DarsteUung  für 
eine  die  Kurve  schneidende  Gerade  p. 
Daher  treten  hier  neu  auf  die  Kurven- 
schuittpunkte  X  und  Y.  Der  Unter- 
schied der  Figuren  5a,  b,  c  berulit  allein 
in  der  Lage  der  Punkte  E  und  F  auf 
p  in  Bezug  zur  Kurve.  Liegen  E  und  F 
auf  verschiedenen  Seiten  der  Kurve, 
so  entsteht  unter  gleicher  Unter- 
scheidung wie  zwischen  Fig.  4a  und  b  das 
umgeschriebene  oder  das  angeschriebene 
geschlossene  Tagentenvierseit  der  Figur 
5a  oder  5b  mit  Kurve  im  Außenraum 
FAE  oder  im  Lmenraum  AFCE ;  liegen 
aber  E  und  F  auf  gleicher  Seite  der 
Kurve,  so  entsteht  das  angeschriebene 
überschlagene  Tangentenvierseit  der 
Fig.  5c  mit  Kurve  im  Außenraum  AEG 
oder  auch  im  Innenraum  BEDF.  Alle 
di'ei  Vierecksarten  treten  also  schon  für 
die  eine  Ellipse  schneidende  Gerade  p 
auf,  ebenso  Figur  5a  und  c  für  Parabel 
und  Hyperbel. 

ErkL  13.  Für  einen  Punkt  Z  auf  p 
unmittelbar  a  u  ß  e  r  h  a  1  b  X  hat  man  noch 
zwei  getrennte  Tangenten  imd  dazwischen 
als  vierte  harmonische  zu  p  und  der- 
selben die  Gerade  ZP.  Der  Winkel 
AED  in  Fig.  5a  und  5b  wird  im  Punkte 
X  zu  Null,  während  sein  Nebenwinkel 
ein  gestreckter  wird;  ebenso  wird  im 
Punkte  Y  der  Winkel  AFC  in  Fig.  5b 
und  5c  zu  einem  gestreckten,  während 
sein  Nebenwinkel  AFB  in  Figur  5b  zu 
Null  wird.  Und  innerhalb  dieses  Null- 
winkels liegt  die  vierte  harmonische 
Gerade  5  bezw.  6.  Dasselbe  Zusammen- 
fallen folgt  unmittelbar  aus  der  am 
Schlüsse  der  Antwort  3  genannten 
Eigenschaft  der  harmonischen  Beziehung, 
daß  wenn  von  vier  harmonischen 
Elementen  (hier  Strahlen)  zwei  zusammen- 
fallen, dann  auch  ein  drittes  dazukommt. 
Hier  hat  mau  für  E  bezw.  F  die  ge- 
ti-eunten  Elemente  EA,  ED,  p,  5  bezw. 
FA,  FB,  p,  G.  Wemi  also  EA  und  ED 
bezw.  FA  und  FB  zusammenfallen,  und 
zwar    nicht    mit   p,    so    muß  unbedingt 


Antwort.  Da  die  Lage  der  Punkte 
E  und  F  auf  p  für  die  Bestimmung- 
des  Punktes  P  völlig  willkürlich 
ist,  so  muß  unter  anderm  auch  für 
jeden  beliebigen  Punkt  Z  auf 
p  die  vierte  harmonische  Gerade 
zu  p  und  den  beiden  Kurven- 
tangenten aus  dem  Punkte  Z  — 
durch  den  festbestimmten  Punkt 
P  hindurchgehen.  Da  dies  für  jede 
beliebige  Lage  des  Punktes  Z  auf 
p  gelten  muß,  so  trifft  es  auch  zu, 
wenn  Z  sich  einem  der  Kurve n- 
schnittpunkte  von  p  immer 
mehr  nähert;  dabei  rücken  aber 
die  Tangenten  EA  und  ED  bezw. 
FA  und  BF  immer  näher  zusammen 
und  schließen  dabei  doch  die 
Gerade  EP -5  bezw.  FP  =  6  stets 
noch  zwischen  sich  ein. 

Fällt  also  der  veränderlich  ge- 
dachte Punkt  Z  vollends  mit  einem 
der  Kurvenschnittpuukte  X  bezw. 
Y  auf  der  Geraden  p  (von  außen 
heranrückend)  zusammen,  so  gibt  es 
durch  ihn  keine  zwei  getrennten 
Tangenten  mehr  an  die  Kurve, 
sondern  nur  noch  eine;  und 
zwischen  den  so  in  eine  Doppel- 
gerade zusammenfallenden  beiden 
Einzeltangenten  verläuft  noch  die 
vierte  harmonische  Gerade 
zu  p,  nämlich  die  Verl)indungs- 
gerade  XP  bezw.  YP.  Nun  haben 
aber  diese  Geraden  XP  und  YP 
als  Verbindungsgerade  zweier  festen 
Punkte  eine  ganz  bestimmte  Lage, 
während  über  die  Lage  der 
Tangenten  aus  P  an  die  Kurve 
keinerlei  Bestimmung  vorliegt ; 
daher  folgt  umgekehrt  aus  der 
vorigen  üeberlegung  das  wichtige 
Ergebnis,  daß  diese  Tangenten 
zusammenfallen  müssen  mit  den 
Verbindungsgeraden  XP 
bezw.  YP  von  den  Kurvenschnitt- 
punkten X  bezw.  Y  auf  p  nach 
dem   Polpunkt  P. 

Somit  erfährt  die  Aufzählung  der 
in  Antwort  5  genannten,  durch  den 
Polpunkt    gehenden   Geraden    nocli 
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(las  nocli  übrig-e  Elenieiit  iiiit  jenen  beiden 
zusammenfallen,  nämliel)  5  mit  KA  und 
ED  bezw.  6  mit  FA  und  FB. 

Erkl.  14.  In  Fig.  5a,  b,  c  sind  ebenso 
wie  in  Fig.  4a  und  4b  mit  den  Ziffern 
1 — 8  die  acht  Geraden  bezeichnet,  welche 
bei  einer  die  Kurve  schneiilenden 
Geraden  p  durcli  den  Punkt  P  hindurch- 
gehen müssen.  Wieder  ist  Fig.  5b  für 
eine  Ellipse  ausgeführt,  Fig.  5a  und  5c 
für  Kurvenl)ogen,  die  tatsächlich  zwar 
ebenfalls  einer  Ellipse  angehören  mögen, 
aber  ebensowohl  Kurvenbogen  einer 
Parabel  oder  Hyperbel  darstellen  könnten. 
Da  Parabel  und  Hyperbel  sich  ins  Un- 
endliche erstrecken,  so  kann  für  diese 
Kurven  wieder  die  Vierecksart  der  Figur 
4a  noch  der  Figur  5b  in  gleicher  Lage  zur 
Kurve  auftreten,  sondern  nur  4b  und  5a 
und  c. 

Erkl.  15.       Sechs      gerade     Lhiien 

6.5 
würden  im  allgemeinen  Falle  — —  =  15 

Schnittpunkte  haben;  acht  gerade  Linien 

\vür<len   im  allgemeinen  Falle  — -  =  28 

Schnittpunkte  liefern.  Es  fallen  also 
bei  der  außerhalb  der  Kurve  liegenden 
Gerade  p  15,  bei  der  die  Kurve 
schneidenden  Geraden  p  gar  28  Schnitt- 
punkte in  einen  einzigen  zusammen. 
Vergleicht  man  hiermit  die  Wichtigkeit, 
welche  in  der  Planimetrie  schon  jenen 
Fällen  zukommt,  wo  drei  Gerade,  statt 
drei  verschiedene  Schnittpunkte  zu 
liefern,  nur  einen  Schnittpunkt  haben, 
so  lässt  sich  beurteilen,  von  welch  un- 
gleich höherer  Wichtigkeit  diese  Be- 
ziehungen sein  müssen,  wobei  28 'Schnitt- 
punkte in  einen  einzigen  zusammenfallen. 
In  der  Tat  bilden  die  P  o  1  a  r  e  i  g  e  n  - 
Schäften  der  Kurven  zweiten  Grades 
gewissermaßen  den  Höhepunkt  der  an 
ihnen    zu   untersuchenden    Eigenschaften. 


die  Erweiterung,  daß  durch  den  Pol- 
punkt P  auch  hindurchgehen 

7.  die  Kurventangente  im  einen, 
und 

8.  die  Kurventangente  im  andern 
der  für  die  Kurve  und  die  Gerade 
p  etwa  vorhandenen  Kurvenschnitt- 
l)unkte. 

Di<i  Lage  dieser  beiden  neu  hinzu- 
konnnenden  Geraden  XP  und  YP 
steht  nun  aber  gar  nicht  in  Be- 
ziehung zur  Lage  der  Punkte  E 
oder  F  auf  p;  und  folglich  kann 
für  eine  die  Kurve  schneidende 
Gerade  p  der  Pol p unkt  P 
ganz  unabhängig  vom  T  a  n- 
gentenvierseit  gefunden  wer- 
den als  der  Schnittpunkt 
der      K  u  r  V  e  n  t  a  n  g  e  n  t  e  n       in 


den       Kurvenschnittpunkten 
Geraden  p. 


der 


Fisur  5  a. 


Erkl.  16.  Zu  den  IT)  in  Erkl.  10 
aufgestellten  Ge)-adenpaaren,  deren 
Schittpunkt  jeweils  in  den  einzigen 
Punkt  P  fällt,   deren  jedes  also  einzeln 


Polpunkt  zu  einer  gegebenen  Geraden. 


zur  Bestimmung  von 
koninieu     nunmein- 
hinzu : 


P  hinreichen  würde, 
noch     folgende     13 


Figui-  5  b. 


17  27      37      47      57      67 

X      X    -X    =x   -X    =x 

18  28     38     48     58     68     78 

X        X     -X    =X     -X     =X     XX 

Wieder  sind  von  den  Geraden  jener  Paare 
die  Strahlen  1  oder  2  sowohl  von  E 
als  von  F  abhängig,  die  3  oder  5  bezw. 
4  oder  6^  n  u  r  von  E  bezw.  F,  aber  die 

7  oder  8  weder  von  E  n  o  c  h  von  F. 
X  X 

Man  kann  daher  den  Polpunkt  P  be- 
stimmen mittels  je  einer  der  Geraden  7 
oder  8  zusammen  mit  einem  der 
Punkte    E  oder  F  durch  eines    der   acht 

Paare  3  7  bis  6^8,  aber  auch  ohne  jeden 

"~x        =x 
Punkt    E    oder    F    allein    durch    die 
Geraden  7  und  8  mittels  des  letzten  der 

X  X 

Geradenpaare,  nämlich  7  8. 
XX 

Erkl.  17.  War  schon  aus  Autwort  6 
und  Erklärung  11  zu  erkennen,  daß  das 
Tangentenvier  seit  keine  unaus- 
weichliche Bedeutung  für  die  Beziehung 
von  p  und  P  habe,  so  tritt  diese  Un- 
abhängigkeit jetzt  dadurch  um  so  deut- 
licher in  Erscheinung,  daß  der  Polpunkt 
mittels  der  Tangenten  in  den  Schnitt- 
punkten X  und  Y  von  p  mit  der  Kurve 
sogar  ohne  jede  Mitwii-kung  des 
Tangentenvierseits  der  Punkte  E  und  F 
gefunden  werden  kann.  Nur  der  eine 
Umstand  bleibt  einstweilen  bestehen,  dai3 
zu  einer  die  Kurve  schneidenden 
Geraden  p  der  Pol  bloß  gefunden  werden 
kann  unter  Verwendung  solcher  Punkte 
auf  p,  welche  außerhalb  oder  auf  der 
Kurve  liegen.  Aber  auch  davon  wird 
späterhin  noch  Unabhängigkeit  fest- 
gestellt werden  können. 


Figur  5  c. 


Frage  8.  Zu  welcher  Unter- 
scheidung- hinsichtlich  des  Lag-e 
einer  Geraden  und  ihres  Pol- 
punktes zur  Kurve  nötigen  die 
bisherigen  Ueberlegungen  f 


Antwort.  Die  Unterscheidung 
zwischen  der  die  Kurve  nicht 
schneidenden  Geraden  p  in  Fig.  4a 
und  4b  und  der  Sekante  p  in  Fig. 
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Erkl.  18.  Die  Gerade  3  in  Figur  4 
und  5  ist  Verbindungsgerade  zweier 
Berührungspunkte,  also  besitzt  sie  eine 
Strecke  innerhalb  der  Kurve  im  einen 
und  eine  Strecke  außerhalb  der  Kurve 
im  andern  ^Yinkelraum  des  Tangenten- 
winkels. (Vergl.  Fig.  4a  mit  5c,  oder 
4a  mit  gleichem  Tangentenwinkel  E  und 
veränderter  Kui*ve,  wenn  diese  etwa  als 
Hyperbel  die  Tangenten  EB  und  EC  in 
denselben  Berührungspunkten  beiderseits 
außerhalb  l)erülirte.)  Liegt  also  das  im 
Innern  der  Kurve  liegende  Stück  von 
3  im  gleichen  Winkelraum  mit  p, 
also  3  innen  und  p  schneidend,  so 
wird  3  von  5  erst  in  der  Verlimgerung 
außerhalb  der  Kurve  geschnitten, 
liegt  dasselbe  Stück  von  3  aber  im  un- 
gleichen Winkelraum  mit  p,  also  3 
innen  uud  p  a  u  ß  e  r  h  a  1  b,  so  wird  3 
von  5  innerhalb  der  Kurve  ge- 
schnitten. 

Erkl.  19.  Dieselbe  Beziehung  wird 
in  ihrem  zweiten  Teile  ganz  selbst- 
verständlich durch  das  Auftreten  der  für 
eine  schneidende  Gerade  p  erscheinenden 
Geraden  XP  und  YP,  welche  nur  einen 
äußeren  Punkt  zum  Schnittpunkte 
erhalten  können.  Jedoch  muß  man  Wert 
darauf  legen,  solche  Beziehungen  nicht 
aus  speziellen  Erscheinungen,  sondern 
aus  den  allgemeinen  Beziehungen  ab- 
zuleiten, wie  oben  geschah. 


5a,  b,  c  zeigt  neben  der  Er- 
weiterung in  Antwort  7  auch  einen 
wichtigen  Unterschied  in  der  Lage 
des  Polpunktes  P  zur  Kurve. 
Berücksiclitigt  man  nämlich  die 
Eigenschaft  der  vier  harmouischea 
Strahlen  aus  E  bezw.  F  in  Fig.  4 
und  5,  daß  immer  zwei  zusammen- 
gehörige (hier  die  beiden  Tangenten) 
durch  das  Paar  der  beiden  andern, 
innen  und  außen  getrennt  werden» 
so  ergibt  sich:  Während  einerseits 
der  Innenraum  der  Kurve  zu- 
sammen mit  der  Berührungs- 
sehne 3  bezw.  4  in  einem  beliebigen 
der  beiden  Winkelräume  der 
Tangenten  EA,  EC  bezw.  FA, 
FC  liegen  kann,  müssen  andrerseits 
die  andern  zugeordneten  Ge- 
raden p  und  5  in  E  bezw.  p  und 
6  in  F  je  in  zweierlei  ge- 
trennten Winkelräumen  liegen, 
d.  h.  jeweils  entweder  p  außen  und 
dann  5,  6  nach  innen  (Fig.  4),  oder 
p  innen  und  dann  5  und  6  nach 
außen  (Fig.  5).  Man  erkennt  hieraus 
die  Erscheinung  an  Fig.  4  und  5 
als  keine  zufällige,  sondern  als  eine 
wesentliche:  Für  eine  äußere  Ge- 
rade p  nämlich  muss  der  Pol  P 
als  Schnittpunkt  von  3  und  5  bez. 
4  und  6  innerhalb  der  Kurve 
liegen,  für  eine  schneidende 
Gerade  p  aber  muß  der  Pol  als 
Schnittpunkt  derselben  Geraden 
außerhalb     der    Kurve     liegen. 


Frage  9,  Welche  Veränderungen 
erfahren  die  Figuren  4  und  5, 
wenn  die  Gerade  p  selbst  zur 
Tangente  der  Kurve  wirdf 

Erkl.  20.  Wenn  man  auf  die  All- 
gemeinheit der  Durchführung  verzichten 
wollte,  so  könnte  man  für  die  vorige 
und  die  nebenstehende  Antwort  gemein- 
same Erörterung  herbeiführen  durch 
Betrachtung  der  vier  etwa  auf  der 
Geraden  3  als  Schnittpunkte  mit  den 
vier  harmonischen  Strahlen  EA,  ED,  p, 
5   erzeugten    vier    harmonischen  Punkte. 


Antwort.  Denkt  man  sich  die 
Gerade  p  in  Fig.  4  und  5  selbst 
als  Tangente  der  Kurve,  (etwa 
in  der  Nähe  des  Punktes  A)  so 
fällt  von  den  beiden  Tangenten 
der  Punkte  E  und  F  je  eine  selbst 
in  p  hinein;  statt  des  Vierseits  ent- 
steht ein  umgeschriebenes  Dreiseit 
mit  doppeltzählender  Seite  EF  = 
EAB=FAD  =  BD=p=2,  denn  ihr 
Berührungspunkt  A  wird 
zum  gemeinsamen  Berührungspunkt 


Polarffenule  zu   ciiKMii  eesrebenon  Punkte. 


n 


Nennt  man  den  Schnittpunkt  mit  p  für 
den  Augenblick  Q,  so  liegen  P  und  Q 
getrennt  durch  die  beiden  Berührungs- 
punkte auf  3,  —  also  P  außerhalb,  wenn 
Q  innerhalb,  —  P  innerhall),  wenn  Q 
außerhalb;  und  wenn  Q  mit  einem  der 
getrennt  bleibenden  Berührungspunkte 
zusammenfällt,  so  nmß  auch  der  Pol- 
punkt P  mit  demselben  B  e- 
r  ü  h  r  11  n  g  s  p  u  n  k  t  zusammenfallen. 

Erkl.  21.  Der  Gegenstand  der  vor- 
liegenden Frage  bildet  den  Grenzfall,  iu 
welchem  die  beiden  in  voriger  Antwort 
aufgestellten  entgegengesetzten  Er- 
scheinungen zusammentreffen.  Alle  Er- 
gebnisse dieser  und  der  vorhergehenden 
Antworten  sind  von  großer  Wichtigkeit 
und  müssen  auch  in  Woi'ten  aus- 
gesprochen werden.  Der  Studierende 
möge  sich  schon  an  dieser  Stelle  darin 
üben,  diese  Sätze  aufzustellen,  bis  die 
Untersuchungen  soweit  durchgeführt  sind, 
daß  die  dualistisch  gegenüberstehenden 
Beziehungen  nebeneinandergestellt  werden 
können. 

* 


der  Tang:ente  p  sowie  der  iiii- 
endlicli  um  he  lienaclibarten  Tan- 
genten AD  und  BA ;  in  A  fallen 
aber  auch  die  Punkte  X  und  Y  zu- 
sammen, wie  sich  ergibt  bei  Heraus- 
schieben der  Sekante  p  in  Figur  5, 
bis  die  Schnittpunkte  X  und  Y  in 
einem  Berübrungsi)uidit  zusammen- 
fallen. Von  den  vier  harmonischen 
Geraden  EC,  EB,  5,  p  fallen  die 
drei  letzten  mit  p  zusammen,  also 
bleibt  EC  bezw.  FC  allein  als  vierte 
getrennt  übrig. 

Demnach  fallen  von  den  acht 
Geraden  1  bis  8  die  Geraden  2,  5, 
6,  7,  8  sämtlich  mit  der  Tangente 
p  zusammen,  und  die  allein  übrig- 
bleibenden 1,  3,  4  laufen  von  dem 
Schnittpunkt  bezw.  den  Berührungs- 
punkten der  Tangenten  EC  und  FC 
sämtlich  in  den  Punkt  A  zu- 
sammen. Daher  muß  als  Polpunkt 
der  Tangente  p  der  Punkt  A,  ihr 
eigener  Berührungspunkt,  an- 
gesehen werden. 


c)  Polargerade  zu  einem  gegebenen  Punkte. 

Frage   10.  In  welcher   Weise    können  die  in  Antwort  3   genannten 

harmonischen  Eigenschaften    des    Vierecks    mit    den    in    den    Sätzen 

von    P  a  s  k  a  1  fürs    Viereck    ausgesprochenen    Beziehungen    zusammen- 
treffen? 


Figur  6  b. 


Erkl.  22.  Die  rntersuchinigen  der 
folgenden  sechs  Fragen  10  bis  15  bilden 
die  dualistische  Durchführung  der  vorher- 
ijehenden  sechs  Fragen  4  bis  9.    Sie  be- 


Aiitwort.  Wenn  die  vier  Ecken 
eines  vollständigen  Vierecks  als 
Kurvenpunkte  einer  Kurve  zweiten 
Grades  aufgefaßt  werden,  so  lassen 
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handeln  die  Zuordnung  der  1*  o  1  a  r- 
geraden  zum  gegebenen  Punkt, 
wie  jene  die  Zuordnung  des  Pol- 
punktes zur  gegebenen  Geraden.  (Ver- 
gleiche Erkl.  6.)  Mit  wenigen  Ausnahmen 
enthält  daher  ihr  Wortlaut  auch  die 
genaue  Uebertragung  der  Erörterungen 
jener  Fragen  und  Antworten. 

Ei'kl.  23.  In  Fig.  6  a  sind  die  vier 
Eckpunkte  des  Vierecks  die  Punkte  Si, 
So,  A,  P,  die  sechs  Seiten  SiS^,  SiP,  SjA, 
S.>A,  SoP  nnd  die  nicht  gezeichnete 
Verbindungsgerade  AP;  die  Nebenecken 
bilden  die  Schnittpunkte  von  SiA  und 
S2P,  von  S^P  und  S^A,  und  der  Schnitt- 
punkt der  nicht  gezogenen  Seite  AP  mit 
Seite  S1S2.  —  In  Fig.  Gb  liegen  zwei 
Nebenecken  auf  der  Geraden  r,  auf 
welcher  auch  noch  der  Schnittpunkt  der 
nur  angedeuteten  Tangenten  in  I  und  IV 
liegt,  die  dritte  Nebenecke  entsteht  als 
Schnittpunkt  der  Verbindungsgeraden  I,  IV 
und  (II)  (V).  Die  Erweiterung  der  Be- 
ti-achtung  gegenüber  den  Sätzen  von 
Paskal  besteht  also  darin,  daß  die  Zu- 
ordnung dieser  Nebenecke  zur  Geraden 
r  studiert  wird. 


sich  aus  den  vier  Eckpunkten  des 
vollständigen  Vierecks  dreierlei 
einfache  eingeschriebene  Vier- 
ecke bilden,  nnd  für  jedes  dieser 
di-ei  gilt  nacli  dem  Satz  von  Paskai 
(Satz  24  c  des  IL  Teiles),  daß  die 
Schnittpunkte  der  Gegen- 
seiten und  die  Schnittpunkte 
der  Tangenten  in  Gegen- 
ecken alle  vier  auf  einer 
Geraden  liegen. 

Wählt  man  daher  dasjenige  ein- 
f  a  c  li  e  \M  e  r  e  c  k,  für  welches  eine 
bestimmte  der  drei  Nebenecken 
zum  Diagonalenschnittpunkt 
Avird,  so  ist  die  Verbindungsgerade 
der  beiden  übrigen  Nebenecken  nicht 
nur  diejenige  Gerade,  auf  welcher 
nach  Paskai  die  Schnittpunkte  der 
Gegenseiten  liegen,  sondern  auch 
die  Gerade,  auf  welcher  für  jede 
durch  die  dritte  Nehenecke  gehende 
Seite  des  vollständigen  Vierecks 
der  vierte  harmonische  Punkt  nach 
Antwort  3  liegen  muß. 


Frage  11.    Wieviel  und  welche  Schnittpunkte  liegen  nach  den  vorigen 
Ueberlegungen  auf  der  Geraden  des    Paskai  beim  Viereck? 

Fi"ur  7. 


Polai'oerade  zu  einem  .ceffebenen  Punkte. 
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Erlvl.  24.  In  Figur  7  und  ebenso 
später  Figur  8  sind  mit  römischen 
Ziffern  I  bis  VI  (entsprechend  den  für 
Punkte  benutzten  gi'oßen  Buchstuben) 
dieselben  seclis  Punkte  bezeichnet, 
welche  laut  nebenstehender  Antwort  auf 
der  Polargeraden  p  liegen  müssen. 
Fig.  7  ist  für  einen  Ellipseubogen  aus- 
geführt, der  aber  ebensowolü  ein  Kurven- 
bogen einer  Parabel  oder  Hyperbel  sein 
dürfte.  Denn  sowohl  die  harmonischen 
Beziehungen  als  die  Sätze  von  Paskai 
gelten  ohne  Unterschied  für  alle  drei 
Gattungen  der  Kurven,  also  muß  das- 
selbe auch  für  die  Eigenschaften  der 
Polarität  der  Fall  sein. 

Ei'kl.  25.  Für  einen  innerhalb 
der  Kurve  gewählten  Punkt  P  gibt 
Figur  7  die  einzige  Vierecksgattung, 
welche  bei  Ellipse  uiul  Parabel  auf- 
treten kann.  Und  dasselbe  gilt  für  die 
Hyperbel,  solange  die  beiden  durch  den 
Punkt  P  gelegten  Geraden  e  und  f  ihre 
Schnittpunkte  auf  demselben  Aste  haben. 
Daher  hat  Figur  7  einen  allgemeineren 
Charakter  als  Figur  4a  oder  4b;  denn 
dort  mußten  für  die  Ellipse  allein  schon 
zweierlei  Gattungen  des  Vierseits  be- 
rücksichtigt werden,  je  nach  Lage  der 
Punkte  E  und  F  auf  p ;  hier  liefert 
beliebige  Lage  der  Sekanten  e  und  f 
stets  die  gleiche  Gattung  des  geschlossenen 
konvexen  Vierecks. 


Antwort.  Wählt  man  den  Schnitt- 
punkt der  Geraden  e  und  f  in 
Fig.  2  bezw.  7  als  dritte  Neben- 
ecke P  eines  einer  Kurve  zweiter 
Ordnung  eingeschriebenen 
Vierecks,  so  liegen  auf  e  und  f 
je  zwei  Gegen  ecken  des  ein- 
geschriebenen Vierecks,  und  folg- 
lich liegen  auf  derselben 
Geraden  p: 

I.  der  Schnittpunkt  der  Gegen- 
seiten AB  und  CD, 

II.  der  Schnittpunkt  der  Gegen- 
seiten BC  und  AD, 

III.  der  Sclmittpunkt  der  Tan- 
genten in  den  auf  e  liegenden 
Gegenecken  A  und  C, 

IV.  der  Schnittpunkt  der  Tan- 
genten in  den  auf  f  liegenden 
Gegenecken  B  und  D, 

V.  der  vierte  harmonische  Punkt 
auf  e  zu  A,  G  und  P, 

VI.  der  vierte  harmonische  Punkt 
auf  f  zu  B,  D  und  P, 

und  zwar  die  vier  ersten  wegen 
Paskai,  die  beiden  letzten  wegen 
der  harmonischen  Viereckseigen- 
schaften. 

Und  diese  durch  die  Kurve  und 
den  Punkt  P  bestimmte  Gerade  p 
nennt  man  die  Polar  gerade 
oder  kurz  Polare  des  Punktes 
P  inbezug  auf  die  gewählte  Kurve; 
oder  man  sagt  die  Gerade  p 
sei  durch  die  Kurve  zu  dem 
Punkt  P  als  Polare  zu- 
geordnet. 


Frage  12.  Welche  Veränderung  erfährt  die  Lage  der  Geraden  p 
der  Figur  7,  wenn  eine  der  Geraden  e  oder  f  durch  P  ihre  Lage  ver- 
ändert"? 


Erkl.  26.  Unter  den  sechs  Punkten, 
die  auf  p  liegen,  könnte  man  (analog 
Erkl,  10)  15  Paare  von  je  zweien  auf- 
stellen, die  je  zusammen  p  festlegen, 
nämlich 


Antwort,  Von  den  sechs  Punkten 
I  bis  VI  der  Fig.  7  sind  die  Punkte 
I  und  II  sowohl  von  e  als  von  f 
abhängig ;  die  Punkte  III  und  V 
dagegen     nur     von     der    Lag"' 
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iv^  nv    mv    ivv 
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Unter  den  Punkten  dieser  Paare  sind 
aber  die  niolit  nnterstriclienen  I  und  11 
von  e  u  n  d  von  f  aljliängig,  die  einfncli 
gestrichenen  III  und  V  nur  von  e,  die 
doppelt  gestricheneu  IV  und  VI  nur 
von  f.  Es  sind  also  tatsächlich  die 
Paare  HIV  und  IVVI  diej  einzigen, 
welche  die  Bestimmung  von  p  durch 
eine  einzelne  der  Geraden  e  und  f 
ermöglichen. 

Erkl.  21.  Auf  Grund  von  Antwort 
11  und  Figur  7  hätte  man  noch  ver- 
muten können,  daß  jeweils  ehie  andere 
Gerade  p  entstände,  wenn  man  die 
Geraden  e  und  i"  durch  denselben  Punkt 
P  in  verschiedener  Lage  wählte.  Die 
nebenstehende  Überlegung  zeigt  nunmehr, 
daß  die  Lage  der  Geraden  p  völlig  un- 
abhängig von  der  Lage  der  beiden 
Geraden  e  und  f  ist;  denn  p  bleibt  die- 
selbe sowohl  bei  veränderlichem  f  und 
feststehendem  e,  als  auch  umgekehrt  bei 
veränderlichem  e  und  feststellendem  f. 

Das  Viereck  ABCl)  verliert  seine 
sell)ständige  Bedeutung  und  rückt  auf 
die  Stufe  eines  vermittelnde  n  Ge- 
bildes herab,  wie  _z.  R  tiSot2_bei  den 
Konstruktionen  ^i7\k7\^o7\^27\^2  iui 
U.  Teile  dieses  Lehrbuches. 


der  Geraden  e,  IV  und  VI  rni  r 
von  der  Geraden  f.  Da  aber  zur 
Festlegung  der  Geraden  p  nur  zwei 
Punkte  auf  ihr  notwendig  sind, 
kann  durch  die  Wahl  einer  ein- 
zigen Geraden  e  durch  P 
mittels  der  Punkte  III  und  V  die 
Polare  schon  sicher  bestinnnt 
werden,  und  die  in  voriger  Antwort 
besprochenen  sechs  Punkte  liegen 
stets  auf  derselben  Geraden  p, 
wie  man  auch  durch  den  Punkt  P 
die  Gerade  f,  also  wie  man  über- 
haupt beide  Geraden  e  und  f 
wählen  mag.  Demnach  ist  tat- 
sächlich die  Zuordnung  von  p  zum 
gegebenen  P  durch  die  Kurve 
einzig  abhängig  von  der  Lage 
des  Punktes  P  zur  Kurve,  und 
nicht  von  der  Lage  der  durch  P 
gewählten  Geraden  e  und  f.  Das 
zur  Erzeugung  der  Geraden  p 
dienende  eingeschriebene 

Viereck  besitzt  keine  wesentliche 
Bedeutung,  sondern  bildet  nur  das 
vermittelnde  Gebilde  zur 
Auffindung  der  Polaren  p  zum 
Punkte  P. 


Frage  1^5.  Welche  wichtige  Fol- 
gernng  aus  der  Willkürlichkeit  der 
Lage  von  e  und  f  durch  P  ergibt 
sich  für  den  Fall,  daß  der  Punkt 
P  außerhalb  derKurve  liegt  T 

Erkl.  28.  Während  die  Figur  7  für 
einen  i  n  n  e  r  halb  de  r  K  u  r  v  e  liegen- 
den Punkt  P  gezeichnet  war,  gibt  Fig. 
8  (S.  17)  die  Darstellung  für  einen  a  u  ß  e  r- 
h  a  1  b   der  Kurve  liegenden  Punkt  P. 


Antwort.  Da  die  Lage  der  Ge- 
raden e  und  f  durch  P  für  die  Be- 
stimnning  der  Geraden  p  völlig 
willkürlich  ist,  so  midJ  unter 
andern!  auch  für  jedebeliebige 
Ger  a  de  z  durch  P  der  vierte 
harmouische  Punkt  zu  P  und  den 
beiden  auf  der  Geraden  z  liegenden 


Pohiro-erade  zu  einem  gegebenen  Punkte. 
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Daher  treten  hier  n  e  \i  auf  die  Tangenten 
X  und  y.  Eine  Unterscheidung  ver- 
schiedener Vierecksgattungen  je  nach 
veränderlicher  Lage  der  Geraden  e  und 
f  tritt  an  dieser  Figur  gar  nicht  auf, 
denn  beliebige  Lage  von  e  und  f  liefert 
stets  das  gleiche  tiberschlagene  Viereck, 
solange  überhaupt  die  Ellipse  der 
Figur  8  beibehalten  wird. 

Erkl.  29.  Für  eine  Sekante  z  durch 
P  unmittelbar  innerhalb  x  liat  mau 
noch  zwei  getrennte  Kurvenschuittpunkte 
und  dazwischen  als  vierten  har- 
monischen Punkt  zu  P  und  denselben 
den  Schnittpunkt  (zp).  Für  die  Tangente 
X  aber  rücken  die  beiden  Kurvenschuitt- 
punkte von  beiden  Seiten  unendlich  nahe 
zusammen,  Avährend  sie  zwischen  sich 
den  vierten  harmonischen  Punkt  V 
bezw.  \l  behalten.  —  Dasselbe  Zu- 
sammenffiUen  folgt  unmittelbar  aus  der 
am  Schlüsse  der  Antwort  3  genannten 
Eigenschaft  der  harmonisclien  Beziehung, 
daß,  wenn  ^on  vier  harmonischen  Elementen 
(hier  Punkten)  zwei  zusammenfallen, 
dann  auch  ein  drittes  hinzukommt.  Hier 
hat  man  für  e  bezw.  f  die  getrennten 
Elemente  A,  C,P,V,  bezw.  B,  D,  P,  VL 
Wenn  also  A  und  C  bezw.  B  und  D 
zusammenfallen  und  zwar  nicht  mit  P, 
so  muß  unbedingt  das  noch  übrige 
Element  mit  jenen  beiden  zusammen- 
fallen, nämlich  V  mit  A  und  C  bezw. 
VI  mit  B  mid  D. 


ErkL  30.  In  Figur  8  sind  ebenso 
•wie  in  Figur  7  mit  den  Ziffern  I — VIII 
die  acht  Punkte  bezeichnet,  welche  bei 
einem  außerhalb  der  Kurve  liegenden 
l'unkt  P  auf  der  Geraden  p  liegen 
müssen.  Auch  hier  ist  die  Figur  wieder 
ausgeführt  für  einen  Kurvenbogen,  der 
zwar  tatsächlich  einer  Ellipse  angehört, 
aber  ebensowohl  Kurvenbogen  einer 
Parabel  oder  Hyperbel  sein  dürfte. 
Und  zwar  entsteht  dieselbe  Lage  der 
vier  Punkte,  also  dieselbe  Art  des  über- 
schlagenen  Vierecks,  solange  die  Sekanten 
e  und  f  aus  P  ihre  beiden  Schnittpunkte 
auf      demselben     Kurveubogen       haben. 


Kurvenpimkten  —  auf  der  fest- 
bestimmten Geraden  p  liegen.  Da 
dies  für  jede  beliebige  Lage  der 
Geraden  z  durch  P  gelten  muss, 
so  trifft  es  auch  zu,  wenn  z  sich 
einer  der  aus  dem  Punkte  P  an 
die  Kurve  gehenden  Tan- 
genten immer  mehr  nähert ;  dabei 
rüci^en  aber  die  Kurvenpunkte  A 
unu  C  bezw.  B  und  D  immer  näher 
zusammen  und  schließen  dabei 
doch  den  Schnittpunkt  (ep)  =  V 
bezw.  (f p)  =  VI  stets  noch  zwischen 
sich  ein. 

Fällt  also  die  veränderlich  ge- 
dachte Gerade  z  vollends  mit  einer 
der  Tangenten  x  bezw.  y  aus  P 
an  die  Kurve  (von  innen  heran- 
rückend) zusammen,  so  gibt  es  auf 
ihr  keine  zwei  getrennten 
Kurvenschnittpunkte  mehr,  sondern 
nur  noch  einen;  und  zwischen 
den  in  einen  Doppelpunkt  zu- 
sammenfallenden beiden  Einzel- 
punkten liegt  noch  der  vierte 
harmonische  Punkt  zu  P, 
nämlich  der  Schnittpunkt  (xp)  bezw. 
(yp).  Nun  haben  aber  diese  Punkte 
(xp)  und  (yp)  als  Schnittpunkte 
zweier  festen  Geraden  eine  ganz 
bestimmte  Lage,  während  über  die 
Lage  der  Berührungspunkte  der 
Tangenten  von  P  an  die  Kurve 
keinerlei  Bestimmung  vorliegt ; 
daher  folgt  umgekehrt  aus  der 
vorigen  Überlegung  das  wichtige 
Ergebnis,  daß  diese  Berührungs- 
punk t  e  zusammenfallen  müssen 
mit  d  e  n  S  c  h  n  i  1 1  p  u  n  k  t  e  n  (xp) 
und  (yp)  der  aus  dem  Punkte  P  an 
die  Kurve  gehenden  Tangenten  x 
und  y  mit  der  Polare  p. 

Somit  erfährt  die  Aufzählung 
der  in  Antwort  11  genannten  auf 
der  Polaren  liegenden  Punkte  noch 
die  Erweiterung,  daß  auf  der 
Polaren  p  auch  liegen: 

VII.  der  Berührungspunkt  auf 
der  einen,  und 

VIII.  der   Berührungspunkt    auf 
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Einzig-  bei  der  Hy2)erbel  ist  also  Ver- 
schiedenheit der  Lage  und  somit  Ver- 
schiedenheit der  Vierecksgattung  möglich, 
wenn  nämlich  eine  oder  beide  Sekanten 
e  und  f  ihre  Sclmittpunkte  auf  ge- 
trennten Ästen  erhalten.  (Vergl.  Aufg. 
6  und  Fig.  110  der  Aufgabensammlung 
am  Schlüsse  dieses  Teiles.) 


Erkl.  31.        S  e  c  h  s    Punkte     würden 

6.5 
im  allgememen  Falle  —  =   15    Verbin- 
^  1.2 

dungsgeraden      liefern ;      acht     Punkte 

7  8 
würden  im  allgemeinen  Falle   —    =   28 

1.2 

Verbindungsgeraden  liefern.  Es  fallen 
also  bei  dem  i  n  n  e  r  h  a  1  b  der  Kurve 
liegenden  Punkt  P  15,  bei  dem  a  u  ß  e  i-- 
h  a  1  b  der  Kurve  liegenden  Punkt  P  28 
Verbindnngsgeraden  in  eine  einzige 
zusammen.  Man  erschließt  daraus  wieder 
(wie  in  Erkl.  15  erörtert  wurde)  die  er- 
höhte Wichtigkeit  der  in  den  P  o  1  n  r- 
e  i  g  e  n  s  c  h  a  f  t  e  n  der  Kurve  zweiten 
Grades  enthaltenen  Beziehungen. 


der  andern  der  vom  Punkte  P  an 
die  Kurve  etwa  vorhandenen 
Kurven  tangenten. 

Nun  stellt  aber  die  Lage  dieser 
beiden  neu  hinzukommenden  Be- 
rührungspunkte VII  und  VIII  gar 
nicht  in  Beziehung  zur  Lage  der 
Geraden  e  und  f,  und  folglich  kann 
für  einen  außerhalb  der  Kurve 
liegenden  Punkt  P  die  Polare 
p  ganz  unabhängig  vom  ein- 
gescliriebenen  Viereck  ge- 
funden werden  als  Verbindungs- 
gerade der  Berührungs- 
punkte der  von  P  an  die  Kurve 
gehenden  Tangenten. 


Erkl.  32.  Zu  den  15  in  Erkl.  26 
aufgestellten  Punktpaaren,  deren  Ver- 
bindungsgerade jeweils  in  die  einzige 
Gerade  p  fällt,  deren  jedes  also  einzeln 
zur  Bestimmung  von  p  hinreichen  würde, 
kommen  nunmehr  noch  folgende  13  hinzu: 

ivn    nvn    mvn    ivvii     vvii    vivn 

X         X      -^^  X      —  X     "  X     -' 

ivin    iiviii    mvm    ivvm    vviii    viviii    viiviii 

X  X~X—     X~X-X        XX 


Wieder  sind  von  den  Punkten  jener 
Paare  die  Punkte  I  und  11  sowohl  von 
e    als  f  abhängig,    III   und   V   bezw.  IV 

und  VI    nur    von    e   bezw.  f,   aber    die 

VII  und  VIII  weder  von  e  n  o  c  h  von  f. 

X  X 

Man  kann  daher  die  Polare  p  bestimmen 


Polargevade  zu  einem  gegebenen  Punkte. 


17 


mit  je  einem  der  Punkte  VII  oder  VIII 
zu.sjiinmen  mit  einer  der  Geraden  e 
oder  f  durcli  eines  der  aclit  Paare 
III  Vn  bis  VIVIII-  aber  aucli  ohne 
"  X  -   X 

jede  Gerade  e  oder  f  allein  durcli 
die    Punkte    VII    und    VIII    mittels    des 


X 
letzten  der  Punktpaare, 


näiulicli   Vll  VIII. 
X     X 


Erkl.  33.  Nachdem  schon  aus  Ant- 
wort 12  und  Erkl.  27  hervorgegangen, 
daß  das  eingeschriebene  Vier- 
eck keine  unausweichliche  Bedeutung 
für  die  Beziehung  von  P  und  p  hat,  so 
tritt  diese  Unabhängigkeit  dadurch  noch 
deutlicher  auf,  daß  die  Polare  mittels  der 
Berührungspunkte  auf  den  .Tangenten  x 
und  y  aus  P  an  die  Kurve  sogar  ohne 
jede  Mitwirkung  des  eingeschriebenen 
Vierecks  der  Sekanten  e  und  f  gefunden 
werden  kann.  Nur  der  eine  Umstand 
bleibt  einstweilen  bestellen,  daß  zu  einem 
außerhalb  der  Kurve  liegenden 
Punkte  P  die  Polare  bloß  gefunden 
werden  kann  ir.iler  Vorwendung  solcher 
Geraden  d  ii  v  c  li  1',  welche  die  Kurve 
schneiden  oder  berühren.  Aber  auch 
davon  wird  sich  spiitcr  Unabhängigkeit 
erzielen  lassen. 


Fi-ur  8 


Frage  14.  Zu  welolier  Unter- 
soheidung  hinsichtlich  der  Lage 
eines  Punktes  und  seiner  Polare 
zur  Kurve  nötigen  die  bisherigen 
Überlegungen  1 

Erkl.  34.  Eine  Gerade  durch  Punkt 
P  kann  die  Kurve  schneiden  oder  nicht 
schneiden.  Ersteres  tritt  sicher  ein 
auf  jeder  durch  P  zu  legenden  Geraden, 
wenn  P  innerhalb  der  Kurve  liegt ; 
dagegen  durch  einen  äußeren  Punkt 
P  gibt  es  stets  sowohl  schneidende  als 
auch  nicht  schneidende  Geraden.  Über 
letztere  Geraden  wird  in  nebenstehender 
Antwort  nichts  ausgesagt.  Das  ist  aber 
auch    nicht    erforderlich ;     deim    da    eine 

Sachs,  Projektivisclie  (neuere)  Geometrie.    III. 


AntAVort.  Die  Unterscheidung 
zwischen  dem  innerhalb  der  Kurve 
liegenden  Punls;te  P  in  Fig.  7  und 
dem  äußern  Punkt  P  in  Figur  8 
zeigt  neben  der  Erweiterung  in 
Antwort  13  auch  einen  wichtigen 
Unterschied  in  der  Lage  der  Po- 
laren p  zur  Kurve.  Berück- 
sichtigt man  nämlich  die  Eigen- 
schaft der  vier  harmonischen  Punl^te 
auf  e  bezw.  f  in  Fig.  7  und  8,  daß 
immer  zwei  zusammengehörige  (hier 
die  beiden  Kurvenschnittpunkte) 
durch  das  Paar  der  beiden  andern 
innen  und  außen  getrennt  werden, 
so  ergibt  sich  : 

Teil.  2 
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Gerade  sich  stets  beiderseits  ins  un- 
endliche erstreckt,  so  kann  sie  nie 
vollständig  innerhalb  einer  Kurve 
liegen.  Um  zu  zeigen,  daß  eine  Kurve 
von  einer  Geradon  i;-  o  s  c  h  n  i  1 1  e  n  wird, 
genügt  es  nachzuweisen,  daß  diese 
Gei'ade  überliaupt  irgendwelche 
Punkte  im  Innenraum  der  Kurve  besitzt. 

Erkl.  35.  Wenn  die  din-ch  P  ge- 
legte Gerade  die  Kurve  schneidet, 
so  bilden  die  zwei  Schnittpunkte  zwischen 
sich  einerseits  eine  endliclie  und  anderer- 
seits eine  unendliche  Strecke  auf  der 
Sekante.  Es  kann  dabei  die  endliche 
Strecke  im  Innenraum  und  die  unendliche 
Strecke  im  Außenraum  der  Kurve  liegen, 
wie  allgemein  bei  der  Ellipse  und 
Parabel  und  bei  solchen  Sekanten  der 
Hyperbel,  welche  nur  den  eine  n  Ast 
treffen.  Es  kaim  aber  auch  die  endliche 
Strecke  der  Sekante  im  Außenraum  und 
die  unendliche  Strecke  im  Innenraum  der 
Kurve  liegen,  wenn  nämlich  eine  Hyperbel- 
sekante beide  Äste  trifft.  Aber  ganz 
unabhängig  von  dieser  Unterscheidung 
besteht  diese  Tatsache,  daß  wenn  P  auf 
dem  im  Innenraum  der  Kurve  liegenden 
endlicli  oder  unendlich  großen  Strecken- 
teil der  Sekante  e  bezw.  f  liegt,  jeden- 
falls der  Punkt  V  bezw.  VI  auf  dem 
äußeren  Streckenteil  liegt,  und  um- 
gekehrt letzterer  auf  der  Innenstrecke, 
wenn  P  auf  der  Außenstrecke  liegt. 

Erkl.  iJ6.  Das  Ergebnis  vorstehender 
Antwort  Avird  in  seinem  zAveiten  Teile 
ganz  selbstverständlich  durch  das  Auf- 
treten der  Berührungspunkte  VII  und  VIII 
auf  den  für  einen  äußere  n  Punkt  P 
vorhandenen  Tangenten  x  und  y,  da  deren 
Verbindungsgerade  stets  eine  Sekante 
der  Kurve  sein  muß.  Jedoch  bleibt  es 
wichtig,  für  die  allgemeine  Beziehung 
den  Beweis  zu  liefern,  statt  für  Jeden 
Einzelfall  getreimte  Durcliführung  auf- 
zustellen. 


Während  einerseits  die  beiden 
Kurvenschnittpunkte  auf  e  und  f 
und  überhaupt  auf  j  ed  er  Sekante 
durch  P  jeweils  eine  im  Innern 
und  eine  im  Äußern  der  Kurve 
liegende  Strecke  abgrenzen,  so 
müssen  andererseits  die  anderen 
zugeordneten  Punkte  P  und 
V  auf  e  bezw.  P  und  VI  auf  f  je 
in  zweierlei  entgegengesetzten 
Streckenräumen  liegen,  d.  h.  jeweils 
entweder  P  innen  und  dann  V,  VI 
außen  (Fig.  7),  oder  P  außen  und 
dann  V  und  VI  innen.  Ferner 
erkennt  man,  daß  dieser  Gegensatz 
auf  jeder  Sekante  eintreten 
muß,  die  überhaupt  durch  den 
Punkt  P  gelegt  werden  kann ;  und 
umgekehrt  gilt  dieselbe  Lage- 
beziehung auf  entgegengesetzten 
Streckenräumen  der  Verbindungs- 
geraden für  jeden  beliebigen  Punkt 
der  Polaren,  dessen  Verbindungs- 
gerade mit  P  überhaupt  Sekante 
an  der  Kurve  wird.  Es  zeigt  sich 
demnach  die  Erscheinung  an  Figur 
7  und  8  als  keine  zufällige,  sondern 
als  eine  wesentliche:  Für  einen 
inneren  Punkt  P  muß  nämlich  die 
Polare  als  Verbindungsgerade  lauter 
äußerer  Punkte  V  und  VI  voll- 
ständig außerhalb  der 
K  u  r  V  e  verlaufen ;  für  einen 
äußeren  Punkt  P  aber  muß  die 
Polare  die  Kurve  schneiden, 
denn  jede  durch  diesen  äußeren 
Punkt  P  gezogene  Sekante  der 
Kurve  trifft  die  Polare  in  einem 
Punkte  innerhalb  der  Kurve. 


Fi'age  15.     Welche  Veränderung  erfahren  die  Fig.  7  und  8,  wenn  der 
Punkt  P  selbst  ein  Kurvenpunkt  wird.? 


Allgemeine  Beziehungen  zwischen  Pol  und  Polare. 
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Erkl.  37.  In  weniger  allgemeiner 
Durchfüluimg  kann  man  die  Erörterung 
der  \origen  und  der  nebenstellenden 
Antwort  vereinigen  durcli  Betrachtung 
der  vier  etwa  im  Punkte  lU  als  Ver- 
bindungsgeraden mit  den  vier  har- 
monischen Punkten  A,  C,  P,  V  entstehenden 
vier  harmonischen  Geraden.  Nennt  man 
die  Gerade  nach  P  für  den  Augenblick 
q,  so  liegen  p  und  q  getrennt  durch 
die  beiden  Tangenten  nach  A  und  C; 
also  p  außerhalb,  wenn  q  innerhalb, 
p  innerhalb,  wenn  q  außerhalb  ^  und  sobald 
q  mit  einer  der  getrennt  bleibenden 
Tangenten  zusammenfällt,  so  m  u  ß  auch 
die  P  0 1  a  r  e  p  mit  derselben  Tangente 
zusammenfallen. 

Erkl.  38.  Mit  der  nebenstehenden  Ant- 
wort sind  diejenigen  Untersuchungen  ab- 
geschlossen, welche  ohne  Beeinträchtigung 
der  Übersichtlichkeit  getrennt  einerseits  für 
die  Auf  Hndung  des  Pols  zu  einer  gegebenen 
Geraden,  andrerseits  der  Polaren  zu 
einem  gegebenen  Punkt  durchgeführt 
werden  können.  Hieran  schließt  sich 
nunmehr  die  Feststellung  der  Identität 
von  beiderlei  Beziehung,  und  darauf 
folgt  sodann  die  Aussprache  der  ge- 
wonnenen Ergebnisse  in  Sätzen. 


Antwort.  Denkt  man  sich  den 
Punkt  P  in  Fig.  7  nnd  8  selbst  als 
K  u  r  V  e  n  p  u  n  k  t  (etwa  zwischen 
C  und  D),  so  fällt  von  den  beiden 
Kurvenschnittpunkten  der  Geraden 
e  und  f  je  einer  selbst  in  P  hin- 
ein, und  statt  des  Vierecks  entsteht 
ein  eingeschriebenes  Dreieck 
mit  doppeltzählendem  Eckpunkt 
(ef)=C  =  D=P  =  II.  Die  Tangente 
in  diesem  Eckpunkte  wird  zur  ge- 
meinsamen Tangente  von  P  an  die 
Kurve,  sowie  der  unendlich  nahe 
benachbarten  Punkte  C  (nach  III) 
und  D  (nach  IV);  in  ihr  fallen  also 
auch  die  Tangenten  x  nnd  y  zu- 
sammen, wie  sich  ergibt  durch 
Heranschieben  des  Punktes  P  an 
die  Kurve  in  Figur  8,  bis  der 
Winkel  der  Tangenten  x  und  y  ein 
gestreckter  wird.  Von  den  vier 
harmonischen  Punkten  A,  C,  V,  P 
fallen  die  drei  letzteren  mit  P  zu- 
sammen, also  bleibt  A  bezw.  B 
allein    als    vierter    getrennt   übrig. 

Demnach  fallen  von  den  acht 
Punkten  I  bis  VIII  die  Punkte,  II, 
V,  VI,  VII,  VIII  sämtlich  mit 
dem  Kurvenpunkte  P  zusammen, 
und  die  allein  übrig  bleibenden  I, 
III,  IV  kommen  alle  auf  die 
Tangente  im  Kurvenpunkt  P  zu 
liegen.  Daher  muß  als  Polare 
des  K  u  r  V  e  n  p  u  n  k  t  e  s  P  die 
Tangente  in  P,  also  seine  eigene 
Kurventa  11  genta,  angesehen 
werden. 


d)  Allgemeine  Beziehungen  zwischen  Pol  und  Polare. 


Frage,  lö.  Welche  Überein- 
stimmung ergibt  sich  aus  einer 
Vergleichung  der  Konstruktion  des 
Poles  zu  gegebener  Geraden  und 
der  Polaren  zu  gegebenem 
Punkte? 


Erkl.  39. 

gleichung     der 


Die    nebenstehende    Ver- 
Elemente    der    Fi2ur    4 


Antwort.  Vergleicht  man  die 
Lage  der  Geraden  nnd  Punkte, 
welche  in  den  Figuren  4  und  5 
zur  Konstruktion  des  Polpunktes 
einer  gegebenen  Geraden  führten, 
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lind  ö  mit  den  Elementen  der  Figur  7 
und  8  ist  eine  Vergleichung  von  Punkten 
mit  Punkten  und  von  Geraden  mit 
Geraden.  Sie  steht  also  auf  ganz 
anderem  Boden,  wie  die  dualistische 
Gegenüberstellung,  welche  in  den  Ant- 
worten 4  bis  9  und  10  bis  15  für  die- 
selben Figuren  durchgeführt  ist.  Diese 
zeigt  als  entsprechend  Punkte  m  i  t 
Geraden,  und  Gerade  mit  Punkten, 
kann  also  nie  die  Identität  zweier  auf 
verschiedenen  Grundsätzen  aufgebauten 
Figuren  erweisen.  Vielmehr  würden  bei 
der  dualistischen  Vergleichung  als  ent- 
sprechend erscheinen  die 

Geraden:  e,  f,   1,   2,  3,  4,  5,  6,  7 

und  die 

Punkte:  E,  F,  I,  II,  III,  IV,  V,  VI.  VII. 

Keine  Übereinstimmung  zeigt  die  duali- 
stische Vergleichung  nur  bei  den  Ruch- 
staben A,  B,  C,  D,  weil  diese  nur  für 
Punkte  gebraucht  sind,  also  bei  der 
dualistischen  Übei'tragung  nicht  für  ent- 
sprechend zugeordnete  Elemente  ver- 
wendet Averden  können. 

Erkl.  40.    Dreifache  Übereinstimmung 

der  Fig.  4,  5  mit  Fig.  7,  8  ergibt  die 
nebenstellende  Vergleichung :  Zwar  tritt 
das  Tangentenvierseit  der  Fig.  4,  5 
nicht  als  solches  auf  in  Fig.  7,  8,  und 
ebenso  das  Sehnenviereck  der  Fig.  7,  8 
nicht  in  Fig.  4,  5,  obwohl  dort  die  vier 
Tangenten  und  hier  die  vier  Berührungs- 
punkte erscheinen,  nur  jene  nicht  zum 
Schnitt  gebracht  und  diese  nicht  ver- 
bunden. Aber  es  fallen  zusammen  die 
Elemente  der 

Fig-.  4,  5        und     der  Fiü'.   7,  8 


«)  Kurventnugenten 
durch  die  Punkte  E 
und  F  auf  p  an  den 
Berührungspunkten 
des  Taugent en- 

vierseits  mit  Be- 

rührungssehneu  3, 4 

durch  I\ 

ß)  Vierte  harmo- 
nische   Gerade  5,  6 


«)  Kurventangenten 
durcli  die  Punkte  III 
und    IV    auf    p    an 

den  Eckpunkten 
des    Sehnenvierecks 


mit 


Diagonalen 
durch  P. 


e,  f 


/?)  Vierteharmonische 
Gerade   IUP,    IV P 


und  in  den  Figuren  7  und  8  zur 
Konstruktion  der  Polaren  eines 
gegebenen  Punktes,  so  zeigt  sich 
folgendes: 

Die  Vierecksseiten  des 
Tangenten vierseits  der  Fig.  4  und  5 
stimmen  überein  mit  den  Tangenten 
in  den  Eckpunkten  des  Sehnen- 
vierecks der  Fig.  7  und  8,  und  um- 
gekehrt die  Eckpunkte  dieses 
Sehnenvierecks  mit  den  B  e- 
r  ü  h  r  u  n  g  s  p  u  n  k  t  e  n  der  Tan- 
genten jenes  Tangentenvierseits. 
Daher  sind  die  Geraden  3  und  4 
der  Fig.  4  und  5  dieselben  wie  die 
Vierecks  diagonalen  e  und  f 
in  Figur  7  und  8,  und  umgekehrt 
sind  die  Punkte  III  und  IV  in 
Figur  7  und  8  dieselben,  wie  die 
Nebenecken  E  und  F  des  Vier- 
seits in  Fig.  4  und  5. 

Dagegen  sind  die  den  E  c  k- 
punkten  des  Tangentenvierseits 
der  Fig.  4  und  5  entsprechenden 
Tangentenschnittpunkte  nicht  be- 
nutzt in  Fig.  7  und  8,  und  ebenso 
die  den  Vierecksseiten  der 
Figuren  7  und  8  entsprechenden 
Berührungssehnen  nicht  gezogen 
in  Fig.  4  und  5.  Demnach  sind 
auch  die  Geraden  1  und  2  der 
Fig.  4  und  5  nicht  gezogen  in 
Fig.  7  und  8,  und  ebenso  die 
Punkte  I  und  II  der  Fig.  7  und  8 
nicht   festgestellt  in  Fig.   4  und  5. 

Ferner  sind  die  Geraden  5  und  6 
der  Fig.  4  und  5  zwar  nicht  ge- 
zogen in  Fig.  7  und  8,  würden  sich 
aber  sofort  ergeben  als  Verbindung.s- 
geraden  der  Punkte  III  und  IV 
mit  dem  Schnittpunkte  von  e  und  f ; 
und  die  Punkte  V  und  VI  der 
Fig.  7  und  8  sind  nicht  festgestellt 
in  Fig.  4  und  5,  ergeben  sich  aber 
von  selbst  als  Schnittpunkte  der 
Geraden  3  und  4  mit  der  Ver- 
bindungsgeraden von  E  und  F. 

Endlich  sind  die  in  Fig.  5  für 
eine  schneidende  Gerade  p  auf- 
tretenden Geraden  7  und  8  mit 
ihren  Berührungspunkten  X  und  Y 
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zu  ])  und  den 

beiden    Tangenten, 

und  folglich  auch 

vier    harmonische 

Punkte  auf  3  und 

auf  4  mit  Zuordnung 

von   P  zu  (p   3) 

bezAv.  (p  4). 

y)  Bei  schneidender 
Geraden  p  zwei 
Tangenten   an  die 
Kurve,   welche  in 
den    Schnittpunkten 
von  p  berühren  und 
durch  den  Punkt 
P  hindurchgellen. 


zu  p  und  den  beiden 

Tangenten,  und  zwar 

wegen  der  vier 

harmonischen 

Punkte   auf  e  und  f 

mit   Zuordnung   von 

P  und  V  bezw. 

P  und   VI. 

}')    Bei  außerhalb 
liegendem  Punkte  P 
zwei    Tangenten    an 
die    Kurve ,    welche 

ihre  Berührungs- 
punkte auf  p  haben 
und    vom  Punkte  P 
ausgehen. 


auf  EF  nichts  anderes,  als  die  in 
Fig-.  8  für  den  äußeren  Punkt  P 
auftretenden  Tangenten  x  und  y 
mit  ihren  Berührungspunkten  VII 
und  VIII  auf  p. 

Erkl.  41.  Die  h  a  r  m  o  n  i  s  c  h  e  n 
Elemente  der  Fig.  4,  5  bezw.  7,  8 
haben  verschiedene  Erzeugungsgrundlagen: 
In  Fig.  4,  5  sind  in  den  Nebenecken 
E,  F  des  Vierecks  ABCD  vier  harmo- 
nische Strahlen,  und  folglich  ent- 
stehen auf  jeder  Schnittgeraden  z.  B. 
auf  3  und  4  vier  harmonische  Punkte. 
In  Fig.  7,  8  dagegen  sind  auf  den 
Nebenseiten  e,  f  des  Vierseits  AB,  BC, 
CD,  DA  vier  harmonische  Punkte,  und 
folglich  entstehen  durch  deren  Pro- 
jektion aus  jedem  beliebigen  Schnittpunkte, 
z.  B.  von  III  und  IV,  vier  harmonische 
Strahle  n. 


Frage  17.  Welches  wichtige  Er- 
gebnis liefert  die  in  voriger  Unter- 
suchung angestellte  Vergieichung 
der  Fig.  4,5  und  7,8? 

Erkl.  42.  In  den  bisherigen  Er- 
örterungen war  nur  immer  die  Rede  davon, 
daß  zu  einer  beliebigen  Geraden 
p  der  Polpunkt  gesucht  werde,  oder 
daß  zu  einem  beliebigen  Punkte  P 
die  Polare  p  gesucht  werde.  Man 
hätte  also  bis  zur  nebenstehenden  Beweis- 
führung noch  der  Vermutung  Raum 
geben  können,  daß  wenn  etwa  zur 
Geraden  p  der  Pol  P  gehöre,  dann  zum 
Punkte  P  eine  andere  Polare  q  —  oder 
daß  wenn  zum  Punkte  P  die  Polare  p 
gehöre,  dann  zur  Geraden  p  ein  anderer 
Polpunkt  Q.  Nun  aber  zeigt  es  sich, 
daß  die  festgesetzte  Zuordnung  der  po- 
laren Elemente  von  einem  beliebigen 
Anfangselement  aus  stets  nur  zwischen 
zwei  gleichbleibenden  hin  —  und  zurück- 
führen würde,  nämlich  vom  Punkt  P 
zur  Polare  p,  von  der  Geraden  p  wieder 
zum  gleichen  Punkte  P  als  Polpunkt, 
von  P   wieder  zu  p,  p   zu  P   usw. 


Antwort.  Die  in  voriger  Antwort 
festgestellte  Übereinstimmung  der 
Elemente  der  Figuren  4  und  5  einer- 
seits mit  den  Elementen  der  Figuren 
7,  8  andrerseits  zeigt  folgende  zwei 
wichtige  Tatsachen:  Wenn  man 
erstens  in  Fig.  4,  5  statt  zur  gege- 
benen Geraden  p  den  Pol  P  zu 
suchen,  den  Punkt  P  als  gegebenen 
Punkt  ansieht  und  dazu  die  Polare 
sucht,  so  erhält  man  entweder  mit- 
tels der  Sekanten  3  bezw.  4  die 
Tangenten  ED  und  E  A,  bezw.  FB 
und  F  A  durch  E  bezw.  F  auf  p  — 
oder  mittels  derselben  Sekanten  3 
bezw.  4  die  vierten  harmonischen 
Punkte  zu  deren  Kurvenpunkten 
und  P  ebenfalls  auf  p  —  oder  wenn 
P  außerhalb  der  Kurve  liegt  (Fig. 
5),  mittels  der  Tangenten  7  und  8 
die  Berührungspunkte  X  und  Y 
ebenfalls  auf  p;  also"  wird  p  auch 
die  Polare  zu  P.  Wenn  man 
zweitens  in  Fig.  7,  8,  statt  zum  ge- 
gebenen Punkte  P  die  Polare  p  zu 
suchen,  die  Gerade  p  als  gegebene 
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Erkl.  43.  In  den  höheren  Stufen 
der  Geometrie  "werden  auch  solche  Zu- 
ordnungen betrachtet,  bei  welchen  bei 
fortlaufender  Konstruktion  stets  neue 
Elemente  auftreten,  oder  solche,  bei  wel- 
chen zu  einem  ersten  Element  zwei 
andere  zugeordnet  werden,  bezw.  rück- 
wärts zu  zwei  ersten  Elementen  nur 
ein  anderes  Element  zugeordnet  wird. 
Im  Gegensatz  zu  solchen  Beziehungen, 
die  als  „ein — zweideutige"  bezw.  als 
„zwei — eindeutige"  bezeichnet  werden, 
wird  dann  die  P  o  1  a  r  i  t  ä  t  als  eine 
„ein — eindeutige"  Beziehung  be- 
nannt. 

Erkl.  44.  Die  nebenstehende  Antwort 
begründet  die  „Ein— eindeutigkeit"  der 
Polaritätsbeziehung  auf  die  Übereinstim- 
mung der  in  den  Figuren  4,  5  und  7,  8 
mit  den  Ziffern  3,  4;  5,  6;  7,  8;  be- 
zeichneten Elemente.  Schon  in  Erklä- 
rung 40  und  41  ist  darauf  abgehoben, 
daß,  wenn  in  Fig.  4,  5  die  Geraden  3 
und  4  mit  p  zum  Schnitt  gebracht  wer- 
den, dadurch  der  vierte  harmonische  Punkt 
zu  P  entsteht  —  und  daß,  wenn  in  Fig. 

7,  8  die  Punkte  HI  und  IV  mit  P  ver- 
bunden werden,  dadurcli  der  vierte  harmo- 
nische Strahl  zu  p  entsteht.  Weiterhin  muß 
aber  nun  auch  Übereinstimmung  der  Ele- 
mente 1,  2  bezw.  I,  n  eintreten.  Be- 
trachtet man  nämlich  in  Fig.  4,  5  die  Geraden  3  und  4  als  die  Sekanten  e  und  f 
der  Fig.  7,  8,  so  müssen  auch  die  Gegenseiten  des  Vierecks,  deren  Diagonalen  sie 
sind,  ihre  Schnitttpunkte  auf  p  liegen  haben.  Und  betrachtet  man  in  Fig.  7,  8 
die  Punkte  UI,  IV  als  die  Nebenecken  E,  F  des  Vierseits  AB  CD  der  Fig.  4,  5, 
so  muss  auch  die  dritte  Nebenecke  des  Tangentenvierseits  der  vier  Tangenten  von  III 
mid  IV  in  den  Punkt  P  fallen.  Somit  gehen  auch  in  Fig.  4,  5  nicht  nur  6  bis  8 
Geraden  durch  P,  sondern  es  liegen  auch  liier  die  6  bis  8  Punkte  auf  p;  und  auch 
in  Fig.  7,  8  liegen  nicht  nur  6  bis  8  Punkte  auf  p,  sondern  es  gehen  auch  die 
6  bis  8  Geraden  durch  P  —  je  nachdem  P  innerhalb  und  p  außerhalb  liegt,  oder 
P  außerhalb  und  p  die  Kurve  schneidend.  Weitere  Behandlung  findet  diese  Ge- 
samttigur  nebst  besonderer  Spezialisierung  in  der  Erörterung  über  das  Polardreieck 

8.  Fig  26  und  ff. 


Gerade  ansieht  und  dazu  den  Pol 
sucht,  so  erhält  man  entweder  mit- 
tels der  Tanj^enten  aus  III  bezw. 
IV  die  Borührungsselinen  A  C  bezw. 
B  J)  duroll  P  —  oder  in  denselben 
Punkten  III  bezw.  IV  die  vierten 
harmonisehen  Strahlen  zu  deren 
Tangenten  und  p  ebenfalls  durch 
P  —  oder  wenn  p  die  Kurve  schnei- 
det (Fig.  8),  mittels  der  Kurven- 
schnittpunkte VII  und  VIII  die  Tan- 
genten X  und  y  ebenfalls  durch  P; 
also  wird  P  auch  der  Pol  zu  p. 

Man  erhält  demnach  die  für  die 
gesamte  Polarentheorie  grundlegen- 
de Beziehung: 

Satz  1.  Der  Pol  einer  Gera- 
den hat  zugleich  diese  Gerade 
als  Polare,  und  umgekehrt:  die 
Polare  eines  Punktes  hat  zu- 
gleich diesen  Punkt  als  Pol. 

Oder  in  anderen  Worten: 

Satz  la:  Ist  ein  Punkt  P  der 
Pol  einer  Geraden  p,  so  ist  zu- 
gleich die  Gerade  p  die  Polare 
dieses  Punktes  P;  und  ist  eine 
Gerade  p  Polare  eines  Punktes 
P,  so  ist  zugleich  der  Punkt  P 
der  Pol  dieser  Geraden  p. 


Frage  18.     Wie    lassen    sich    nunmehr   die   früher    getrennt    abge- 
leiteten   Eigenschaften    von    Pol    und    Polare    in    Worten    ausdrücken? 

Antwort.      Als    Zusammenfassung    der    früheren   Ergebnisse  erhält 
man  folgende  Sätze: 

Satz    2.      Zieht  man   durch  ver-  Satz  2a.     Wählt    man    auf    ver- 

schiedenePunkteeiner bestimmten      schiedenen Strahlen  eines bestimm- 
Geraden  p  je  zwei  Strahlen  eines      ten  Punktes  P  je  zwei  Punkte 
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gegebenen  Strahlenbü seheis 
zweiter  Klasse,  so  gehen  jedes- 
mal durch  einen  und  denselben 
bestimmten  Punkt,  nämlich  den 
Pol  P  dieser  Geraden  p: 

«)  die  Verbindungsgeraden 
der  beiden  Paare  von  Gegen- 
ecken jedes  beliebigen,  aus  zwei 
solchen  Strahlenpaaren  als  Gegen- 
seiten gebildeten  einfachen  Vi  e  r  - 
seits; 

ß)  die  Verl)indungsgeraden, 
der  auf  den  Tangenten  eines 
jeden  Punktes  von  p  liegenden 
Kurvenberührungspunkte; 

y)  die  vierten  harmonischen 
Strahlen  zur  gegebenen  Geraden 
p  und  den  beiden  Tangenten 
jedes  Punktes  auf  p ; 

und  durch  denselben  Punkt 
gehen  auch 

(^)  die  Kurventangenten  durch 
die  beiden  auf  der  Geraden  p  etwa 
liegenden  Kurvenpunkte. 

Satz  3.  Eine  ganz  außerhalb 
der  Kurve  verlaufende  Gerade 
hat  als  Pol  einen  Punkt  inner- 
halb der  Kurve;  eine  die  Kurve 
schneidende  Gerade  hat  als  Pol 
einen  Punkt  außerhalb  der 
Kurve. 

Satz  4.     Eine     die     Kurve     be- 
rührende   Gerade   hat    als    Pol 
ihren   eigenen  Berührungspunkt 
—  oder 
ein  Kurvenpunkt  und   seine  Tangente  sind  polar  geordnet. 

Erkl.  45.  Nachdem  in  voriger  Antwort  17  und  Satz  1  die  Gleichwertigkeit 
der  Erzeugung  von  Pol  und  Polare  nachgewiesen  ist,  erhalten  die  Ergebnisse  der 
fiHheren  Untersuchungen  erst  ihre  allgemeinste  Griltigkeit,  und  sie  kommen  daher  erst 
an  dieser  Stelle  zur  vollgiltigen  Aus  drucks  weise  in  der  Fassung  für  Strahlenbüschel 
zweiter  Klasse  bezw.  Punktreihen  zweiter  Ordnung.  Die  einzelnen  Teile  sind  an 
folgenden  Stellen  bewiesen:  für  Satz  2  :  a  bis  ;'  einzeln  in  Antwort  5,  allgemein 
in  Antwort  6,  (^  in  Antwort  7  —  für  Satz  2a:  «  bis  y  einzeln  in  Antwort  11,  all- 
gemein in  Antwort  12,  d  in  Antwort  13. 

Erkl.  46.  Man  beachte  wohl,  daß  die  Sätze  2  und  2a  von  weit  allgemeinerem 
Charakter  sind,  als  die  entsprechenden  Aufzählungen  in  Antwort  5  bezw.  11.  Dort 
handelte  es  sich  um  die  Eigentümlichkeiten  eines  speziell  ausgewählten  Vierecks  bezw. 
Vierseits;  hier  ist  die  Bedeutung  des  Vierecks  bezw.  Vierseits  eingeschränkt  auf 
den  ersten  Fall  «  allein,  dafür  ist  aber  auch  diese  entsprechende  Beziehimg  jetzt  auf- 
gestellt   für    jedes    Viereck    bezw.    Vierseit,     dessen   Nebenecken    auf    p    liegen, 


einer  gegebenen  Punktreihe 
zweiter  Ordnung,  so  liegen 
jedesmal  auf  einer  und  derselben 
bestimmten  Geraden,  nämlich 
der  Polaren  p  dieses  Punktes  P: 
«)  die  Schnittpunkte  der 
beiden  Paare  von  Gegenseiten 
jedes  beliebigen,  aus  zwei  solchen 
Punktpaaren  als  Gegenecken 
gebildeten  einfachen  Vierecks; 

ß)  die  Schnittpunkte  der 
durch  die  Kurvenpunkte  jeder 
Geraden  durch  P  gehenden 
Kurventangenten; 

y)  die  vierten  harmonischen 
Punkte  zum  gegebenen  Punkte 
P  und  den  beiden  Kurven- 
punkten jeder  Geraden  durch  P; 

und  auf  derselben  Geraden 
liegen  auch 

i))  die  Kurvenberührungs- 
punkte auf  den  beiden  durch 
den  Punkt  P  etwa  gehenden 
Kurventangenten. 

Satz  3a.  Ein  Punkt  innerhalb 
der  Kurve  hat  als  Polare  eine 
ganz  außerhalb  der  Kurve  ver- 
laufende Gerade;  ein  Punkt  außer- 
halb der  Kurve  hat  als  Polare 
eine  die  Kurve  schneidende  Ge- 
rade. 

Satz  4a.  Ein  Punkt  auf  der 
Kurve  hat  als  Polare  seine 
eigene  Tangente,  —  oder 
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bezw.  dessen  Nebenseiten  durcli  P  gelien.  Daher  werden  nunmehr  die  Elemente 
3  bis  6  bezw.  111  bis  VI  nicht  nielir  Avie  dort  speziell,  sondern  allgeniein  aufgefaßt. 
Während  aber  dort  nur  die  vereinigte  Lage  von  sechs  oder  acht  Kinzelelenicnten 
behauptet  wird,  sind  es  hier  —  je  nach  Lage  der  Punkte  auf  p  bezw.  der  Strahlen 
durch  P  —  sechsmal  unendlich  vielerlei  Elemente  und  zwei  einzelne  Elemente 
in  vereinigter  Lage,  d.  h.  Punkte  auf  einer  Geraden,  Geraden  durch  Punkte. 

Erkl.  47.  Die  sämtlichen  Sätze  der  obenstehenden  Antwort  18  sind  in  ihrer 
dualistischen  Gegenüberstellung  fast  gänzlich  gleichbedeutend.  Das  zeigt  sich  be- 
sonders deutlich  an  den  Sätzen  3  und  3a  bezw.  4  und  4a.  Dieselben  sind  einzeln 
bewiesen  in  Antwort  8  und  14  bezw.  9  und  15;  nach  Aufstellung  des  Satzes  1 
aber  zeigt  sich,  daß  die  Aussagen  des  links-  und  rechtsstehenden  Satzes  den 
gleichen  Sachverhalt  nur  in  verschiedenen  AVorten  aussprechen.  Dies  ist  in  den 
Sätzen  4  dadurch  zum  Ausdruck  gebracht,  daß  eine  gemeinsame  Fassung  unter 
beide  Sätze  querüber  gestellt  ist.  —  Über  die  in  den  Sätzen  3  imd  4  auftretenden 
Begriffe  von  „innerhalb^'  und  „außerhalb"  einer  Kurve,  Acrgleichc  man  Erkl.  91, 
92  und  96a,  107  und  120  des  11.  Teiles  dieses  Lehrbuches.  Umgekehrt  erfahren 
jene  früheren  Aussagen  erweiterte  Bedeutung  und  tiefere  Begründung  im  Lichte  der 
hier  aufgestellten  Beziehungen  der  Polarentheorie. 

Erkl.  48.  Auf  Grund  der  in  Antwort  16  und  17  besprochenen  Übereinstimmung 
der  Figuren  4,  5  und  7,  8  erscheinen  auch  die  Sätze  2  und  2a  als  gleichbedeutend. 
Man  könnte  dieselben  etwa  in  der  Weise  zusammenfassen,  daß  sie  als  geraeinsame 
Definition  der  Zuordnungsart  von  Pol  und  Polare  ausgedrückt  werden:  Durch 
eine  Kurve  zweiten  Grades  werden  je  ein  Punkt  und  eine  Gerade 
der  Zeichenebene  als  Pol  und  Polare  in  der  Weise  einander  zugeordnet, 
daß  für  Punkte  der  Polare  die  Eigenschaften  «  bis  ä  des  Satzes  2  und  für 
Gerade  durch  den  Pol  die  Eigenschaften  «  bis  <)  des  Satzes  2a  in  Geltung 
treten. 


Frage  19.  lu  welchen  anderen  Bedeutungen  können  die  vorigen 
Sätze  2  und  2a  ausgesprochen  werden? 

Antwort.  I.  Verschieden  gewählten  Punkten  E  und  F  auf  p  ent- 
sprechen verschiedene  Lagen  oder  Geraden  1  bis  6  durch  P,  und 
verschieden  gewählten  Strahlen  e  und  f  durch  P  entsprechen  ver- 
schiedene Lagen  der  Punkte  I  bis  VI  auf  p.  Faßt  man 
die  Aufeinanderfolge  der  verschiedenen  Lagen  der  Punkte  bezw. 
Strahlen  ins  Auge,  so  erhält  man: 

Satz  5.     Wird    eine    einer    ge-  Satz  5a.     Wird    um    einen    einer 

gebenen   Kurve   zugeordnete  gegebenen  Kurve  zugeordneten 

beliebige    Gerade    p    von    einem  beliebigen  Punkt  P  ein  Strahl  q 

Punkte    Q    durchlaufen,    so  gedreht,   so   durchlaufen  dabei 

drehen    sich    dabei    um    den  die  Polare  p   dieses  Punktes   P 

Pol  P  dieser  Geraden  p  (Fig.  9):  (Fig.  10): 

«)  die  beiden  Diagonalen  des  «)  die  beiden  Gegenseite  n- 
Vierseits,  welches  die  Kurven-  Schnittpunkte  des  Vierecks, 
tangenten  des  veränderlichen  welches  die  Kurvenpunkte  der  ver- 
Punktes Q  als  Gegenseiten  mit  den  änderlichen  Geraden  q  als  Gegen- 
Tangenten  eines  beliebigen  zweiten  ecken  mit  den  Kurvenpunkten  einer 
Punktes  auf  p  bilden;  beliebigen    zweiten   Geraden    durch 

P  l)ilden: 
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ß)  die  Verb  in  dungsgerade 
der  Beruh  rnngspnnkte  auf 
den  beiden  Kurventangenten  des 
veränderlichen  Punktes  Q; 

y)  die  vierte  harmonische 
Gerade  zur  gegebenen  Geraden  p 
und  diesen  beiden  Tangenten  des 
veränderlichen  Punktes  Q. 


ß)  der  Schnittpunkt  der 
Kurventangenten  in  den  beiden 
Kurvenschnittpunkten  der  veränder- 
lichen Geraden  q: 

y)  der  vierte  harmonische 
Punkt  zum  gegebenen  Punkte  P 
und  diesen  beiden  Kurvenpunkten 
der  veränderlichen  Geraden  q. 


II.  Man  kann  aber  auch  aus  der  Planimetrie  den  Begriff  des 
„geometrischen  Ortes"  herübernehmen  für  die  Gesamtlieit  der 
Lagen  eines  Punktes  bezw.  einer  Geraden,  welche  gewissen  Bedingungen 
genügen,  und  erhält  dann: 


Satz  6.  Der  Pol  P  einer  be- 
liebigen Geraden  p  in  bezug 
auf  einen  gegebenen  Kegel- 
schnitt ist  der  geometrische 
Ort  für: 

«)  die  beiden  Diagonalen  eines 
Vierseits,  welches  von  den  beiden 
Tangentenpaaren  aus  zwei  be- 
liebigen Punkten  von  p  als  Gegen- 
seiten gebildet  wird; 

ß)  die  Verbindungsgerade  der 
Berührungspunkte  auf  den 
beiden  Kurventangenten  aus  einem 
Punkte  von  p; 

y)  die  vierte  harmonische 
Gerade  zu  p  und  den  beiden 
Kurventangenten  aus  einem  Punkte 
von  p. 

Erkl.  49.  Die  Grundlage  für  jede 
Polaritätsbeziehung  ist  das  Vorhanden- 
sein einer  gegebenen  Kurve.  In 
Beziehung  zu  dieser  Kurve  hat  jede 
Gerade  der  Ebene  einen  Pol,  jeder  Punkt 
der  Ebene  eine  Polare  ^  in  Beziehung  zu 
einer  beliebigen  andern  Kurve  hat 
jede  Gerade  einen  andern  Pol,  jeder 
Punkt  eine  andere  Polare.  Daher  muß 
in  jedem  Satze  über  Polaritätseigen- 
schaften vorangestellt  werden,  daß  die 
behandelten  Punkte  und  Geraden  in  Be- 
ziehung zu  dieser  Kurve  gesetzt  werden 
sollen  oder  einer  gegebenen  Kurve 
zugeordnet  sein  sollen.  Mit  eben 
diesem  Wortlaut  geschieht  solches  in  der 
vorstehenden  Fassung  der  Sätze, 
während  in  den  Sätzen  2  und  2a  die  Kurve 
als  StrahlenbUschel  bezw.  als  Punktreihe 
eingeführt  wurde.  Wegen  dieser  Wichtig- 
keit   wird    die    der    Polaritätseigenschaft 


Satz  Ga.  Die  Polare  p  eines 
beliebigen  Punktes  P  in 
bezug  auf  einen  gegebenen 
Kegelschnitt  ist  der  geome- 
trische Ort  für: 

«)  die  beiden  Gegenseitenschnitt- 
punkte eines  Vierseits,  welches  von 
den  beiden  Kurvenpunkten  auf 
zwei  beliebigen  Geraden  durch  P 
als  Gegeneckeu  gebildet  wird; 

ß)  die  Schnittpunkte  der 
Kurventangenten  in  den  beiden 
Kurvenschnittpunkten  einer  Ge- 
raden durch  P; 

y)  den  vierten  harmonischen 
Punkt  zu  P  und  den  beiden 
Kurvenschnittpunkten  einer 
Geraden  durch  P, 


FJKur  9. 
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zu  Grunde  liegende  Kurve  auch  geradezu  bezeichnet  als  Gr  rundkurve, 
Fundamentalkurve,  Kernkurve,  Stützkurve  der  vorliegenden  Polaritäts- 
beziehungen, und  da  sie  eine  Kurve  zweiten  Grades  oder  ein  Kegelschnitt  ist, 
wohl  auch  als  Fundameutalkegelsch  n  i  1 1,  Hilfskegelschnitt  oder  Direktrix- 
Kegelschnitt. 


Fierur   10  a. 


Figur  10  b. 


Erkl.  50.  In  Figur  9  finden  von  vorstellenden  Sätzen  Darstellung  die 
beiden  Fälle  ß  und  beide  Fälle  7  für  einen  inneren  Punkt  P  bezw.  eine  äussere 
Gerade  p.  Zu  vier  verschiedenen  Lagen  der  Punkte  Q^  bis  Q4  auf  p  sind  die 
Tangentenpaare  gezogen,  und  jedesmal  geht  die  Berührungssehne  durch  P^  zu 
jeder  der  vier  Lagen  von  Q^  bis  Q4  ist  auch  die  vierte  harmonische  Gerade 
zu  p  und  zu  beiden  Tangenten  angedeutet,  und  jedesmal  geht  dieselbe  nach  dem 
Punkte  P.  —  Ebenso  sind  zu  vier  verschiedenen  Lagen  der  Geraden  q^  bis  q4 
durch  P  die  Kurventangenten  in  deren  beiden  Kurvenpunkten  gezogen,  und  jedesmal 
liegt  der  Tangentenschnittpunkt  auf  p;  zu  jeder  der  vier  Lagen  von  qi  bis  q4 
ist  auch  der  vierte  harmonische  Punkt  zu  P  und  den  beiden  Kurvenschnitt- 
punkten angegeben,  und  jedesmal  liegt  derselbe  auf  p.  Dieser  zuletzt  genannte 
Fall  y  ist  derjenige,  welcher  vom  Satze  6a  die  häufigste  Anwendung  findet. 

Erkl.  51.  Die  beiderseitigen  Teile  ß  der  obenstehenden  Sätze  sind,  wie 
ein  Blick  auf  die  Figur  9  beweist,  geradezu  identisch,  d.  h.  sie  besagen  denselben 
Tatbestand  .nir  mit  verschiedenen  Worten.  Daher  wird  auch  von  dieser  Art 
dualistischen  Zusammenhanges  später  noch  besonders  die  Rede  sein  müssen.  Auch 
erkennt  man  sofort,  daß  jedesmal  q^  die  Polai'e  von  Qj,  bezw.  Q^  der  Pol  von  q^ 
ist,  daß  also  auch  in  dieser  Hinsicht  die  Figur  9  noch  zu  weiteren  Folgerungen 
Anlaß  geben  muß. 

Erkl.  52.  Li  Figur  10a,  b  finden  von  obenstehenden  Sätzen  Darstellung  die 
Fälle  a  und  /  der  rechtsseitigen  Sätze  5a,  6a  für  äußeren  Punkt  P  bezw. 
schneidende  Gerade  p.  In  Figur  10  a  gehen  durch  den  Punkt  P  vier  verschiedene 
Lagen    qi  bis  q^    der  veränderlichen  Geraden.     Für    die  Geraden    q^    und    qa    sind 
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beide  Gegenseitenpaare  des  Vierecks  gezogen:  beide  Paare  haben  ihren  Schnitt- 
punkt auf  p.  Für  die  Geradenpaare  q2,  qa  und  q;^,  q4  ist  nur  je  ein  Paar  der 
Gegenseiten  gezogen:  jedesmal  liegt  der  Schnittpunkt  auf  p.  Man  hätte  auch  für 
q2,  qs  und  qs,  q^  je  die  anderen  Gegenseitenpaare  zielien  können  und  ebenfalls 
Schnittpunkte  auf  p  erhalten  müssen.  Ebenso  hätte  man  auch  aus  den  Kurven- 
punkten von  q^  und  q?,  oder  qj  und  q4  oder  q2  und  qt  das  Viereck  bilden  können 
und  jeweils  zwei  Gegenseitenschnittpunkte  auf  p  erhalten.  Die  vier  Sekanten 
q^  bis  q^  ermöglichen  also  zusammen  sechs  verschiedene  Vierecke  mit  12  Gegen- 
seitenschnittpunkten auf  p.  Zur  Erzeugung  von  p  sind  aber  nur  zwei  davon 
nötig,  und  dazu  eignen  sich  für  die  Zeichnung  am  bequemsten  die  innerhalb  der 
Kurve  liegenden  Schnittpunkte  der  Geraden,  welche  die  Kurvenschnittpunkte  einer 
beliebigen  Sekante,  z.  B.  qs,  übers  Kreuz  verbinden  mit  den  Kurveiischnitti)unkten 
einer  diesseits  und  einer  jenseits  liegenden  anderen  Sekante,  wie  q2  und  q4. 
(Vergi.  Verwendung  dieser  Konstruktion  in  Aufgabe  12  der  Aufgaliensammlung  am 
Schlui]  dieses  Teils.) 

Erkl.  53.  In  Fig.  10  b  ist  der  Punkt  P  ein  Punkt  im  Außenraum  einer 
Hyperbel.  Durch  einen  solchen  gibt  es  Sekanten,  welche  nur  einen  Ast  der 
Kurve  schneiden,  wie  q^  in  Fig.  10 a  und  b,  und  Sekanten,  welche  beide  Äste  der 
Kurve  schneiden,  wie  q2  und  q^.  Wieder  sind  für  die  Geraden  q^  und  q2  beide 
Gegenseitenpaare  des  Vierecks  gezogen:  dasselbe  heißt  ABCDA  und  liefert  die 
Schnittpunkte  E  und  F  auf  p.  Ferner  ist  für  q^  und  qg  das  Gegenseiteupaar  AH 
und  CG  gezogen,  welches  den  Schnittpunkt  K  auf  p  liefert,  und  dazu  käme  als 
zweites  Gegenseitenpaar  AG  und  CH,  welches  einen  Punkt  J  auf  p  (links  neben  E) 
liefert.  Das  durch  q2  und  q^  bestimmte  Viereck  BHDG  wird  im  Gegensatz  zu 
beiden  vorigen  einspringenden  Vierecken  ein  gewöhnliches  konvexes  Viereck  —  wo- 
gegen in  Fig.  10  a  sämtliche  Vierecke  überschlagene  waren  —  und  liefert  durch 
die  Gegenseiten  BG  und  DH  einen  Punkt  auf  p  links  von  E  und  J,  durch  BH  und 
DG  einen  Punkt  auf  p  weit  rechts  ausserhalb  K. 

Erkl.  54.  Zur  Darstellung  des  Falles  y  der  Sätze  5a  und  6a  sind  hi  Figur 
10a  und  10b  auf  q^  bis  q^  jeweils  die  auf  p  gelegenen  vierten  harmonischen 
Punkte  zu  P  und  den  beiden  Kurvenschnittpunkten  markiert.  Da  in  Fig.  loa  der 
Punkt  P  auf  jeder  Sekante  außerhalb  der  Strecke  der  Kurvenschnittpunkte  liegt, 
so  liegt  der  vierte  harmonische  Punkt  jedesmal  innerhalb  dieser  Strecke  und  inner- 
halb der  Kurve.  Dasselbe  gilt  in  Fig.  10b  nur  für  die  Sekante  q^.  Auf  den 
Sekanten  q2  und  q^  in  Fig.  10b  liegt  P  zwar  auch  außerhalb  der  Kurve,  aber 
innerhalb  der  Strecke  der  Kurvenschnittpunkte;  daher  liegt  auf  q2  und  q^  der  auf 
p  liegende  vierte  harmonische  Punkt  außerhalb  der  Strecke  der  Kurvenschnittpunkte, 
doch  aber  innerhalb  der  Kurve,  und  zwar  auf  q2  rechts  von  K,  auf  q3  weit  außen 
links,  falls  P  Mittelpunkt  von  GH  wäre,  sogar  im  gemeinsamen  unendlich  fernen 
Punkt  der  parallel  werdenden  Geraden  qs   und  p. 

Erkl.  55.  Der  Fall  d  der  Sätze  2  und  2a  ist  in  den  Sätzen  5  und  6  nicht 
vertreten,  während  die  Fälle  «  bis  y  in  beiden  Gruppen  von  Sätzen  überein- 
stimmen. Das  rührt  daher,  daß  in  den  Fällen  «,  /?,  y  solche  Elemente  genannt 
sind,  welche  unter  verschiedenen  Umständen  verschiedene  Lage  haben,  für  welche 
also  der  Begriff  des  geometrischen  Orts,  also  einer  Gesamtheit  von  Lagen  zu- 
treffen kann.  Im  Falle  d  der  Sätze  2  und  2a  dagegen  sind  genannt  zwei 
Punkte  bezw.  zwei  Gerade,  die  gar  nicht  in  Betracht  kommen  für  veränderte 
Lage  des  Vierecks  bezw.  Vierseits,  sondern  gegenüber  der  mannigfaltigen  Lage 
der  anderen  Elemente  als  einzelne  ausgezeichnete  Elemente  bestehen.  Daher 
sind  aber  auch  die  Sätze  5  und  6    mehr   nur  Aussagen   über    die  Eigenschaften 
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von  Pol    und  Polare,    währciKl    die  .Sätze   2    und   2a    die  ursprüngliche  Definition 
dieser  Beziehung  ausdrücken. 

Ei'kl.  56.  Die  in  den  Sätzen  6  und  6a  ausgesprochenen  Eigenschaften  A^on 
Pol  und  Polare  sind  geeignet,  die  Polaritätsbeziehung  selbst  in  neue  Beleuchtung 
zu  setzen.  Nach  den  aus  der  Planimetrie  entlehnten  Begriffen  von  einem  „geome- 
trischen Ortssatze"  enthält  nämlich  ein  solcher  zwei  Sätze:  erstens,  daß  wenn 
das  besprochene  Element  die  genannte  Eigenschaft  hat,  ihm  auch  die  Lage  im 
Ort  zukommen  muß,  —  und  zAveitens,  daß  wenn  das  Element  die  Lage  im  Ort 
hat,  ihm  auch  die  genannte  Eigenschaft  zukommen  muß.  Sowie  man  nun  aber 
etwa  für  Satz  6  den  Fall  ß  so  zergliedert,  so  zeigt  sich,  daß  der  eine  Satz 
jedesmal  mit  dem  gleichen  P'alle  ß  des  Satzes  2,  der  andere  mit  dem  gleichen 
Falle  ß  des  Satzes  2a  zusammenfällt;  ebenso  bildet  im  Satz  6a  der  Fall  ß  jedesmal 
die  Zusammenfassung  der  gleichnamigen  Fälle  ß  von  den  Sätzen  2a  und  2  in  um- 
gekehrter Ausdrucksweise.     Vgl.  oben  Erkl.   51. 


.Fr.ii»'e  20.     Zu    welcher   Folgerung-   führt   die    eigentümliche    Über- 
einstimniung  der  beiderseitigen  Fälle  ß  in  den  Sätzen  2,  5,  61 


Fiii-.    IIb. 


Fi-.   IIa. 


Antwort. 


Die  im  Falle  ß  der  Sätze  2,  5,  6 
genannte  Gerade  ist  keine  andere 
als  die  Polare  des  zufällig  ge- 
wählten Punktes  Q  auf  p.  Somit 
erhält  man  in  veränderter  Aus- 
drucksweise desselben  Satzteiles  die 
Aussage : 

Satz  7.  Liegt  ein  Punkt  Q  auf 
einer  Geraden  p,  so  geht  die  Po- 
lare q  von  Q  durch  den  Pol  P 
von  p,  —  oder:  Durchläuft  ein 
Punkt  Q  eine  Gerade  p,  so  dreht 
sich  seine  Polare  q  um  den  Pol 
P  der  Geraden  p,  oder:  Der  geo- 
metrische Ort  für  die  Polare  q 
eines  auf  der  beliebigen  Geraden  p 
liegenden  Punktes  Q  ist  der  Pol- 
punkt P  von  p. 


Der  im  Falle  ß  der  Sätze  2a,  5a, 
6a  genannte  Punkt  ist  kein  anderer, 
als  der  Pol  der  zufällig  gewählten 
Geraden  q  durch  P.  Somit  erhält 
man  in  veränderter  Ausdrucksweise 
desselben  Satzteiles  die  Aussage: 

Satz  7a.  Geht  eine  Gerade  q 
durch  einen  Punkt  P,  so  liegt 
der  Pol  Q  von  q  auf  der  Polaren 
j)  von  P  —  oder:  Dreht  sich  eine 
Gerade  q  um  einen  Punkt  P,  so 
durchläuft  ihr  Pol  Q  die  Po- 
lare p  des  Punktes  P,  —  oder: 
Der  geometrische  Ort  für  den 
Pol  Q  einer  durch  den  beliebigen 
Punkt  P  gehenden  Geraden  q  ist 
die  Polare  p  von  P. 
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Zum  vollstäiidig-eii  Beweise  dieser  Sätze  sind  jeweils  drei  Fälle 
zu  unterscheiden,  nämlich: 


1.  p  liegt  ganz  außerhalb  der 
Kurve,  so  daß  auch  Qi  jedenfalls 
außerhalb  der  Kurve  liegt  (Fig. 
IIa)   und   Qi    die  Kurve   schneidet; 

2.  p  schneidet  die  Kurve  und 
Q>  gehört  der  außerh  alb  der  Kurve 
liegenden  Strecke  von  p  an,  so  daß 
q2  die  Kurve  schneidet  (Fig.  IIb); 


3.  p  schneidet  die  Kurve  und 
Qs  gehört  der  innerhalb  der 
Kurve  liegenden  Strecke  von  p  an 
(Fig.  IIb),  sodaß  qs  ganz  außerhalb 
der  Kurve  liegt. 

I.  Für  die  beiden  ersten  Fälle 
ist  der  Beweis  schon  geliefert  durch 
den  Teil  ;>  der  Sätze  2,  5,  6.  Denn 
dort  ist  ausgesagt,  daß  die  Berüh- 
rungssehne jedes  äußerenPunktes 
auf  p  durch  P  geht;  und  diese 
Berührungssehne  ist  eben  die  Po- 
lare von  Qi,:>. 

II.  Für  den  dritten  und  auch 
nochmals  für  den  zweiten  Fall 
ergibt  sich  der  Beweis  aus  Teil  z^" 
der  Sätze  2a,  5a,  6a,  sobald  man 
(Fig.  IIb)  p  als  eine  Sekante  durch 
Qs  (bezw.  Q2)  ansieht.  Denn  dort  ist 
ausgesagt,  daß  der  Schnittpunkt 
der  Tangenten  in  den  Kurven- 
schnittpunkten jeder  Sekante  durch 
Qs  auf  qs  liegt,  d.  h.  daß  qs  durch 
den  Schnittpunkt  der  Tangenten  in 
den  Kurvenijunkten  einer  beliebi- 
gen Sekante  durch  Q-,  hindurchgeht; 
nun  ist  aber  P  der  Tangenten- 
schnittpunkt zur  Sekante  p  durch 
Qs,  also  geht  qs  durch  P. 

III.  Für  den  dritten  und 
ersten  Fall  erhält  man  auch 
einen  Beweis  aus  Teil  y  der  Sätze 
2a,  5a,  6a,  indem  man  Q^  bezw.  Qs 
mit  P  verbindet.  Denn  dort  ist  aus- 
gesagt, daß  der  vierte  harmonische 
Punkt  zu  Q  und  den  Kurvenschnitt- 


1.  P  liegt  innerhalb  der  Kurve, 
so  daß  q^  jedenfalls  die  Kurve 
schneidet  und  Q^  außerhalb  liegt 
(Fig.  IIa); 

2.  P  liegt  außerhalb  der  Kurve 
und  qo  schneidet  die  Kurve,  d.h. 
q2  liegt  im  Innenwinkel  der  von 
P  an  die  Kurve  gehenden  Tan- 
genten (Fig.  IIb),  also  Q2  außer- 
halb der  Kurve; 

3.  P  liegt  außerhalb  der  Kurve 
und  qs  liegt  ganz  außerhalb  der 
Kurve,  d.  h.  qs  liegt  im  Außen- 
winkel der  von  P  an  die  Kurve 
gehenden  Tangenten  (Fig.  IIb),  also 
Qs  innerhalb  der  Kurve. 

I.  Für  die  beiden  ersten  Fälle 
ist  der  Beweis  schon  geliefert  durch 
den  Teil  ß  der  Sätze  2a,  5a,  6a. 
Denn  dort  ist  ausgesagt,  daß  der 
Schnitt])unkt  der  Kurventangenten 
in  den  Kurvenschnittpunkten  jeder 
Sekante  durch  P  auf  p  liegt;  und 
der  Schnittpunkt  dieser  beiden  Tan- 
genten  ist   eben   der   Pol  von  qi,2. 

II.  Für  den  dritten  (und  auch 
nochmals  für  den  zweiten)  Fall 
ergibt  sich  der  Beweis  aus  Teil  ß 
der  Sätze  2,  5,  6,  sobald  man  P 
als  einen  Punkt  auf  qs  bezw.  q2 
ansieht.  Denn  dort  ist  ausgesagt, 
daß  die  Berührungssehne  jedes 
Punktes  von  qs  durch  Qs  geht, 
d.  h.  daß  Qs  auf  der  Berührungs- 
sehne eines  beliebigen  Punktes 
von  qs  liegt;  nun  ist  aber  p  die 
Berührungssehne  zu  Punkt  P  auf 
qs,  also  liegt  Qs  auf  p. 


III.  Für  den  dritten  und 
ersten  Fall  erhält  man  auch 
einen  Beweis  aus  Teil  }'  der  Sätze 
2,  5,  6,  indem  man  q^  bezw.  qs  mit 
p  zum  Schnitt  bringt.  Denn  dort 
ist  ausgesagt,  daß  der  vierte  har- 
monische   Strahl     zu     q    und     den 
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punkten  jeder  (hircli  Q  gehenden 
Sekante  auf  q  liegen  muß,  d.  h.  daß  q 
durch  jeden  solcher  vierten  harnio- 
nischen Punkte  hindurch  gehen 
nniß;  aber  auf  der  Geraden  QP  ist 
eben  P  dieser  vierte  harmonische 
Punkt,    folglich    geht    q    (hirch    P. 

IV.  Die  letztgenannte  Beweis- 
führung für  den  ersten  und 
dritten  Fall  läßt  sich  auch  in 
uniüekehrter  Weise  erbringen  aus 
Teil  }'  der  Sätze  2,  5,  6,  indem 
man  die  zu  Qj  bezw.  Q3  gesuchte 
gefunden  und  mit  p  ge- 
denkt. Dann  muß  q  zu  p 
vom  Punkte  (i)q)  aus- 
Kurventaugenten  der 
harmonische  Strahl  sein. 
der   angezogenen   Stelle    der 


Kurventangenten  jedes  auf  q 
liegenden  Punktes  durch  Q  gelien 
muß,  d.  h.  daß  Q  auf  jedem  solcher 
vierten  harmonischen  Strahlen 
liegen  muß;  aber  im  Schnittpunkte 
(l)(j)  ist  eben  p  dieser  vierte  harmo- 
nische Stralil,  folglich  liegt  Q 
auf  p. 

IV.  Die  letztgenannte  Beweis- 
führung für  den  ersten  und 
dritten  Fall  läßt  sich  auch  in 
umgekehrter  Weise  erbringen  aus 
Teil  '/  der  Sätze  2a,  5a,  ta,  indem 
man  den  zu  qi  bezw.  q2  gesuchten 
Pol  Q  gefunden  und  mit  P  ver- 
bunden denkt.  Dann  muß  Q  zu  P 
und  den  auf  PQ  liegende  Kurven- 
schnittpiinkten  der  vierte  harmo- 
nische Punkt  sein.  Nach  der  an- 
gezogenen Stelle  der  früheren  Sätze 
liegen  al>er  solche  vierten  harmo- 
nischen Punke  auf  allen  Sekanten 
durch  P  sämtlich  auf  p,  also  muß 
auch  Q  auf  p  liegen. 


Polare   q 

schnitten 

und    den 

gehenden 

vierte 

Nach 

früheren  Sätze    gehen    aber   solche 

vierten  harmonischen  Strahlen  aus 

allen    Punkten    auf    p    sämtlich 

durch  P,    also   muß    auch   q    durch 

P  gehen. 

Erkl.  57.  Man  könnte  versncht  sein,  die  vorstellenden  Sätze  7  und  7a 
oluie  weiteren  Beweis  ans  dem  Teil  ß  der  Sätze  2,  5,  6  zu  übernehmen.  Bei 
genauerer  Betraclitung  zeigt  sieh  aber  alsbald,  daß  jener  Satz  die  Anwendung  nur 
zuläßt  für  diejenige  Lage,  daß  der  Punkt  Q  außerhalb  der  Kurve  bleibt,  bezw.  q 
die  Kurve  schneidet,  daß  also  von  Punkt  Q  bezv,^  in  Kurvenschnittjjunkten  von  q 
Tangenten  an  die  Kurve  möglich  sind.  Dieses  trifft  aber  nur  zu  für  die  beiden 
ersten  Fälle  der  obenstehenden  Unterscheidung.  Man  müßte  also  mindestens  für 
den  dritten  Fall  gesonderte  Beweisführung  aufstellen.  Und  unter  solchen  Um- 
ständen ist  es  vorzuziehen,  dem  außerordentlich  wichtigen  Satze  überhaupt  voll- 
ständige Begründung  zu  geben;  für  die  einfiichsten  Fälle  kann  dabei  allerdings 
kurz  aufs  obige  verwiesen  werden. 

Erkl.  58.  Die  drei  Fälle,  welche  für  die  vollständige  Beweisführung 
unterschieden  werden  müssen,  haben  zu  je  zAveien  gemeinsame  Gesichtspunkte, 
welche  für  die  beiderseitigen  Sätze   7  und  7a  gleicherweise  zutreffen. 

Der  erste  und  zweite  Fall  haben  gemeinsam,  daß  Q  außerlialb  der 
Kurve  liegt,  bezw.  daß  q  die  Kurve  schneidet;  dagegen  unterscheiden  sie  sich 
dadurch,  daß  im  ersten  Fall  die  Verbindungs-Gerade  PQ  die  Kurve  schneidet, 
bezw.  der  Schnittpunkt  von  p  und  q  außerhalb  der  Kiu-ve  liegt,  —  während  im 
zweiten  Fall  die  Verbindungsgerade  PQ  ganz  außerhalb  der  Kurve  verläuft,  bezw. 
der  Schnittpunkt  (pq)  innerhalb  der  Kurve  liegt. 

Der  zweite  und  dritte  Fall  haben  gemeinsam,  daß  P  außerhalb  der 
Kurve  liegt  bezw.  p  die  Kurve  sclmeidet.  Dagegen  unterscheiden  sie  sich  wieder 
dadurch,  daß  im  zweiten  Fall  die  Verbindungsgerade  PQ  ganz  außerhalb 
der  Kurve  läuft,  bezw.  der  Schnittpunkt  (pq)  inner lialb  der  Kurve  liegt,  — 
während  im  dritten  Falle  die  Vei-bindungsgerade  PQ  die  Kurve  schneidet, 
bezw.  der  Schnittpunkt  (pq)  außerhalb  der  Kurve  liegt. 
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Der  dritte  und  erste  Fall  haben  gemeinsam,  dai3  die  Verbindungsgerade 
PQ  die  Kui've  schneidet,  bezw.  der  Schnittpunkt  (pq)  außerhalb  der  Kurve 
liegt;  dagegen  unterscheiden  sie  sich  dadurch,  daß  im  dritten  Falle  Q  innerhalb 
der  Kui-ve  bezw.  q  ganz  außerhalb  der  Kurve  liegt,  —  während  im  ersten 
Falle  Q  außerhalb  liegt,  bezw.  q  die  Kurve  schneidet. 

Erkl.  59.  Entsprechend  den  oben  erörterten  Unterscheidungen  geben  die 
Figuren  IIa  und  IIb  die  dreierlei  Fälle  in  verschiedener  Zeichnung.  Figur  IIa 
zum  ersten  Falle  ist  fast  identisch  mit  Figur  9  Seite  25:  wandert  Q^  auf  p,  so 
dreht  sich  q^  um  P  und  umgekehrt,  vgl.  Erkl.  51.  In  Figur  IIb  ist  auf  der 
Sekante  p  einerseits  Q2  außerlialb,  also  q-i  sclnieidend  —  andrerseits  Q3  innerlialb, 
also  q3  außerhalb.  Von  Q.j  und  ebenso  vom  Schnittpunkt  (pq^)  gibt  es  Tangenten 
an  die  Kurve,  von  Q3  aber  und  vom  Schnittpunkt  (pqo)  gibt  es  keine  Tangenten  an 
die  Kui've.  Demnach  werden  auch  die  Beweisführungen  ermöglicht  durch  Tangenten 
aus  Q  bezw.  in  den  Kurvenschnittpunkten  von  q  im  ersten  und  zweiten,  nicht  im 
dritten  Fall,  —  durcli  Tangenten  aus  P  bezw.  in  den  Kurvenschnittpunkten  von 
p  im  zweiten  und  dritten  Falle,  nicht  aber  im  ersten,  —  durch  harmonische 
Punkte  auf  PQ  bezw.  harmonische  Strahlen  im  Schnittpunkte  (pq)  im  ersten  und 
dritten,  nicht  aber  im  zweiten  Falle. 

Ei'kl.  60.  Nimmt  man  die  Absciniitte  III  und  IV  des  obenstehenden  Be- 
weises als  gleichartig  zusammen,  so  hat  man  für  jeden  der  drei  Fälle  doppelte 
Auswahl,  da  jeder  der  drei  Einzelbeweise  sich  auf  zwei  Fälle  gleichzeitig  erstreckt. 
Mit  Tangenten,  seien  sie  bestimmt  durch  Q  bezw.  q  oder  durch  P  bezw.  p,  kann 
man  jedesmal  auskommen;  mit  harmonischen  Elementen,  nämlich  entweder 
P  und  Q  als  harmonischen  Punkten  zu  den  Kurvenpunkten  auf  PQ,  oder  p  und  q 
als  harmonischen  Strahlen  zu  den  Kurventangenten  aus  (pq),  nur  in  den  Fällen, 
wo  PQ  die  Kurve  schneidet  bezw.  (pq)  außerhalb  der  Kurve  liegt,  also  im  ersten 
und  di'itten  der  obigen  Untorselieidungsfälle. 

Erkl.  61.  Die  beiden  Beweise  III  und  IV  imterscheiden  sich  dndurch,  daß 
bei  III  links  mit  harmonischen  Punkten,  rechts  mit  harmonischen  Strahlen  ge- 
arbeitet wird,  und  umgekehrt  bei  IV  links  mit  harmonischen  Strahlen  und  rechts 
mit  harmonischen  Punkten.  Da  für  das  Auge  die  Beziehung  von  vier  harmo- 
nischen Punkten  auf  einer  Geraden  leichter  zu  überschauen  ist,  als  jene  von 
vier  harmonischen  Strahlen  durch  einen  Punkt,  so  wird  manchmal  vorgezogen, 
in  beiden  Fällen  nur  mit  harmonischen  Punkten  zu  arbeiten,  indem  man  für  den 
Satz  7  die  Beweisführung  III  links  und  für  den  Satz  7a  die  Beweisführung  IV 
rechts  verwendet.  Auch  insofern  stehen  also  die  Beweise  III  und  IV  gewisser- 
maßen als  gleichwertig  nur  einfach  neben  den  Abschnitten  I  und  II  des  obigen 
Beweises. 

Ei'kl.  62.  Die  Sätze  7  und  7a  bilden  zwar  zunächst  nur  die  Ver- 
allgemeinerung einer  in  den  Sätzen  2  bis  6  für  einen  Einzelfall  bereits  enthaltenen 
Aussage.  Diese  Feststellung  der  Allgemeingiltigkeit  ist  aber  von  den  weitgehendsten 
Folgen  für  die  Auffassung  und  Verwertung  der  Polaritätstheorie  überhaupt; 
denn  sie  bildet,  wie  die  Antwort  21  und  folgende  nachweist,  die  Grmidlage  für 
die  gesamten  Dualitätsbegriffe. 
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Frage  21.  Welche  Anwen- 
dungen ergeben  sich  aus  den 
vorigen  Sätzen  7  und  7a  für 
beliebige  Figurenelemente  der 
Zeichenebenel 

Antwort.  Wenn  man  in 
der  Zeichenebene  eine  belie- 
bige Kurve  zweiten  Grades 
als  F  u  n  d  a  m  e  n  t  a  1  k  u  r  v  e 
für  Zuordnung  von  Pol 
und  Polare  gegeben  an- 
sieht, so  ergeben  sich  fol- 
gende Beziehungen: 

1.  Einem  gegebenen  Punkte  P 
bezw.  Q  entspricht  als  Polare  je 
eine  Gerade  p  bezw.  q,  deren 
Lage  zur  Kurve  durch  Satz  3a 
bestimmt  ist. 

2.  Einer  bezw.  mehreren  gege- 
benen Geraden  durch  P  ent- 
sprechen als  Polpunkte  einer  bezw. 
mehrere  Punkte  auf  p,  und  zwar 
der  Gesamtheit  von  schneidenden 
Geraden  durch  P  die  Gesamt- 
heit der  äußeren  Punkte  auf  p, 
der  Gesamtheit  der  nicht  schnei- 
denden Geraden  durch  P  die  Ge- 
samtheit der  inneren  Punkte  auf 
p,  —  den  beiden  Tangenten  durch 
P  die  beiden  Kurvenschnittpunkte 
von  p  mit  der  Kurve.   (Fig.  12  u.  13.) 

3.  Dem  Strahlenbüschel  mit 
Scheitel  P  entspricht  also  die 
Punktreihe  mit  Träger  p. 

4.  Den  Verbindungsgeraden 
zweier  Punkte  P  und  Q  ent- 
S]mcht  als  Pol  der  Schnittpunkt 
ihrer  beiden  Polar-Geraden  p 
und  q. 

5.  Einer  Figur  aus  mehreren 
Punkten  P,  Q,  R  .  .  .  nebst  deren 
Verbindungsgeraden  PQ,  PR, 
QR  .  .  .  (einem  vollständigen  n-Eck) 
entspricht  als  Polarfigur  die  Figur 
der  Polar-Geraden  p,  q,  r  .  .  . 
nebst  deren  Schnittpunkten  (pq), 
(pr),  (qr) . . .  (ein  vollständiges  n-Seit). 

6.  Einem  V  ollständigen  Vier  eck 
mit  seinen   Ecken,    Seiten,    Neben- 


Fiffur   12 


1.  Einer  gegebenen  Geraden  p 
bezw.  q  entspricht  als  Pol  je  ein 
Punkt  P  bezw.  Q,  dessen  Lage 
zur  Kurve  durch  Satz  3  bestimmt 
ist. 

2.  Einem  bezw.  mehreren  gege- 
benen Punkten  auf  p  entsprechen 
als  Polaren  eine  bezw.  mehrere 
Gerade  durch  P,  und  zwar  der 
Gesamtheit  von  äußeren  Punkten 
auf  p  die  Gesamtheit  der  schnei- 
denden Geraden  durch  P,  der 
Gesamtheit  der  inneren  Punkte 
auf  p  die  Gesamtheit  der  nicht 
schneidenden  Geraden  durch  P, 
—  den  beiden  Kurvenschnittpunkten 
auf  p  die  beiden  Kurventangenten 
von  P  an  die  Kurve.  (Fig.  12  u.  13.) 

3.  Der  Punktreihe  mit  Träger 
p  entspricht  also  der  Strahlen- 
büschel mit  Scheitel  P. 

4.  Dem  Schnittpunkt  zweier 
Geraden  p  und  q  entspricht  als 
Polare  die  Verbindungsgerade 
ihrer  beiden  Pol-Punkte  P  und  Q. 

5.  Einer  Figur  aus  mehreren  Ge- 
raden p,  q,  r  .  .  .  nebst  deren 
Schnittpunkten  (pq),  (pr),  (qr) 
(einem  vollständigen  n-Seit)  ent- 
spricht als  Polarfigur  die  Figur 
der  Polpunkte  P,  Q,  R  .  .  .  nebst 
deren  Verbindungsgeraden  PQ,  PR, 
QR  .     .  (ein  vollständiges  n-Eck). 

6.  Einem  vollständigen  Vierseit 
mit   seinen    Seiten,   Ecken,   Neben- 
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ecken,  härm  oni  sehen  Punkten 
und  Strahlen  entspricht  ein  voll- 
ständiges Vierseit  mit  seinen 
Seiten,  Ecken,  Nebenseiten,  har- 
monischen Strahlen  und  Punkten. 


selten,  harmonischen  Strahlen 
und  Punkten  entspricht  ein  voll- 
ständiges Viereck  mit  seinen 
Ecken,  Seiten,  Nebenecken,  har- 
monischen Punkten  und  Strahlen. 


Man  erhält  daher  das  wichtige  Ergebnis: 

Satz  8.  In  zwei  polar  zugeordneten  Figuren  entsprechen  vier 
harmonischen  Punkten  bezw.  Strahlen  der  einen  Figur  stets  auch 
wieder  vier  harmonische  Strahlen  bezw.  Punkte  der  anderen 
Figur,  —  oder 

Satz  8a.  Polar  zugeordnete  Figuren  sind  stets  projek- 
tivisch  verwandt.     (Vgl.  Erkl.  69  und  70.) 


Fiir.   13. 


Erkl.  63.  In  den  Figuren  12  und  13  sind  die  Bozielmngon  der  oben- 
stehenden Antwort  21  dargestellt  für  einen  inneren  Punkt  P  bezw.  äußere  Gerade 
p,  und  für  äußeren  Punkt  P  bezw.  schneidende  Gerade  p.  Der  erstere  Fall, 
Fig.  12,  ist  der  einfachere,  denn  es  gibt  durch  P  keine  anderen  Geraden,  als 
schneidende,  und  auf  p  keine  anderen  Punkte,  als  äußere  Punkte.  Die  durch  P 
gehenden  Geraden  q,  k,  r  entsprechen  iln-en  auf  p  liegenden  Polpunkten  Q,  K,  R 
und  umgekehrt:;  ebenso  auch  den  auf  p  liegenden  Punkten  BDA  ihre  durch  1' 
gehenden  Polaren  b,  d,  a.  Durchläuft  man  den  Büschel  der  durch  P  gehende;) 
Strahlen  in  der  Umlaufsrichtung  qakbrdq,  so  wird  die  auf  p  liegende  Punktreihe 
der  Pole  durchlaufen  in  der  Richtung  QAKooRRD,  also  durchweg  in  der  gleichen 
Richtung  wie  die  Schnittpunkte  der  zugeordneten  Polaren.  Einem  der  Strahlen  zwischen 
k  und  b  entspricht  der  unendlich  ferne  Punkt  der  Geraden  p,  dem  dahingehenden 
Parallelstrahle  durch  P  ein  Punkt  auf  p  zwischen  Q  und  D.  Kein  Strahl  des 
Büschels  P  geht  durch  den  ihm  zugeordneten  Punkt  von  p  selbst  hindurch. 

Erkl.  64.  Mehr  Einzelheiten  weist  der  in  Fig.  13  dargestellte  Fall  des 
äußeren  Punktes  P  auf.  In  dem  durch  P  gehenden  Straldenbüschel  hat  man  zu 
imterscheiden  1.  einen  Winkelraum  (nebst  Scheitelwinkelraum)  von  nicht  schnei- 
denden Geraden,    wie  q,  r,  k,  1,   und   demenisprechend    in    der  auf  p  liegenden 
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Piinktreihe  eine  Strecke  von  inneren  Punkten  Q,  R,  K,  L.  Dazu  kommt  2.  im 
Büschel  P  ein  Winkelraiuu  (nebst  Scheitehvinkelraum)  von  schneidenden  Ge- 
raden, wie  b,  a,  d,  c,  und  dementsprechend  in  der  Punktreihe  p  eine  Strecke  von 
äußeren  Punkten  BADC,  deren  beide  Seiten  durch  den  unendlich  fernen  Punkt 
von  p  verknüpft  werden.  Beide  Winkelräume  sind  3.  getrennt  bezw.  verbunden 
durch  die  beiden  berührenden  Geraden  x  und  y,  entsprechend  den  auf  p  liegenden 
Kurvenpunkten  X  und  Y.  Die  letztgenannten  Elemente  sind  auch  die  wichtigsten 
für  die  Durclilaufung  des  Büschels  P  bezw.  der  Punktreihe  p.  Beginnt  man  mit 
dem  Strahle  y  eine  Durchlaufuug  des  Büschels  P  in  der  Weise,  daß  Strahl  y  um 
P  nach  außen  gedreht  wird  (in  der  Richtung  gegen  den  Uhrzeiger  Fig.  13), 
also  nach  den  Stralilen  q,  r  hin,  so  entspricht  dem  eine  Durchlaufung  der  Reihe 
der  Polpunkte  auf  p  von  Y  in  der  Richtung  nach  dem  Innern  der  Kurve  (nach 
links  in  Fig.  13);  dreht  man  aber  y  um  P  nach  innen  (mit  dem  Uhrzeiger, 
Fig.  13)  über  b  nach  a  usw.,  so  entspricht  dem  die  Durchlaufung  der  Punktreihe 
p  von  Y  nach  außen  über  B  nacli  A  usw.  Ebenso  entsprechen  einander  bei  den 
Elementen  X  und  x  die  Verschiebung  des  Punktes  X  auf  p  nach  innen  (Fig.  13 
nach  rechts  über  L  nach  K)  bezw.  nach  außen  (Fig.  13  nach  links  über  C  nach 
D)  und  die  Drehung  des  Strahles  x  um  P  nach  außen  (Fig.  13  mit  dem  Uhrzeiger 
über  1  nach  k)  bezw.  nach  innen  (Fig.  13  gegen  den  Uhrz 'iger  über  c  nach  d). 
Wird  der  Strahlenbüschel  P  in  Fig.  l'^  als  ganzer  durchlaufen  in  der  Reihenfolge 
der  Elemente  qrklxcdabyq,  so  wird  die  Punktreihe  der  Polpunkte  auf  p 
durchlaufen  in  der  Reihenfolge  Q  R  K  L  X  C  D  OO  A  B  Y  Q,  also  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  Avie  die  Schnittpunkte  des  Trägers  p  mit  den  zugeordneten 
Polargeraden  der  genannten  Punkte.  Einem  der  Stralilen  zwischen  a  und  d  ent- 
spricht der  unendlichferne  Punkt  der  Gera<len  p,  dem  dahingehenden  Parallelstrahle 
durch  P  entspricht  einer  der  Punkte  zwischen  K  und  R. 

Erkl.  65.  Am  deutlichsten  wird  die  Verschiedenheit  der  Zuordnung  in 
Fig.  12  und  13  erkannt,  wenn  man  auf  p  zu  den  Punkten  Q,  R  usw.  die  Schnitt- 
punkte der  zugeordneten  Polaren  q,  r  ins  Auge  faßt,  bezw.  im  Büschel  P  zu  den 
Strahlen  q,  r  .  .  .  die  Verbindungsstrahlen  nach  den  zugeordneten  Punkten  Q, 
R  .  .  .  Man  nennt  zwei  Punkte  der  erstgenannten  Art  zwei  konjugierte  Pimkte, 
zwei  Strahlen  der  letztgenannten  Art  zwei  konjugierte  Stralilen.  In  Fig.  12 
weisen  die  Punkte  RQK  und  ihre  konjugierten  Punkte  BDA  die  gleiche 
Durchlau fungsrichtung  in  der  Punktreihe  p  auf,  ebenso  wie  auch  in  derselben 
Fig.  12  die  Strahlen  qkr  und  deren  konjugierte  Strahlen  bda  die  gleiche  Um- 
laufsrichtung  im  Büschel  P.  Dagegen  zeigen  in  Fig.  13  die  Punkte  QRKL  die 
entgegengesetzte  Durchlaufsriclitung  in  der  Punktreihe  p,  als  deren  konjugierte 
Pimkte  BADC,  und  ebenso  die  Strahlen  qrkl  im  Büschel  P  die  entgegen- 
gesetzte Durchlauf ungsrichtung,  als  deren  konjugierte  Strahlen  bade. 
Während  daher  in  Fig.  1 2  ein  Zusammenfallen  konjugierter  Punkte  oder  konjugierter 
Strahlen  nie  stattfindet,  bilden  in  Fig.  13  die  Punkte  X  und  Y  bezw.  die  Strahlen 
X  und  y  solche  Elemente,  in  welchen  zwei  konjugierte  zusammenfallen.  Be- 
trachtet m;in  Punkt  P  als  Sclieifel  zweier  Stralilenbüschel,  nämlich  des  ersten 
Büschels  der  Strahlen  q,  k,  r  und  des  zweiten  Büschels  der  dazu  konjugierten  Strahlen 
b,  d,  a,  und  ebenso  die  Gerade  p  als  Träger  zweier  Punktreihen,  nämlich  der 
ersten  Punktreihe  der  Punkte  Q,  K,  R  und  der  zweiten  Puuktreihe  der  dazu  konjugierten 
Punkte  B,  D,  A,  so  sieht  man,  daß  in  Fig.  12  die  konjugierten  Elemente  beider 
Gebilde  in  gleicher  Richtung  hinter  einander  herwandern,  ohne  einmal  zusammen- 
zutreffen oder  einander  zu  begegnen.  In  Fig.  13  aber  laufen  in  beiden  Gebilden 
die  konjugierten  Elemente  in  entgegengesetzter  Richtung  und  müssen  daher 
einander   bei    einem  vollständigen  Umlauf   zweimal   begegnen.     In  der  Tat  kommen 
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^ie  Punkte  AB  ihren  konjugierten  EQ  bezw.  die  Strahlen  r,  q  ihren  konjugierten  a,  b 
entgegen,  um  in  den  Elementen  Y  bezw.  y  übereinander  wegzugehen.  Bis  dann  der  erstere 
Punkt  die  Innensirecke  YX  von  rechts  nach  links  durchlaufen  hat,  bezw.  der 
Strahl  den  Winkelraum  yx  mit  dem  Ulirzeiger,  überstreicht  der  konjugierte 
Punkt  die  Außen.^trecke  von  Y  über  B,  A  ins  Unendliche  und  von  da  zurück 
über  DC  nach  X,  bezw.  der  konjugierte  Strahl  den  Winkelraum  yx  von  y 
tiber  q,  r,  k,  1  nach  x,  —  und  in  den  Elementen  X  bezw.  x  lindet  zum  zweiten 
Male  Begegnung   statt,    indem   die   beiderlei   konjugierten  Elemente  zusammenfallen. 

Erkl.  66.  Die  links-  bezw.  rechtsseitig  in  voriger  Antwort  21  ausgesprochenen 
Sätze  weisen  mehrfach  ganz  identischen  Inhalt  auf  —  etwa  wie  wenn  man  im 
Zahlonrechnen  sagte  einerseits  2.3^3.2,  andererseits  3.2  =  2.3.  Nur  im 
wörl liehen  Ausdruck  bleibt  dann  die  Verschiedenheit  der  Auffassung  erkennbar,  ob 
man  vom  einen  oder  andern  Gesichtspunkte  ausgegangen  ist.  Daher  ist  auch  die 
Anzahl  der  vorigen  Aussagen  auf  solchen  Umfang  beschränkt  geblieben,  daß  eben 
der  Satz  8  als  wichtigstes  Ergebnis  beiderseits  als  vollständig  abgeleitet  erscheint. 
Weitere  Beziehungen  derselben  Art  brau(dien  nicht  doppelt  ausgesprochen  zu  werden, 
sondern  nur  durch  Angabe  der  beiden  entsprechenden  Gebilde  —  einerlei  ob  man  links 
aussagt,  das  eine  entspreche  dem  anderen,  oder  ob  rechts  erklärt  wird,  das  andere 
entspreche  dem  einen.     Vergl.  auch  Antwort  23  u.  ff. 

Erkl.  67.  Die  in  der  Antwort  21  als  vierte  bezeichnete  Aussage  ist  recht 
eigentlich  nur  eine  veränderte  Ausdrucksweise  des  Satzes  7  selber.  Denn  man 
kann  die  Ergebnisse  fast  ebenso  auch  äußerlich  formell  niederschreiben,  wie  dies 
stattfindet  bei  dem  metrischen  Satze  von  der  Gleichheit  zweier  Giößen,  die  beide 
de  s  Iben  dritten  gleich  sind.  Wie  man  z.  B.  die  Sätze  der  Aufgabe  50  des 
I.  Teiles  schriftlich  formulieren  konnte: 

ti  Ata 

ti  A  t3 

t2  A  ts,  ebenso  kann  man  nunmehr  sehreiben: 

Punkt  P  polar  zur  Geraden  p 
Punkt  Q  polar  zur  Geraden  q 


Verbindungsgerade  (PQ)  polar  zum  Schnittpunkt  (pq),   denn  man  hat: 

Gerade  PQ  geht  durch  P,  folglich  liegt  deren  Polpunkt  auf  p 

Gerade  PQ  geht  durch  Q,  folglich  liegt  deren  Polpunkt  auf  q 

Also  ist  der  Schnittpunkt  (pq)  der  Polpunkt  zur  Geraden  (PQ); 

«der  umgekehrt:  Schnittpunkt  (pq)  liegt  auf  p,  folglich  geht  dessen  Polare  durch  P 
Schnittpunkt  (pq)  liegt  auf  q,  folglich  geht  dessen  Polare  durch  Q 
Also  ist  die  A^ei'bindungerade  (PQ)  die  Polare  zum  Punkt  (pq). 

ErkJ.  68.  In  genau  gleicher  Weise  kann  die  Ableitung  schriftlich  nieder- 
gelegt werden,  wenn  zu  drei  oder  vier  Punkten  P,  Q,  ß,  U  die  Polaren  p,  q,  r,  u 
gegeben  sind.  Dann  werden  polar  zugeordnet  die  sechs  Seiten  des  Vierecks 
PQRU,  nämlich  PQ,  PR,  PU,  QR,  QU,  RU,  und  die  sechs  Ecken  des  Vierseits 
p  q  r  u,  nämlich  pq,  pr,  pu,  qr,  qu,  ru,  die  drei  Nebenecken  des  Vierecks, 
nämlich  die  Schnittpunkte  von  je  zwei  Gegenseiten  PQ,  RU,  von  PR,  QU,  von 
PU,  QR,  und  die  Nebenseiten  des  Viers!  its,  nämlich  die  Verbindungsgeraden 
von  je  zAvei  Gegenecken  pq,  ru,  von  pr,  qu,  von  pu,  qr.  Und  wie  dann  auf 
der  Verbindungsgeraden  je  zAveier  Nebenecken  des  Vierecks  vier  harmonische 
Punkte   liegen,    „weil   sie   zum  Viereck   solche  Lage   haben,    daß  usw.   — ",  so 
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gehen  deren  Polaren  durch  die  Schnittpunkte  je  zweier  Xebenseiton  des  Vier- 
seits  als  vier  harmonische  Gerade,  «weil  sie  zum  Vierseit  solche  L;ip-o  haben, 
daß  usw/' 

Erlil .  69.  Zum  Begriff  der  p  r  o  j  c  k  t  i  v  i  s  c  li  o  u  V  e  r  w  a  n  d  t  s  c  h  a  f  t  gehört 
die  Grundbedingung,  daß  zwei  Gebilde,  wenn  sie  gleichartig  sind  (also  beides 
Punktreihen  oder  beides  Strahlenbüschel  usw.),  sich  in  perspektivische 
Lage  bringen  lassen,  oder  daß  zwei  Gebilde  —  ob  gleichartig  oder  nicht  —  als 
erstes  und  letztes  in  einer  Reihe  angesehen  Averden  können,  in  welcher  je  zwei 
aufeinanderfolgende  durch  Projektion  auseinander  hervorgehen  (Antwort  22  des 
I.  Teiles).  Nun  lassen  sich  zwei  Gebilde  erster  Stufe  (Punktreihen,  Strahlen- 
büschel), wenn  bloß  je  zwei  Elemente  als  zugeordnete  festgelegt  sind,  in  beliebig 
vielfacher  Weise  projektivisch  zuordnen,  nämlich  durch  beliebige  Hinzunaliuie 
eines  dritten  Paares  zugeordneter  Elemente.  Ist  ferner  angenommen,  daß  be- 
liebig gegebenen  dreien  Elementen  des  einen  Gebildes  beliebig  gewählte  drei 
Elemente  eines  andern  zugeordnet  sein  sollen,  so  kann  eine  projektivische  Ver- 
wandtschaft beider  Gebilde  noch  in  sechsfacher  Weise  hergestellt  werden,  je 
nach  der  Art,  wie  die  drei  Elemente  des  einen  Gebildes  behufs  Zuordnung  zu  den 
einzelnen  des  anderen  unter  sich  gruppiert  werden.  Ist  aber  endlich  zwischen 
drei  einzelnen  Elementepaaren  beider  Gebilde  die  Zuordnung  eindeutig  fest- 
gesetzt, dann  läßt  sich  nur  noch  auf  eine  einzige  Weise  die  projektivische  Ver- 
wandtschaft vermitteln*,  denn  welche  Vermittelungsgebilde  auch  verwendet  werden 
mögen,  am  Schlüsse  jeder  verschiedenen  Projektionsfolge  wird  zum  gleichen  vierten 
Element  des  einen  Gebildes  stets  wieder  das  gleiche  vierte  Element  des  anderen 
Gebildes  als  zugeordnet  erscheinen  (Erkl.  99  des  11.  Teiles). 

Ei'kl.  70.  Wenn  verlangt  wird,  daß  vier  beliebig  gewählten  Elementen 
eines  ersten  Gebildes  vier  beliebig  gewählte  Elemente  des  zweiten  Gebildes 
entsprechen  sollen,  so  ist  dies  durch  eine  projektivische  Verwandtschaft  beider  Ge- 
bilde im  allgemeinen  nicht  erreichbar,  es  sei  denn,  daß  die  vier  Elemente  des 
ersten  Gebildes  und  ebenso  die  entsprechenden  des  zweiten  vier  harmonische 
sind.  In  diesem  Falle  geht  die  neue  Frage  zurück  auf  einen  der  beiden  letzten 
Fälle  der  vorigen  Erkl.  69.  Ist  nämlich  bloß  verlangt,  daß  beliebig  gegebenen 
vier  harmonischen  Elementen  des  einen  Gebildes  beliebig  gewählte  vier  harmonische 
Elemente  des  zweiten  entsprechen  sollen,  dann  kann  man  auf  achtfache  Weise 
die  projektivische  Verwandtschaft  beide  r  Gebilde  herstellen,  je  nach  der  Art,  wie  die 
harmonischen  Elemente  des  einen  Gebildes  behufs  Zuordnung  zu  den  einzelnen  des 
anderen  unter  sich  zu  je  zwei  getrennten  Paaren  gruppiert  werden  (Satz  6  des 
I.  Teiles  und  Antwort  6  des  II.  Teiles).  Ist  aber  zwischen  dreien  von  den  vier 
Elementen  des  einen  Gebildes  und  drei  einzelnen  Elementen  von  den  vier  zu- 
zuordnenden der  andern  auch  die  Gruppierung  festgelegt,  so  kann  die  projektivische 
Verwandtschaft  nur  noch  auf  eine  einzige  Weise  hergestellt  werden  (S.  Erkl.  36 
des  II.  Teiles).  —  Es  Avird  Sache  besonderer  Untersuchung  sein,  die  Beziehungen 
zwischen  dem  vorliegenden  Satz  8  und  dem  Satze  über  Vierecksfiguren  in  Auf- 
gabe 26  des  n.  Teiles,  sowie  beider  Sätze  mit  dem  Inhalt  der  Erkl.  13  des 
n.  Teiles  noch  genauer  aufzudecken. 


Frage  28.     Wie    kann   die   Richtigkeit   des    vorigen  Satzes  8   auch 
unmittelbar  an  der  Figur  naeligewiesen  werden .' 
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Erkl.  71.  Ebenso  wie  in  Fig.  12 
für  innere  Funkte  P,  in  Fig.  13  für 
äußere  Punkte  P  die  Darstellung  gegeben 
war,  so  ist  in  Fig.  14  zunächst  wieder 
für  äußere  Punkte  P,  in  der  nachfolgenden 
Fig.  15  für  innere  Punkte  P  die  kon- 
struktive Beweisführung  verzeichnet.  Der 
Studierende  möge  also  nicht  versäumen, 
an  jeder  der  beiden  Figuren  14  und  15 
die  Elementenreihen  durchzugehen,  und 
zwar  nicht  nur-  für  a,  sondern  auch  für 
b  imd  c  bezw.  u,  v,  w.  Man  hat  näm- 
lich jedesmal  die  Reihen  a,  Ai,  a^,  A, 
3.2,  A2  oder  auch  a,  A^,  U2,  ü,  Uj  Ao 
bezw.  rückwärts  u,  Ui,  u^,  U,  U2,  Uo', 
ferner  b,  B^,  bi,  B,  b2,  B2,  oder  auch 
b,  Bi,  V2;  V,  Vi,  Bo  bezw.  rückwärts 
V,  '\,  Vi,  V,  V2,  V2;  endlich  c,  Ci,  Ci, 
C,  C2,  Co,  oder  auch,  was  aber  nicht 
eingezeichnet  ist,  c,  Ci,  Wj,  W,  avi,  C2 
bezw.  rückwärts,  was  ebenfalls  nicht  ein- 
gezeichnet ist,   w,   Wj,  Wi,  W,  W2,  Wo. 

Erkl.  72.  Die  Fig.  14  für  den  äußeren 
Punkt  P  ist  hier  vorausgestellt,  weil  bei 
dieser  Lage  der  Elemente  das  Viereck 
Sj  S2  A  U  deutlicher  fürs  Auge  zu  über- 
schauen ist,  als  in  Figur  15,  wo  dasselbe 
Viereck  noch  von  allen  andern  Geraden 
durchkreuzt  Avird.  In  einer  unwesent- 
lichen Kleinigkeit  unterscheiden  sich  noch 
die  Figur   14   und    15,    daß    nämlich   in 


Antwort.  1)  Um  die  Richtigkeit 
des  Satzes  8a  unmittelbar  an  der 
Figur  nachzuweisen,  müßte  man 
zeigen  können,  daß  die  Strahlen 
durch  P  und  die  ihnen  polar  zu- 
geordneten Polpunkte  auf  p  durch 
eine  fortlaufende  Reihe  von  Projek- 
tionen aus  einander  hervorgehen. 
—  Es  muß  zu  dem  Zwecke  gleich- 
wertig sein,  ob  der  Übergang  so, 
wie  er  eben  ausgesprochen  wurde, 
von  den  Strahlen  durch  P  nach  den 
Punkten  auf  p  bewerkstelligt  wird 
oder  in  umgekehrter  Folge  von  den 
Punkten  auf  p  nach  den  ihnen 
polar  zugeordneten  Polarstrahlen 
durch  P,  da  die  Aussagen  links 
und  rechts  in  Antwort  21  inhaltlich 
gleichbedeutend  sind. 

2)  Zu  diesem  Zw^ecke  zieht  man 
zunächst  eine  beliebige  feste  Sekante 
von  P  durch  die  Kurve,  projiciert 
sodann  den  willkürlich  gewählten 
Strahl  a  des  Punktes  P  auf  die 
Gerade  p  und  erhält  so  den  Punkt 
Ai.  Diesen  verbindet  man  mit  dem 
einen  Kurvenschnittpunkt  Si  der 
beliebigen  Sekante  aus  P  und  er- 
hält dadurch  den  Projektionsstrahl 
ai-  Wo  dieser  die  Kurve  trifft, 
entstellt  der  Kurvenpunkt  A,  und 
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Figur  15  die  Verbindungsgevade  BV  ge- 
rade mit  a  zusammenfällt,  was  in  Figur  14 
nicht  der  Fall  ist.  Wäiirend  also  in 
Figur  15  für  die  Gerade  P  B  V  der  Pol- 
punkt konstruiert  ist,  bleil)t  diese  Gerade 
in  Figur  14  außer  Behaudhing.  Ebenso 
sind  die  Geraden  PAU  in  beiden  Figuren 
ohne  Benennung  und  konstruktive  Durch- 
führung geblieben. 

Erkl.  73.  Der  sachliche  Hauptunter- 
schied der  Figuren  14  und  15,  ebenso 
wie  zwischen  12  und  13.  besteht  aber 
im  Vorhandensein  der  Tangenten  x 
und  y  vom  äußeren  Punkte  P,  während 
der  innere  Punkt  P  keine  Tangenten 
liefert.  Betrachtet  man  die  oben  für  a 
bzw.  u,  b  bezw.  v  und  c  bezw.  w  durch- 
geführten Elementenreihen  für  die  Strahlen 
X  und  y,  so  fällt  Xi  in  den  Berührungs- 
punkt der  Kurve,  die  Verbindungsgerade 
Si  Xi  trifft  die  Kurve  wieder  im  selben 
Punkte,  und  dessen  Projektionsstrahl  S9  X 
schneidet  die  Gerade  p  ebenfalls  wieder 
im  gleichen  Punkte  X2.  Demnach  fällt 
in  denselben  Kurvenberührungspunkt 
jeder  der  sonst  getrennt  auftretenden 
Punkte  Xi,  X,  X2  zusammen;  die  Tan- 
genten X  und  y  von  P  an  die  Kurve 
sind  die  einzigen  Strahlen  des  Büschels 
S,  bezw.  die  Kurvenschnittpunkte  X  und 
Y  von  p  mit  der  Kurve  sind  die  einzigen 
Punkte  der  Punktreihe  p,  welche  mit 
ihren  polar  zugeordneten 
Elementen  vereinigt  liegen, 
d.  h.  so,  daß  die  Punkte  auf  den  zu- 
geordneten Strahlen  liegen,  die  Strahlen 
durch  die  zugeordneten  Punkte  hindurch- 
gehen. —  In  Figur  15  gibt  es  überhaupt 
keine  Elementepaare  dieser  Art,  daß 
ein  Strahl  von  P  und  sein  zugeordneter 
Punkt  auf  p  sich  in  vereinigter  Lage 
befinden. 

Erkl.  74.  Besondere  Erwähnung 
fordert  noch  die  in  beiden  Figuren  14 
und  15  beliebig  gewählte  feste  Sekante 
P  Si  S2.  Auch  sie  bildet  einen  Strahl 
durch  P.  Bezeichnet  man  dieselbe  als  k, 
80  liegt  Punkt  Ki  im  Schnittpunkt  mit 
p,  Si  Kl  fällt  mit  Si  So  zusammen,  folg- 
lich entspricht  dem  Strahl  Si  K^  die 
Tangente    in    S2    als    Strahl   k2    und 


dieser  wieder  wird  projiciert  aus- 
dem  zweiten  Kurvensclmittpunkt 
S2  der  vorgenannten  Sekante  aus 
P  durch  den  Projektionstrahl  a2. 
Letztere  endlich  trifft  die  Gerade  p 
im  gesuchten  Polpunkte  Ao.  —  Man 
hätte  auch  den  Punkt  Ai  erst  aus 
So  projicieren  können  durch  den 
Strahl  U2,  erhält  dadurch  den 
Kurvenpunkt  U,  projiciert  diesen 
aus  Si  durch  den  Stahl  ui  und  er- 
hält auf  p  denselben  Punkt  A2. 

3)  Daß  hierbei  Strahl  a  und 
Punkt  A2  wirklich  polar  zuge- 
ordnete Elemente  sind,  ersieht  man 
aus  dem  der  Kurve  eingeschriebe  .en 
vollständigen  Viereck  Si  S2  A  U. 
Betrachtet  man  nämlich  als  Gegen- 
seitenpaare erst  PSi  S2,  PU  A  und 
SiA,  S2U,  so  folgt  nach  Fall  « 
der  Sätze  2  a,  5  a,  6a,  daß  a  die 
Polare  von  A2  uhd  umgekehrt  A2 
als  Schnittpunkt  von  a2  und  Ui  der 
Pol  von  a  ist.  Betrachtet  man 
aber  als  Gegenseitenpaare  A2  Si, 
A2  S2  und  Si  A,  S2  U,  so  erkennt 
man,  daß  auch  wirklich  p  die 
Polare  von  P  ist,  daß  also  p  durch 
den  Schnittpunkt  von  a2  und  u^ 
gehen  muß,  und  daß  somit  der 
Punkt  A2  sowohl  durch  a2  und  p 
allein,  als  auch  durch  Ui  und  p 
allein  konstruiert  werden  konnte. 
—  Faßt  man  auch  noch  das  dritte 
Paar  Gegenseiten  PS1S2,  PAU 
und  ao,  Ui  ins  Auge,  so  findet  man, 
daß  außerdem  auch  die  Verbindungs- 
ger i  de  von  P  nach  A2  die  Polare 
des  Punktes  Ai  ist. 

4)  Auf  Grund  dieser  Festlegungen 
ist  nun  die  projektivische  Verwandt- 
schaft zwischen  den  polar  zuge- 
ordneten Elementen  direkt  aus  der 
Figur  abzulesen:  Die  Gesamtheit 
der  durch  P  gehenden  Geraden  a, 
b,  c  . .  bildet  einen  Strahlenbüsc  el, 
welcher  als  Strahlenbüschel  S  be- 
zeichnet werden  möge.  Dessen 
Projektion  auf  p  bildet  die  Punkt- 
reihe der  Punkte  Ai,  Bj,  d,  .  .  ., 
welche    als    t^    bezeichnet    werden 
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schneidet  p  im  zugehörigen  Punkte  Kg. 
—  Benutzt  man  statt  S^  K^  zuerst 
S2K2,  so  fällt  dieser  Strahl  mit  S2  Si 
zusammen,  also  entspricht  ihm  die 
Tangente  in  S^.  Diese  muJß  aber 
die  Polare  p  im  gleichen  Punkte  K2 
treffen,  wie  die  Tangente  in  S2,  denn 
der  Polpinikt  zum  Strahl  k  ist  ja  eben 
der  Scliuittpunkt  der  Tangenten  in  Si 
und  So  und  muß  auf  der  Polaren  p  zu 
P  liegen.  Der  Strahl  PK^  übernimmt 
in  der  Auffassung  als  S  ^  S  2  bezw.  als 
S2  Si  die  Rolle  des  früher  als  di  bezw. 
als  62  bezeichneten  gemeinsamen  Strahles 
der  beiden  Büschel  S^  und  82-  Ver- 
bindet man  den  eben  gewonnenen  Punkt 
K2;  aufgefaßt  als  Punkt  Z^  der  Punkt- 
reihe ti,  mit  P  durch  einen  Stralil  z, 
so  entsteht  in  gleicher  Weise  rückwärts 
ein  Punkt  Z,,  der  mit  Punkt  K^^  zu- 
sammenfällt. Und  in  Figur  14  liegt  Ki 
zwischen  B^  Ci,  K2  zwischen  Bo  C2; 
Z-  zwischen  V^  Wi,  Z2  zwischen  V2  W2 ; 
in  Figur  15  liegt  K^  zwisclien  Ui  V^, 
K2  weit  links  außen  zwischen  U2  V27 
7t i  eben  dort  zwischen  A^  B^,  Z2  innen 
zwischen  A2  B2. 

Erkl  75.  Während  in  nebenstehender 
Reihe  von  aufeinanderfolgenden  Projektio- 
nen alle  Verwandtschaften  solche  in  per- 
spektivischer Lage  sindaußer  jener  zwischen 
Si    und  S2,    darf  man   nur   an   das   Ent- 
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möge.  Diese  Punktreihe  ti  wird 
projiziert  durch  die  Strahlen  11^, 
bi,  Ci  des  Büschels  Si-  Die  Strahlen 
dieses  Strahlenhüschels  Si  werden 
durch  die  Kurvenpunkte  selbst  in 
Beziehung  gesetzt  mit  den  Strahlen 
des  Strahlenbüschels  S2,  und  die 
Projektion  dieses  letztgenannten 
Strahlenbüschels  S2  erscheint  wieder 
auf  p  als  Punktreihe  t2.  Nun  ist 
ohne  weiteres  klar,  daß  Büschel  S 
und  Punktreihe  ti,  ebenso  Punkt- 
reihe tj  und  Büschel  Si,  und  ebenso 
Büschel  S2  und  Punktreihe  t2 
projektivisch  verwandt  sind 
in  perspektivischer  Lage. 
Die  Büschel  S^  und  S2  aber  sind 
projektivisch  verwandt  in 
schiefer  Lage,  da  die  Punkte 
jeder  Kurve  zweiter  Ordnung  aus 
zwei  beliebigen  ihrer  Punkte  als 
Scheiteln  durch  projektivische 
Büschel  projiziert  werden. 

5)  Man  hat  also    in  der  Tat  die 
Beziehung: 

SÄtiÄSiÄSaÄta 

oder  umgekehrt: 

t2ÄS2ÄSiÄtiÄS. 

Und  dies  ist  nichts  anderes,  als  die 
formelle  Schreibweise  für  Satz  8a. 


stehen  dieser  letzten  Beziehung  denken,  um  auch  hier  eine  Verknüpfung  durch 
Verwandtschaften  in  perspektivischer  Lage  einsetzen  zu  können.  Denn  die  Kurve 
ist  ja  aufgefaßt  als  Erzeugnis  der  projektivisch  verwandten  Strahlenbüschel  Sj  So  in 
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schiefer  Lage.  Die  Vermittlung  geschieht  aber  durch  Zwischengebilde  nach  der 
Zeichenvorschrift  S^  Ä  t'i  A  S'o  7\  t'2  A  S2,  wobei  mit  den  Strichen  diese  Gebilde  unter- 
schieden sein  sollen  von  den  in  Figur  14  und  15  bereits  vorhandenen.  Setzt 
man  also  diese  neue  Reihe  noch  in  die  entsprechende  Lücke  der  früheren  ein,  so 
erhält  mau  auch  im  engsten  Sinne  eine  Reihe  fortlaufender  Projektionen  in  per- 
spektivischer Lage,  als  deren  Anfangsglieder  die  Elemente  des  Büschels  mit  Sclioitel 
P,  und  als  deren  Schlußglieder  die  ihn^n  polar  zugeordneten  Elemente  der  Puuktreihe 
auf  p  auftreten,  nämlich  S  A  t^  A  Si  a  t'i  A  S'o  A  t'o  A  So  A  t2. 

Erkl.  76.  Ebenso  wie  in  Erkl.  63  bis  05  an  Figur  12  und  13  diu  Diirch- 
laufung  der  Elemente  in  P  und  auf  p  durchgeführt  wurde,  so  sind  auch  die 
Unterschiede  in  Figur  14  und  15  zu  erkennen:  Punkt  P  erscheint  als  Sclieitel  des 
Strahlenbüsohels  der  a,  b,  c,  .  .  .  sowie  der  u,  v,  w,  .  .  .  und  Gerade  p  als 
Träger  der  Punktreihen  t^  imd  t.y-  Dem  Durchlauf  der  Punktreihe  ti  in  Figur  11  in 
der  Reilienfolge  Aj  B^  Ki  C^  X12  Wj  Zj  Y^  CO  U^  Yjo  A^  entspricht  die  Durchlaiifimg 
von  t,  in  der  Reihenfolge  A^  OOB2  Kg  C2  X12  Wo  Z2  Vg  U2  Y12  A2.  Die  beiden 
Punktfolgen  laufen  entgegengesetzt  und  begegnen  einander  in  X12  und  Yj.. ;  dem 
unendlicli  fernen  Punkte  von  t^  entspricht  ein  Punkt  von  t2  zwischen  üo  und  Y2-, 
dem  unendlich  fernen  Punkte  von  t._>  entspricht  ein  Punkt  von  ti  zwischen  A^B^. 
Und  in  Figur  15  hat  man  für  tj  die  Reihenfolge  Ai  OOZj  B^  Ci  U^  K],  Y^  Wj  A^,  für 
to  entsprechend  A2  Z2  B2  Co  Uo  OO  K,  Yo  Wo  Ao:  beide  Punktfolgen  rücken  hinter 
einander  drein,  ohne  je  zusammenzutreffen;  dem  unendlicli  fernen  Punkt  von  tj  ent- 
spricht ein  Punkt  von  to  zwischen  Ao  und  Zo,  dem  unendlich  fernen  Punkt  von  to 
entspricht  ein  Punkt  von  t^  zwischen  U^  und  Kj.  —  In  beiden  Figuren  14  und  15  ge- 
hört zur  Punktreihe  t^  bezw.  t2  der  projizierende  Büscliel  der  a^b,  c,  .  .  .  bezw.  der 
u,  V,  w,  ...  so  daß  man  etwa  schreiben  kann  SaAt^AtoASu-  Man  hat  also 
erstens  die  eigentlich  zur  Behandlung  stehende  projektivisclie  Yerwandtschaft  der 
SaÄt2  bezw.  der  tiASu,  zweitens  daneben  die  Yerwandtschaften  t^  A  to  und 
SaÄSu.  Letztere  bilden  projektivisch  verwandte  Gebilde  in  vereinigter  Lage, 
(1.  h.  zwei  Punktreihen  mit  gemeinsamem  Träger  bezw.  zwei  Strahlenbüschel  mit 
gemeinsamem  Scheitel.  Solche  Gebilde  wurden  früher  schon  allgemein  behandelt 
in  den  Aufgaben  84  bis  1()8  der  Aufgabensammlung  des  I.  Teils.  Während  aber 
an  jener  Stelle  die  Beziehung  eine  völlig  allgemeine  Natur  aufwies,  ist  bei  den 
hier  gewonnenen  Zuordnungen  die  Yerwandtschaft  eine  so  spezielle,  daß  zu  den 
dort  schon  behandelten  Eigenschaften  solcher  Gebilde  noch  ganz  besondere  hinzu- 
kommen. Daher  bildet  die  einzelne  Untersuchung  auch  den  Gegenstand  eines  bc 
sonderen  Abschnittes,  nämlich  des  Abschnittes  von  den  in volu torischen  Be- 
ziehungen der  Gebilde. 


e)  Polarität   und   Dualität. 

Frage  23.     Welche  weiteren  Be- 
•/.iehungen    polar    zugeordneter    Fi- 

54uren  lassen  sich  zu  den  Aussagen  Antwort.    Wenn  die  sämtlichen 

der  Antwort  lil  hinzufügen?  Elemente  eines  eh enen  Systems, 

nämlich  einerseits  dessen  Punkte, 

Erkl.    77.     Wenn    die    sämtlichen  andererseits     dessen     Gerade    — 

Elemente    eines    ebenen    Systems    in  durch    Vermittlung    einer    heliebig 

irgendwelchegesetzmäi3ige Zuordnung  gewählten    Kurve    zweiten    Grades 

zu   bestimmten    anderen    Elementen    des-  als  Fundamentalkurve  einander 

selben  oder  eines  andern  ebenen  Systems  x^^'^^^i'     zugeordnet    werden,    so 
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gebracht  werden,  so  sagt  man  auch,  das 
eine  ebene  System  sei  auf  das  andere 
„abgebildet'',  jedes  eine  der  beiden 
bilde  eine  „Abbildung"'  des  andern. 
Die  durch  die  Polaritätsbeziehung 
erzeugte  Abbildung  unterscheidet  sich 
von  vielen  andern  in  der  Geometrie  zur 
Anwendung  gelangenden  Abbildungs- 
methoden dadurch,  daß  nicht  Tunkte  und 
Punkte,  Gerade  und  Gerade  einander 
entsprechen,  sondern  daß  den  Punkten 
des  einen  Systems  die  Geraden  des 
andern  entspreclien  und  umgekehrt.  — 
Um  bei  einer  Abbildung  eines  ebenen 
Systems  auf  dasselbe  ebene  System  der 
Anschauung  entgegenzukommen,  denkt 
man  sich  Avohl  die  Ebene  als  Doppel- 
blatt, d.  h.  aus  zwei  getrennten  auf- 
einandergelegten Blättern  für  die  ein- 
ander zugeordneten  Elemente  bestehend. 
Und  für  die  Polaritätsbeziehung  bildet 
nun  die  Peripherie  der  Fundamental- 
kurve selber  die  einzige  Stelle,  wo  die 
beiden  Blätter  einander  berühren  oder 
in  einander  übergehen,  denn  dort  allein 
liegt  der  Punkt  auf  seiner  eigenen  Polaren, 
bezw.  geht  die  Polare  durch  ihren  eigenen 
Polpunkt. 

Erkl.  78.  Die  Ausführungen  des 
ersten  Teiles  der  nebenstehenden  Ant- 
wort unterscheidoii  sich  Avcsentlich  von  den 
scheinbar  ähnlichen  der  Antwort  20,  indem 
dort  nur  gesprochen  wird  von  inneren 
und  äußeren  Punkten  auf  der  einzelnen 
Geraden  p  bezw.  von  schneidenden 
und  nicht  schneideiulen  Geraden  durch 
den  einzelnen  Punkt  P,  wäln-end  hier 
nunmehr  in  allgemeinster  Auffassung 
sämtliche  Elemente  des  ebenen  Systems 
behandelt  werden,  welchem  die  gewählte 
Fundamentalkurve  angehört.  —  Unter- 
scheidet man  durch  Schreibung  mit  und 
ohne  Strich  die  dem  einen  oder  anderen 
Blatte  der  Doppelebene  angehörenden 
Elemente  und  Gebilde,  so  wird  das  Er- 
zeugnis zweier  projektivisch  verwandten 
Punktreihen  in  perspektivischer  Lage 
zu_schreiben  sein  nach  der  Formel 
t^TYSoAt.!,  die  polar  zugeordneten  Ge- 
bilde im  andern  Blatt  nach  der  Formel 
S\  7\  t'o  Ä  S'2.    Und  dabei  wird  nicht  nur 


erhält  man  noch  folgende  weiteren 
Beziehungen : 

1)  Der  Gesamtheit  der  äußern 
Punkte  der  Kurve  entspricht  die 
Gesamtheit  der  die  Kurve  schnei- 
denden Geraden  der  Ebene,  der 
Gesamtheit  der  innere  n  Punkte 
entspricht  die  Gesamtheit  der  die 
Kurve  nicht  schneidenden  Ge- 
raden der  Ebene;  der  Gesamtheit 
der  auf  der  Kurven  per  ipherie 
liegenden  Punlcte  aber  entspricht 
die  Gesamtheit  der  die  Kurve  be- 
rührenden Geraden:  d.  h.  also  der 
Kurve  selbst,  aufgefaßt  als 
Punktreihe  zweiter  Ordnung,  ent- 
spricht dieselbe  Kurve,  aufgefaßt 
als  Strahle nbüscliel  zweiter 
Klasse,  wobei  jeder  einzelne  Kurven- 
punkt und  seine  eigene  Tangente 
polar  zugeordnet  sind. 

2)  Einer  beliebigen  Punktreihe 
erster  Oi'dnung  entspricht  ein 
projektivisch  verwandter 
Strahlenbüschel  erster  Klasse, 
so  zwar,  daß  auch  rückwärts  der 
Träger  der  Punktreihe  die 
Polare  des  Büschelscheitels 
wird. 

4)  Dem  Erzeugnis  zweier  pro- 
jektivisch verwandten  Punkt- 
reihen  in  i)erspektivischer 
Lage  entspricht  das  Erzeugnis  der 
zwei  sowohl  mit  diesen  beiden  als 
auc]i  wieder  untereinander  projek- 
tivisch verwandten  Strahlen- 
büschel in  perspektivischer 
Lage:  ersteres  Erzeugnis  ist  ein 
Strahlenbüschel  erster  Klasse, 
letzteres  eine  mit  ihm  projektivische 
Punktreihe  erster  Ordnung,  deren 
Träger  die  Polare  jenes  Scheitels  ist. 

4)  Dem  Erzeugnis  zweier  projek- 
tivisch verwandten  Punkt  reihen 
in  schiefer  Lage  entspricht  das 
Erzeugnis  der  zwei  sowohl  mit  diesen 
als  auch  untereinander  projektivisch 
verwandten  Strahlenbüschel 
in  schiefer  Lage :  also  einer 
Strahlenkurve   zweiter   Klasse 
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jede  der  angeschriebenen  projektivischen 
Verwandtschaften  bestehen,  sondern  auch 
für  t/ÄS'i,  tgÄS's,  SoÄt'o  —  also 
überl)aupt  für  jedes  der  zu  bildenden 
15  Paare  von  Gebilden,  nämlich  außer 
den  neun  bereits  genannten  auch  für 

ti  t'oj    ti  S'2,    So  S'j,    So  S'2j    t2  S  1,    t2  t  0- 

Erkl.  79.  Daß  dem  Erzeugnis  zweier 
projcktivisch  verwandten  Punktreihen 
in  schiefer  Lage  das  Erzeugnis  zweier 
projcktivisch  verwandten  Strahlenbüschel 
in  schiefer  Lage  entspreclien  muß,  kann 
nicht  nur  abstrakt  als  Folgerung  aus 
dem  bisherigen  aufgestellt  werden,  sondern 
auch  am  einzelnen  Erzeugnis  nachgewiesen 
werden.  Denn  für  zwei  Gebilde  ti  A  t2 
lassen  sich  stets  Zwischengebilde  auf- 
finden, mittels  deren  durch  eine  Aufein- 
anderfolge von  projektivischen  Verwandt- 
schaften in  perspektivischer  Lage  die 
Vermittlung  von  Element_zu  Element  her- 
gestellt wird,  nämlich  t^  A  Si  Ato  ASo  At2. 
Nun  entpricht  einander  polar  nicht  nur 
ti  und  S'i,  t2  und  S'2,  sondern  auch  für 
jedes  der  Gebilde  Si,  to,  S2  besteht 
das  polare  Gebilde  t'^,  S'o,  t'2,  so  daß  der 
obigen  Reihe  von  Gebilden  eine  neue 
Reihe  gegeniibersteht  _ 

S'i  Ä  t'i  A  S'o  Ä  t'2  Ä  S'g. 
Und  diese  neue  Reihe  von  Gebilden  er- 
zeugt eine   Ordnungskurve  in  gleicher 
Weise,    wie    die   erste   eine  Klassen- 
kurve. 

Erkl,  80.  Wenn  eine  Figur  ver- 
schiedene Punkte  besitzt,  die  teils 
außerhalb  teils  innerhalb  der  Funda- 
mentalkurve liegen,  und  verschiedene 
Gerade,  die  die  Fundamentalkurve 
teils  treffen,  teils  nicht  treffen,  so  muß 
auch  die  polar  zugeordnete  Figur  Ge- 
rade besitzen,  welche  die  Fundamental- 
kurve treffen  und  nicht  treffen,  und 
Punkte,  welche  außerhalb  und  inner- 
halb der  Fundamentalkurve  liegen.  Und 
dasselbe    gilt   nicht   nur    für   polare   Ab- 


entspriclit  eine  Punkt-Kurve 
zweiter  Ordnung,  den  einzelnen 
Kurvenpunkten  und  Kurvontans"en- 
ten  der  einen  die  Kurventangenten 
und  Kurvenpunkte  der  andern,  und 
zwar  sowohl  im  fertigen  Kurven- 
gebilde, als  in  jeder  Zwischenstufe 
der  Erzeugungsweise  aus  den  pro- 
jektivischen Grundgebilden. 

5)  Irgend  welchen  projektivischen 
Eigenschaften  der  Tangenten  und 
Punkte  einer  Klassenkurve  ent- 
sprechen die  polaren  Eigenschaften 
der  Punkte  und  Tangenten  der  zu- 
gehörigen Ordnungskurve,  wobei 
die  projektivische  Verwandtschaft 
nicht  nur  besteht  zwischen  den  Ge- 
bilden an  der  Klassenkurve  unter 
sich  und  wieder  zwischen  jenen  der 
Ordnungskurve  unter  sich,  sondern 
auch  zwischen  den  Gebilden  an  der 
Klassenkurve  einerseits  und  den 
polaren  Gebilden  an  der  Ordnungs- 
kurve andererseits.  So  stehen  auch 
den  auf  die  Klassenkurve  sich 
stützenden  Polaritätsbeziehungen 
wieder  die  auf  die  Ordnungskurve 
sich  stützenden  Polaritätsbeziehun- 
gen gegenüber. 

6)  Da  jedem  beliebigen 
Punkte  der  Ebene  eine  von  ihm 
getrennt  laufende  Gerade  ent- 
spricht, und  nur  den  Kurvenpunkten 
der  Fundamental  kurve  selber 
die  eigene  Tangente,  also  eine  durch 
ihren  eigenen  Pol  hindurchgehende 
Polare  zugeordnet  ist,  so  entspricht 
auch  jeder  beliebigen  Klassen- 
kurve der  Ebene  eine  getrennt 
liegende  Ordnungskurve,  und 
die  Fundamentalkurve  selbst 
ist  die  einzige  Kurve  zweiten 
Grades  der  Ebene,  welche  sich 
selbst  polar  zugeordnet  ist. 


bildungen      von      gradlinigen      Figuren, 

sondern  auch  für  Kurven  beliebiger  Art.  Bei  den  Kurven  zweiten  Grades  wird 
hierdurch  die  Lage  zur  Fundameutalkurve  bestimmt;  über  die  Gattung  der  polar 
zugeordneten  Kurve  (ob  Ellipse,  Hyperbel,  Parabel)  erhält  man  am  besten  Auf- 
schluß durcli  das  nächstfolgende  Kapitel,  in  welchem  die  Mittelpunktseigenschaften 
im  engsten  Zusammenhang  mit  den  Beziehungen  der  Kurve  zu  ihren  unendlich 
fernen  Elementen  behandelt  werden.     Für  Kurven   höheren  Grades  ergibt   sich  aus 
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obiger  Antwort  von  selbst  die  Beziehung,  daß  die  Ordnungszahl  der  Bildkurve  gleich 
der  Klassenzahl  der  Originalkurve,  und  umgekehrt  die  Klassenzahl  der  Bildknrve 
gleich  der  Ordnungszahl  der  Originalkurve  werden  muß.  Nur  bei  der  Kurve  zweiten 
Grades  sind  diese  beiderlei  Zahlen  sets  gleich  groß. 

Erkl.  81.  Es  ist  eine  sehr  nahe  liegende  Erleichterung  der  Vorstellung,  daß 
man  sich  als  Fundamentalkurve  fast  immer  eine  Ellipse  gewählt  denkt.  Das  ist 
wohl  nicht  unzulässig  und  aus  dem  Grunde  auch  förderlich,  weil  aus  dieser  Auf- 
fassungsweise am  leichtesten  der  Anschluß  an  die  gewöhnliche  planimetrische 
Durchführung  der  Polarität  inbezug  auf  einen  Kreis  als  Fundamentalkurve  ge- 
funden wird  (vgl.  das  dieser  Encyklopädie  angehörige  Lehrbuch  der  Planimetrie, 
VIII.  Teil,  Abschnitt  6  a).  Jedoch  muß  dabei  stets  festgehalten  werden,  daß  die 
Polai'ität  vollkommen  allgemeine  Grundlage  besitzt  inbezug  auf  jede  der  drei 
Gattungen  der  Kurve  zweiten  Grades.  Dem  Studierenden  kann  daher  nur  angeraten 
werden,  sich  auch  manche  der  Figuren  vorzustellen  und  auch  zu  zeichnen,  hi 
welchen  als  Fundamentalkurve  eine  Hyperbel  oder  Parabel  verwendet  wird. 

Erkl.  82.  Beim  Studium  jeder  geometrischen  Abbildung  einer  Originalebene 
auf  eine  Bildebene  sind  besonders  zwei  Hauptfragen  zu  untersuchen:  nämlich  ein- 
mal nach  dem  Vorhandensein  selbstentsprechender  Elemente,  und  sodann  nach  dem 
Ergebnis  der  Abbildung  der  unendlich  fernen  Elemente  beider  Ebenen.  So  findet 
man  in  der  Planimetrie,  daß  bei  kongruenter  Parallel- Verschiebung 
die  unendlich  fernen  Elemente  der  Ebene,  sowohl  Punkte  als  Gerade,  unendlich 
fern  bleiben,  und  zwar  zugleich  als  einzige  selbstentsprechende  Elemente;  bei  der 
Umklapp ung  (der  axialen  Symmetrie)  sind  die  Punkte  der  Achse  die  selbst- 
entsprechenden Punkte,  die  Achse  selbst  zusammen  mit  der  unendlich  fernen  Geraden 
die  selbstentsprechenden  Geraden,  während  im  übrigen  die  unendlich  fernen  Punkte 
wieder  ins  Unendliche  zu  liegen  kommen,  aber  auf  denselben  Punkt,  nur  in  entgegen- 
gesetzter Richtung;  bei  der  Drehung  um  einen  Punkt  (zentrische  Symmetrie 
im  engeren  [-^  180°]  und  im  weiteren  Sinne  [beliebiger  ^  «])  ist  dieser  als 
Symmetriezentrum  der  einzige  selbstentsprechende  Punkt,  die  unendlich  ferne  Gerade 
(und  beim  engeren  Sinne  auch  die  Strahlen  durchs  Symmetriezentrum)  selbst- 
entsprechende Geraden,  während  unendlich  ferne  Punkte  wieder  ins  Unendliche  zu 
liegen  kommen,  aber  auf  andere  Punkte.  Bei  der  projektiv! sehen  Abbildung 
einer  Ebene  auf  eine  andere  (Antwort  29  des  I.  Teils  dieses  Lehrbuches)  sind  die 
Punkte  der  Schnittkante  und  die  Schnittkante  selbst  die  selbstentsprechenden 
Elemente,  während  die  unendlich  fernen  Elemente  jeder  Ebene  auf  die  Gegenachse 
oder  Fluclitgerade  der  anderen  kommen.  Läßt  man  die  beiden  Ebenen  zusammen- 
fallen, so  entsteht  die  Verwandtschaft  der  sog.  Kollinearität,  wobei  noch  der 
vorherige  Projektionsscheitel  als  selbstentsprechendes  Kollineationszentrum  zum 
Scheitel  eines  Büschels  selbstentsprechender  Strahlen  wird,  und  die  Kante  der 
vorher  getrennt  liegenden  Ebenen  als  Kollineationsachse  zum  Träger  einer  selbst- 
entsprechenden Punktreihe.  Vereinfacht  sich  diese  Abbildung  zur  Verwandtschaft 
der  Ähnlichkeit,  so  wird  der  Scheitel  (äußerer  oder  innerer)  Ähnliehkeitspunkt, 
und  die  unendlich  ferne  Gerade  zur  Achse.  Für  die  hier  vorliegende  Verwandtschaft 
der  Polarität  wird  die  Abbildung  der  unendlich  fernen  Elemente  zum  Gegen- 
stande eines  besonderen  Abschnittes  gemacht;  und  der  Begriff  selbstentsprechender 
Elemente  ist  im  früheren  Sinne  gar  nicht  vorhanden,  da  ja  ein  Punkt  nicht  wieder 
einem  Punkte,  sondern  einer  Geraden  entspricht.  Man  kann  daher  nur  die  Frage 
aufstellen  nach  solchen  Elementen,  die  mit  ihren  zugeordneten  vereinigt  liegen. 
Und  durch  diese  Auffassung  erhält  die  Fundamentalkurve  ihre  ausgezeichnete 
Stellung  unter  allen  Figuren  und  Kurven  der  Ebene,    indem  ihre  Kurvenpunkte  als 
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Pole  ihrer  eigenen  Kurventangenten,  und  unigekeliit  ihre  Tangenten  als  Polaren 
ihrer  eigenen  Berührungspunkte  die  einzigen  l^lemente  der  Ebene  sind,  welche 
mit  den  zugeordneten  vereinigt  liegen. 


Frage  24.  Welcher  Rückgriff 
auf  frühere  Behandlnngsweise  liegt 
in  den  Antworten  der  letzten 
Fragen  21  und  23! 

Erkl.  83.  Die  nebenstehende  Antwort 
bildet  gewissermaßen  die  Einlösung  einer 
schon  in  Erkl.  102  des  I.  Teils  dieses 
Lehrbuchs  gegebenen  Ankündigung,  daß 
niimlich  das  Prinzip  der  Dualität  seiner 
zunächst  anhaftenden  scheinbaren  Will- 
kürlichkeit entkleidet  und  als  inte- 
grierender Bestandteil  des  gesamten  Lelir- 
gebäudes  erkannt  werden  solle.  Man 
darf  dabei  nicht  vergessen,  daß  in  der 
historisclien  Entwicklung  dieser  „neueren 
Geometrie"  derselbe  Gedankengang  des 
Rückwärtsschreitens  vom  Standpunkte  des 
vorliegenden  Absclmittes  über  Polarität 
zurück  zum  dualistischen  Aufbau  der 
Anfangskapitel  sich  tatsächlich  vollzogen 
hat.  Denn  zuerst  erschienen  Monge 
(1795)  als  Schöpfer  und  Poncelet 
(18  is)  als  Vollender  der  Polaren- 
beziehung,  und  erst  auf  Grund  dieser 
Tlieorie  wurde  dann  von  Ger  g  o  n  n  e 
(1826)  die  eigentliche  Dualität  als 
allgemeines  Prinzip  aufgestellt.  Der 
lange  Streit  zwischen  den  beiden  letztern 
französischen  Mathenuvtikern  über  den 
Vorzug  jener  Tlieorie  oder  dieses  Prinzips 
\vurde  dann  durch  Steiner  zu  gunsten 
des  letzteren  unzweideutig  entschieden, 
indem  er  schreibt  (1832):  „Das  Dnalitäts- 
prinzip  tritt  als  das  primitivere,  der 
Quelle  näherliegende,  mit  den  Grund- 
gebilden zugleich  hervor,  die  Polareii- 
theorie  hingegen  kommt  erst  später  als 
Resultat  bestimmter  Verbindungen  der 
Grundgebilde  zum  Vorschein.'' 


Antwort.  Die  Antworten  der 
Fragen  21  und  23  liefern  eine 
Gegenüberstellung  der  Ele- 
mente Punkt  und  Gerade, 
wie  sie  bereits  seit  der  Einleitung 
in  die  projektivische  Geometrie  zur 
Anwendung  gelangte  unter  dem 
Namen  der  Dualität.  An  jener 
Stelle  bedurfte  es  einer  besonderen, 
zunächst  willkürlich  erscheinenden 
Festsetzung,  daß  Punkt  und  Gerade 
als  gleichwertig  gegenüberstehende 
Elemente  der  Raumlehre  aufgefaßt 
werden  sollten.  Hier  ist  diejenige 
Stufe  der  Entwicklung  erreicht,  auf 
welcher  sich  jene  Festsetzung  nicht 
mehr  als  künstlich  gemachte  er- 
kennen läßt,  sondern  als  not- 
wendige Folgerung  aus  den 
Ergebnissen  der  bisherigen  Unter- 
suchungen. Und  es  kann  nunmehr 
wirklich  gesagt  werden,  daß,  wenn 
nicht  von  vornherein  die  projek- 
tivische Geometrie  in  doppelter 
Dnrcliführung  für  Punkt-  und 
Strahlengebilde  aufgebaut  worden 
wäre,  —  dann  an  dieser  vorliegen- 
den Stelle  wieder  von  vorne  an- 
gefangen werden  müßte,  um 
alle  für  bloß  einseitige  Auffassung 
gegebenen  Entwicklungen  auch  für 
die  polar  zugeordneten  Figuren 
durchzuführen. 


Frage  25.  Welche  Unterscheidun- 
gen müssen  festgehalten  werden 
zwischen  dem  allgemeinen  Duali- 
tätsprinzip und  der  polaren 
Verwandtschaft  I 


Antwort.  1)  Die  an  der  vor- 
liegenden Stelle  neu  gefundene 
polare  Verwandtschaft  oder  Polar- 
reziprozität      bildet      in      ver- 
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Ei'kl.  84.  Im  Abschnitt  5  über  die 
Dualität  im  I.  Teil  dieses  Lehrbuches 
ist  auch  der  Dualität  im  Raum 
[Reziprozität]  zwischen  Punkt  und 
Ebene  gedacht.  Dieselbe  erhält  ganz 
anologe  Begründung  wie  die  Dualität  in 
der  Ebene  durch  die  räumliche 
P  0 1  a  r  e  n  b  e  z  i  e  li  u  n  g  inbezug  auf  die 
Kugel  bezw.  die  Flächen  zweiten 
Grades.  Durch  die  mit  den  Sätzen 
1  —  8  dieses  Abschnittes  fast  gleich- 
lautenden Aussagen  über  räumliche  Be- 
ziehungen wird  jedem  Punkte  eine  Ebene 
und  jeder  Ebene  ein  Punkt  zunächst 
inbezug  auf  die  gewählte  Fundameutal- 
f lache  zugeordnet.  Und  indem  auch 
hier  wieder  der  Schritt  von  Poncelet  zu 
Gei-gonne  wiederholt  wird,  erhält  man 
den  dualistischen  Aufbau  der  räiunlichen 
Betraclituiigen  von  Anfang  au  unter 
Gegenübe!. str  lung  der  Elemente  Punkt 
und  Ebene,  wie  solches  in  Erkl.  168 
des  I.  Teil'  angedeutet  ist.  —  Sell)st- 
verständlicl  gelten  die  in  nebenstehender 
Antwort  dargelegten  Unterscheidungen 
zwischen  dem  allgemeinen  Diialitäts- 
prinzip  und  der  Polarentheorie 
für  die  räumlichen  Durchfüliriuigen 
in  genau  gleicher  Weise  wie  für  die 
ebene  Geometrie. 

Erkl.  85.  Für  die  ebene  (und  ganz 
analog  auch  für  die  räumliche)  Dualität 
wurden  die  Grundlagen  nicht  nur  in  der 
reinen  projektivischen,  sondern  aucli  in 
der  analytisch  -  geometrischen  For- 
mulierung aufgestellt,  letzteres  wolil  zuerst 
(und  gleichzeitig  mit  Steiners  geometri- 
schen Entwicklungen)  durch  Ludwig 
Immanuel  Magnus.  Die  Überführung  der 
Koordinaten  x^  X2  Xg  eines  Punktes  zu 
den  Koordinaten  Uj  U2  Uo  der  dualistisch 
zuge(u<lueten  Geraden  geschieht  dabei 
durch   Gleichungen  von   der  Form 

oui  =  aiixi  -|-  ai2X2  +  aigxs 
bezw.    rückwärts 

'TXi  =  AiiUi  +  AsiUo  +  AsiUs. 
Und  solange  diese  Gleichungen  ihre  acht 
imabliängigeu  Koeffizienten  behalten,  ent- 
stehen zweierlei  ausgezeichnete  Kegel- 
schnitte: der  eine  mit  der  Gleichung 
-^a  i  k  X  i  X  k  =  0  als  Ort  der  Punkte, 
welche     auf     der      ihnen      e  n  t  - 


schiedener  Hinsicht  nur  einen 
speziellen  Fall  derjenigen 
Dualität,  welche  ursprünglich  als 
Grundsatz  für  die  Gegenüberstellung 
je  zweier  nebeneinanderstehenden 
Durchführungen  in  der  projekti- 
vischen  Geometrie  gewählt  wurde. 
Dort  war  nämlich  einem  ersten  be- 
stimmt gewählten  Punkte  eine  ganz 
beliebige  Gerade  gegenüberzu- 
stellen und  umgekehrt,  ebenso  einem 
bestimmten  zweiten  Elemente  eine 
ganz  beliebige  zweite  usw., 
ganz  allgemein  einer  Figur  aus 
unbestimmt  vielen  Punkten  eine 
Figur  aus  ebenso  vielen  beliebig 
auszuwählenden  Geraden  mit 
der  einzigen  Einschränkung,  daß 
wenn  von  jenen  beliebig  auszu- 
wählenden Punkten  mehrere  auf 
derselben  Geraden  liegen,  dann  auch 
von  diesen  beliebig  auszuwählenden 
Geraden  die  entsprechenden  durch 
einen  Punkt  gehen  sollten.  Hier 
aber  wird  einem  bestimmt  ge- 
wählten Punkte  wieder  eine  ein- 
zige bestimmte  Gerade  zuge- 
ordnet und  umgekehrt,  einem  be- 
liebigen zweiten  Elemente  ein  ein- 
ziges bestimmtes  zweites  usw., 
wol)ei  nun  allerdings  auch  ganz 
von  selbst  die  Bedingung  erfüllt 
wird,  (laß  we  a  mehrere  Punkte 
auf  einer  Geraden  liegen,  dann  die 
zugeordneten  Geraden  durch  einen 
Punkt  gehen. 

2)  Wurde  früher  in  einer  aus 
beliebig  vielen  Punkten  und  Ge- 
raden gebildeten  Figur  (z.  B.  einem 
vollständigen  n-Eck)  eine  Eigen- 
schaft gefunden,  welche  sich  nur 
auf  Anzahl  und  gegenseitige 
Lage  ihrer  Elemente  bezog,  so 
fand  sich  für  eine  aus  ebensoviel 
beliebigen  Geraden  und  Punkten 
gebildete  Figur  (z.  B.  ein  voll- 
ständiges n-Seit)  das  Bestehen  der 
entsprechenden  Eigenschaft, 
obgleich  die  Elemente  der  letzteren 
Figur  keineswegs  als  durch  gesetz- 
mäßige Zuordnung  zu  den  anderen 
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spreclienden  Geraden  liegen,  der 
andere  mit  der  Gleichung  ^AikUiUk  =  o 
als  Umliiülungskurve  dieser  Geraden, 
welche  durch  ihre  entsprechenden 
Punkte  gehe  n.  Erst  wenn  die  acht  unab- 
hängigen Koeffizienten  auf  fünf  reduziert 
werden  durch  Gleich.setzung  der  aik  =  aki, 
dann  fallen  die  beiden  genannten  Kurven 
zu  einer  e  i  n  z  i  ge  n  K  e  r  n  k  u  r  v  e  zu- 
sammen, und  die  vorher  allgemeine 
dualistische  Verwandtschaft  wird  spezi- 
alisier t  zu  einer  F  o  1  a r  r  e z ip o z i t ä t, 
welche  jene  Doppelkurve  als  Funda- 
mentalkegelschnitt hat.  Die  völlig 
ungeregelte  allgemeinste  Dualität  er- 
scheint also  begreiflicherweise  auch  ana- 
lytisch ohne  Formulierung,  die  erste 
schärfere  Festlegung  liefert  analytisch 
(infolge  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse) 
wie  geometrisch  allgemein  p  r  o  j  e  k  - 
tivisch  verwandte  Gebilde,  und 
erst  die  zweite  Einschränkung  erzeugt 
analytisch  wie  geometrisch  die  polare 
Verwandtschaft,  bei  welcher  auch 
die  projektivische  Beziehung  die  Be- 
sonderheiten der  Figuren  12  bis  15 
aufweist, 

Erkl.  86.  Wenn  zwei  beliebige 
Figuren  dualistiscli  aufgebaut  werden, 
z.  B.  ein  Fünfeck  aus  fünf  Ecken  ABCDE 
und  ein  Fünfseit  aus  fünf  beliebigen 
Strahlen  abcde  (vgl.  Figur  42  imd  43 
des  1.  Teiles),  so  gehen  vom  Punkte  A 
vier  Strahlen  nach  BCDE,  und  auf  Ge- 
rade a  entstehen  vier  Schnittpunkte  mit 
bcde.  Während  nun  aber  drei  jener 
Verbindungsgeraden  AB,  AC,  AD  jeden- 
falls als  projektivisch  angesehen  werden 
können  zu  den  drei  Schnittpunkten  ab,  ac, 
a  ,  so  ist  im  allgemeinen  Falle  gewiß  nicht 
aich  der  vierte  Schnittpunkt  ae  in  solche 
i^age  gekommen,  daß  er  der  Verbiudimgs- 
geraden  AE  auch  noch  projektivisch  ent- 
spricht: die  beiden  Figuren  sind  nicht 
projektivisch  verwandt,  sondern 
mir  ganz  allgemein  dualistisch  auf- 
gebaut, und  es  ist  keinesfalls  möglich, 
dieselbe  direkt  oder  durch  Zwisehen- 
gebilde  in  ])rojektivische  Lage  zu  bringen. 
Koch  melir  gilt  dies  vom  Sechseck, 
Seehsseit  oder  von  Figuren  mit  noch 
mehr  willkürlichen  Elementen. 


ausgewählte  erschienen.  Es  bildet 
also  das  allgemeine  I)ualiläl^l)l•inzip 
gewissermaßen  nur  eine  abstrakte 
Gegenüberstellung  der  ungleich- 
ai-tigon  Elemente  und  keine  gesetz- 
mäßige Verwandtschaft  oder  Ab- 
bildung aller  Elemente  der  Ebene 
aufeinander,  während  die  Polarrezi- 
i:)rozi  tat  eine  konkrete  Zuordnung 
ganz  bestimmter  Elemente- 
paare darstellt.  Wollte  man 
aber  schon  durch  das  allgemeine 
Dualitätsprinzip  eine  derartige 
engere  Zuordnung  fesliegen,  sc 
muß  man  dasselbe  seiner  Willkür- 
liclikeit  entkleiden  und  die  Aus- 
walil  der  zuzuordnenden  Elemente 
e  ner  gewissen  Gesetzmäßigkeit 
unterwerfen. 

3)  Solange  man  nur  nach  dem 
allgemeinen  Dualitätsprinzip  be- 
liebige Punkte  und  Gerade  will- 
kürlich gegenüberstellt,  wird  auch 
nicht  darauf  besondere  Rücksicht 
genommen,  daß  beide  Figuren  der- 
selben Ebene  angehören,  d.  h.  es 
werden  nicht  die  Elemente  der 
einen  Figur  zugleich  als  der 
andern  Figur  zugehörige  Ele- 
mente aufgefaßt  und  umgekehrt. 
Bei  der  Polarreziprozität  dagegen 
ist  jedes  Element  doppelt  aufzu- 
fassen, nämüch  als  Element  der 
einen  Figur  und  auch  wieder  als 
Element  der  polar  zugeordneten 
Figur.  Es  wird  daher  im  allge- 
meinen Falle  auch  unbeachtet 
bleiben  oder  nur  als  Zufall  er- 
scheinen, wenn  einmal  die  einem 
beliebigen  Punkte  zugeordnete  Ge- 
rade dureh  diesen  Punkt  selbst 
hindurchgeht.  Bei  der  Polarrezi- 
prozität aber  erscheint  es  als  eine 
ganz  fundamentale  Beziehung,  daß 
die  Punkte  bezw.  Tangenten  der 
Kernkurve  eben  die  einzigen  Ele- 
mente der  Ebene  sind,  welche  mit 
ihren  zugeordneten  vereinigt 
liegen,  so  zwar,  daß  diese  Kern- 
kurve zugleich  nicht  nur  alle  die 
Punkte    entbält,    welche    auf    ihren 
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zugeordneten  Geraden  liegen,  sonderr 
auch  von  allen  den  Geraden  be- 
rührt wird,  welche  durch  ihre  zu- 
geordneten Punkte  hindurchgehen 


Erkl.  87.  Steht  dagegen  bloß  ein 
Viereck  einem  Vierseit  gegenüber,  wie 
in  Figur  38,  39  des  I.  Teils  oder 
Figur  1,  2  des  II.  Teils,  so  entsprechen 
vier  harmonischen  Elementendes 
Vierecks  jedenfalls  vier  harmo- 
nische Elemente  des  Vierseits,  den  vier  Verbindungsgeraden  AB,  AC. 
AD  und  etwa  AX  entsprechen  projektivisch  die  vier  Schnittpunkte  ab,  ac,  ad 
und  ax,  wenn  x  und  X  zwei  aus  den  schon  vorhandenen  Schnittpunkten  und  Ver- 
bindungsgeraden der  Figur  analog  ausgewählte  Elemente  sind.  Auf  solche  aus 
demselben  Viereck  bezw.  Vierseit  aufgebaute  Figuren  bezieht  sieb 
der  Satz  26  des  II.  Teiles.  Die  Auswahl  jedes  Punktes  oder  jeder  Geraden  ist 
auf  doppelt  unendlich  vielfache  Weise  möglich,  also  bildet  die  Zuordnung  eines 
beliebigen  Vierseits  zum  gegebenen  Viereck  eine  Verwandtscluift  mit  acht  willkür- 
lichen Konstanten:  es  ist  eine  dualistische  Verwandtschaft  mit  zwei  ausgezeichneten 
Kegelschnitten,  aber  nicht  eine  Polaritätsverwandtschaft  mit  einer  selbst- 
entsprechenden Kernkurve. 

Erkl.  88.  Kommt  zu  dem  ebengenannten  Viereck  ABCD  ein  beliebiger 
fünfter  Punkt  P  (Fig.  16)  hinzu,  so  kann  derselbe  mit  zwei  beliebigen  der 
schon  vorhandenen  Figurenpunkte,  z.  B.  A  und  B,  verbunden  werden.  Mit  je  drei 
anderen  Strahlen,  z.B.  AC,  AD,  AX  und  BC,  BD,  BX  derselben  beiden  Punkte 
bilden  die  neuen  Strahlen  AP  und  BP  je  eine  Gruppe  von  vier  Geraden 
Faßt  man  nun  in  den  den  Punkten  A  und  B  entsprechenden  Geraden  a  und  .  dei 
Fig.  17  die  entsprechenden  Schnittpunkte  ac,  ad,  ax  und  b  c,  bd,  bx  ins  Au.ue 
und  konstruiert  zu  den  drei  erstgenannten  einen  vierten  Schnittpunkt  ap, 
so  daß  die  Punktgruppe  ac,  ad,  ax,  ap  projektivisch  wird  zur  Strahlen- 
gruppe  AC,  AD,  AX,  AP,  und  zu  den  drei  letztgenannten  einen  vierten 
Schnittpunkt  bp,  so  daß  die  Punktgrupp  e  b  c,  b  d,  bx,  bp  projektivisch 
wird  zur  Strahlengruppe  BC,  BD,  BX,  BP,  —  dann  ist  der  nenbestimmte 
Strahl  p  auch  der  projektivisch  zugeordnete  zum  Punkte  P,  und  das  neue 
Fünfseit  abcdp  ist  projektivisch  verwandt  zum  Fünfeck  ABCDP. 
Während  aber  in  der  vorigen  Erkl.  86  das  fünfte  Element  beider  Figuren  ganz 
beliebig  ausgewäiüt  war,  ist  nunmehr  die  Auswahl  des  fünften  Elementes  einer 
Gesetzmäßigkeit  unterworfen,  sodaß  nicht  nur  eine  allgemeine  abstrakte, 
sondern  eine  zunächst  im  weiteren  Sinne  gesetzmäßige  Dualität  besteht.  Allerdings 
noch  keine  Polarreziprozität,  sondern  eine  Dualität  der  allgemeinen,  iu  Erkl.  85 
genannten  Art,  Avobei  die  vereinigt  liegenden  Elemente  beider  aufeinander  bezogenen 
Ebenen  nicht  derselben  Kurve  ans-ehören. 
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Erkl.  89.  An  Fi^iir  16  und  17  liißt  siel'.  l)is  ins  einzelne  die  projektivische 
BezieliuniT  be.stiitijien.  Der  Einfachheit  wegen  ist  überhaupt  P  nicht  als  völlig 
willkiirlieher  Punkt  gewählt,  soudern  als  Selinittpunkt  der  Geraden  AN  und  BM, 
also  für  die  Zeichnung,  nicht  aber  für  die  theoretische  Auffassung-,  ähnlich  wie  der 
Punkt  X  in  der  Erkl.  87.  Aber  man  verfolgt  von  ganz  allgemeinem  Gesichts- 
punkt aus  etwa  die  übereinstimmende  Reihenfolge  der  Elemente  beider 
Figuren : 

in  Fig.  IG  durch   Punkt  A   die    Geraden-      in  Fig.  17  auf  Gerade  a  die  Schnittpunkt- 
folge APN,  ABE,  AGCM,  AX,  ADF,  folge  apn,  abe,  CXD,  agcm,  ax,  adf, 
in  Fig.  16    durch  Punkt  B    die   Geraden-      in  Fig.  17  auf  Gerade  b  die  Schnittpunkt- 
folge  BPM,   BAE,    BGDN,    BX,   BCF,  folge  bpm,  bae,  OO,  bgdn,  bx,  bcf, 
in  Fig.  16  durch  Punkt  C   die  Geraden-      in  Fig.  17  auf  Gerade  c  die  Schnittptmkt- 
folge  GBF,  CP,  CG  AM,  CXDE  und  folge  cbf,  cp,  CXD,  cgam,  cxde  nnd  cn, 
etwa  CN, 
in  Fig.  16  durch  Punkt  D    die  Geraden-      in  Fig.  17  auf  Gerade  d  die  Schnittpunkt- 
folge DAF,  DP,  DGBN,  DXCE  und  folge  daf,  dp,  CO,  dgbn,  dxce  und  dm. 
etwa  DM. 

Ebenso  könnte  für  die  andern  Elemente  die  Projektivität  durchgeführt  werden. 
Insbesondere  zeigt  sich  auch,  dn(J,  weil  in  Figur  16  der  Punkt  P  auf  der  Yer- 
bindungsgeraden  FXG  liegt,  auch  in  Figur  17  die  Gerade  p  durch  den  Schnittpunkt 
der  Strahlen  fxg  hindurchgehen  muß.  Die  Figuren  16  und  17  sind  also  tatsächlich 
nicht  in  allgemein  abstraktem  Sinne  dualistisch  verwandt,  sondern  projektivisch  im 
engeren  konkreten  Sinne. 

Erkl.  90.  Bei  entsprechender  Erweiterung  beider  Figuren  nach  Erkl.  88 
entspricht  nun  jeder  Punkt  der  Ebene  —  aufgefaßt  als  Punkt  der  Figur  16  —  einer 
Geraden  der  Figur  17  und  umgekehrt,  und  jede  Elementengruppe  der 
einen  Figur  entspricht  einer  projektivisch  verwandten  der  andern.  Daß  man 
dabei  aber  nicht  die  spezielle  polarreziproko  Verwandtschaft  hat,  zeigt  eine  ein- 
fache Überlegung  folgender  Art:  Dem  Punkt  A  als  Punkt  der  Figur  16  entspricht  als 
Strahl  in  Figur  17  die  Gerade  a.  In  der  Zeichnung  aber  ist  zufällig  a  in  Figur  17 
die  Verlängerung  der  Geraden  ME  NF  der  Figur  16.  Wird  also  a  als  Gerade 
der  Figur  16  aufgefaßt,  so  entspricht  ihr  der  Schnittpunkt  menf  der  Figur  17, 
und  nicht  etwa  rückwärts  der  Punkt  A.  Betrachtet  man  weiter  dann  den  Punkt 
menf  in  Figur  17  als  einen  Punkt  der  Figur  16,  so  entspricht  ihm  wieder  für 
Figur  17  irgend  eine  andere  Gerade,  die  jedenfalls  von  a  verschieden  ist.  —  Bei 
der  Polarreziprozität  aber  müßte  einem  Punkt  A,  aufgefaßt  als  Element  der  Figur  16, 
die  Gerade  a  in  Figur  17,  und  umgekehrt  der  Geraden  a  als  Element  der  Figur  16 
auch  wieder  Pimkt  A  als  Element  der  Figur  17  entsprechen.  Diese  Überlegung 
verhilft  auch  dazu,  dem  Satze  seine  volle  Bedeutung  beizulegen.  Bei  Polarrezi- 
prozität zwischen  Figur  16  und  17  müßte  stets  der  Wechsel  derselben  Figuren- 
elemente hin  und  her  gehen,  bei  der  allgemein  dualistischen  Verwandtschaft 
wechseln  die  Elemente  stets  nach  der  Art  Aig,  Hn,  A'ie,  a'17,  A"i6,  a-"n  etc.  etc.  Auch 
hier  gibt  es  Punkte  in  Figur  16  bezw.  17,  welche  auf  ihren  entsprechenden  Ge- 
raden der  Figur  17  bezw.  16  liegen  und  Gerade  der  Figur  16  bezw.  17,  welche 
durch  ihre  entsprechenden  Punkte  der  Figur  17  bezw.  16  gehen.  Aber  die  Ge- 
samtheit dieser  Punkte  und  (Jeraden  sind  nicht  Kurvenpunkte  und  Kurventangenten 
deiselbeu  Kurve  zweiten   Grades,  wie  bei  der  Polarreziprozität. 

Ei'kl.  91.  Die  Zuordnung  der  allgemeinen  Dualität  läßt  jedem  Element 
der  Ebene  ein  bestinnntes  anderes  entsprechen,  wenn  zwischen  den  Elementen 
zweier    Vierecke    bezw.    eines    Vierecks    und    eines   Vierseits    die    Zuordnung 
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festgelegt  ist.  Dies  zeigt  Übereinstimmung  mit  der  projektivisclien  Zuordnung 
zweier  Ebenen  beim  Beweis  der  Eindeutigkeit  der  harmonischen  Beziehung  (Figur  5 
des  n.  Teiles).  Dort  wurden  nicht  ungleichartige,  sondern  gleichartige  Elemente 
zugeordnet,  und  daher  brauchen  nicht  ein  Viereck  und  ein  Vierseit,  sondern  zwei 
Vierecke  und  zwei  Vierseite  einander  zugeordnet  werden.  Geschieht  dabei  die 
Auswahl  in  der  Lage,  wie  Figur  5,  so  hat  man  von  vornherein  die  perspektivische 
Lage  der  zugeordneten  Elemente;  hat  man  allgemeine  Lage  des  Vierecks  A2  B2  C2  D2, 
so  zeigt  Figur  10  des  II.  Teils,  daß  es  doch  immer  möglich  ist,  auch  diese  in 
perspektivische  Lage  zu  bringen.  Wenn  es  aber  möglich  ist,  zwei  beliebig  ge- 
wählte Vierecke  At  Bi  Ci  Di  und  A2B2C2D2  durch  passende  Verlegung  im  Kaum 
in  perspektivische  Lage  zu  bringen,  so  sind  ihre  Elemente  sicher  schon  vorher 
projektivisch  verwandt  gewesen;  und  wenn  diese  projektivische  Verwandtschaft 
durch  Wahl  von  vier  Paaren  zugeordneter  Elemente  bei  Zuordnung  gleichartiger 
Elemente  festgelegt  wurde,  so  muß  dieselbe  Anzalil  auch  bei  Zuordnung  ungleich- 
artiger Elemente  bestehen  bleiben. 

Erkl.  92.  Gegentiber  der  eben  betrachteten  dualistischen  Verwandtschaft 
allgemeiner  Art  (welche  8  willkürliche  Konstanten  zuläßt)  bildet  nun  die  Polar- 
reziprozität den  besonderen  Fall,  welcher  nur  noch  fünf  willkürliche  Bestimmungs- 
stücke zuläßt,  nämlich  ebensoviele,  als  zur  Bestimmung  der  Fundamentalkurve  er- 
forderlich sind.  Dieselbe  kann  bestimmt  sein  durch  5  Punkte  oder  Geraden  der 
Art,  daß  sie  mit  ihren  entsprechenden  Elementen  vereinigt  liegen  sollen,  oder 
durch  4  Punkte  (Gerade)  der  ebengenannten  Art  nebst  zugeordnetem  Berührungs- 
element zu  einem,  oder  durch  3  Punkte  (Gerade)  der  genannten  Art  nebst  den  in 
vereinigter  Lage  befindlichen  zugeordneten  Berührungselementen  zu  zweien. 


f)    Das   Polardreieck. 

Frage    26.     Was     versteht    man 

unter  einem  Polar dreieck  und  Antwort.     Unter   einem    Polar- 

wie  entsteht  ein  solches?  dreieck  versteht  man  ein  solches 

Dreieck  bezw.  Dreiseit,  in  welchem 

Erkl.    93.      Daß    die    nebenstehende  jeder     Eckpunkt     der    Pol     der 

Definition   des  Polardreiecks   nicht   etwa  gegenüberliegenden  Seite,  also 

zu  weit  gefaßt  ist,   geht  aus  den  Sätzen  jede    Seite    die    Polare    der   ge- 

1  und  7  hervor.    Ist  nämlich  Q  der  erste  genüb erliegenden  Ecke  ist — 

Eckpunkt,  q  seine  Polare,  R  der  zweite  bezogen  auf  eine  beliebig  gegebene 

Eckpunkt  und  r  dessen  Polare,   so  muß  Fnndamentalkurve.    Ein  Polardrei- 

von  selbst  Punkt    (qr)  oder  P   der  Pol-  eck  entsteht  am  einfachsten  dadurch, 

punkt   von    QR   oder  p  sein.     Denn  da  daß  man  —  entweder  zu  zwei  beliebig 

die  Seite  p  =  QR    durch  Q  geht,   muß  gewählten    Punkten    die    Polar- 

ihr  Pol  auf  q  liegen,   und    da  p   durchr  geraden    konstruiert    denkt    und 

R  geht,  muß  ihr  Pol  auf  r  liegen,   also  den  Schnittpunkt  dieser  beiden 

ist    der   Schnittpunkt   (qr)    der   Pol   von  Geraden   als   dritten  Eckpunkt 

QR.     Ist  umgekehrt  die    erste   Seite  q,  wählt,  —  oder  daß  man  zu  zwei  be- 

ihr  Pol  Q,  die  zweite  Seite  r,  ihr  Pol  R,  liebig     gewählten     Geraden     die 

so  muß  auf  Grund  gleichlautender  tJber-  Polpunkte    konstruiert    denkt    und 

legungen  die  Gerade  QR  =  p  die  Polare  die  Verbindungsgerade   dieser 

von  P  =  (qr)  sein.  beiden   Punkte   als    dritte    Seite 

wählt. 

Sachs,  Projulitivis.clie  (neuere)  Geometrie.    IH.  Teil.  4 
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Frage  27.  Was  muß  über  die 
Lage  der  Elemente  eines  Polardrei- 
ecks zur  Fundamentalkurve  gelten? 

Fiyur  18. 


Erld.  94.  Wie  schon  die  Definition 
des  Polardreiecks  zeigt,  kann  jede  Über- 
legung wegen  desselben  doppelt  ange- 
stellt werden,  einmal  für  das  Dreieck 
als  Gesamtheit  seiner  drei  Ecken  und 
einmal  für  das  Dreiseit  als  Gesamtheit 
seiner  drei  Seiten.  Die  Ergebnisse 
nebenstehender  Antworten  sind  daher 
auch  völlig  gleichwertig.  Denn  wenn 
eine  Ecke  innerhalb  und  zwei  außer- 
hall) liegen,  so  müssen  von  selbst  zwei 
Seiten  schneiden  und  die  dritte  nicht  — 
und  umgekelirt. 

Erkl.  95.  Der  einfachste  Fall  ist  der 
einer  inneren  Ecke  bezw.  einer  nicht 
schneidenden  Seite.  Denn  dann  er- 
hält man  für  die  beiden  andern  Ele- 
mente sofort  sichere  Auskunft,  ohne  deren 
Lage  im  einzelnen  unterscheiden  zu 
müssen.  —  Geht  man  aber  von  einer 
äußeren  Ecke  aus,  oder  von  einer 
schneidenden  Seite,  so  müssen  die 
beiden  andern  Elemente  noch  getrennt 
behandelt  werden.  Ist  der  äußere  Punkt 
Q  festgesetzt,  so  muß  Ql*  Polare  zu  Pt 
und  QK  Polare  zu  P  werden:  liegt  also 
QR  außen,  dann  P  innen,  schneidet  QP, 
dann  liegt  R  außen.  Die  Tangenten  von 
Q  aus  müssen  die  Kurve  in  den  Schnitt- 
punkten von  q  berühren,  und  mit  diesen 
Tangenten  bilden  QR  und  QP  vier  har- 
monische Gerade.  —  Ist  umgekehrt  die 
schneidende    Gerade    q     festgesetzt,    so 


Antwort.  1)  Wählt  man  eine 
erste  Ecke  des  Polardreiecks 
innerhalb  der  Kurve  (Pin  Fig.  18), 
so  läuft  deren  Polare  p  jedenfalls 
ganz  außerhalb  der  Kurve,  also 
liegen  die  beiden  andern  Ecken 
Q  und  R  des  Dreiecks  sicher  außer- 
hall) der  Kurve,  da  sie  ja  auf  p 
liegen  müssen.  —  Wählt  man  ent- 
sprechend eine  erste  Seite  außer- 
hall)  der  Kurve  (p  in  Fig.  18),  so 
liegt  ihr  Polpunkt  P  sicher  inner- 
halb der  Kurve,  also  müssen  die 
beiden  andern  Seiten  q  und  r  des 
Dreiecks  jedenfalls  die  Kurve 
schneiden,  da  sie  ja  durch  P 
gehen  müssen. 

2)  Es  fragt  sich  also  nur  noch, 
ob  diese  Lage  schon  die  allgemeinste 
ist.  Wählt  man  als  erste  Ecke 
einen  äußeren  Punkt  (Q  in  Fig.  18), 
so  muß  dessen  Polare  q  die  Kurve 
schneiden,  und  auf  ihr  müssen 
die  beiden  andern  Eckpunkte  nach 
Satz  2a;'  so  liegen,  daß  sie  durch 
die  Kurvenschnittpuukte  harmo- 
nisch getrennt  werden.  Danach 
muß  unbedingt  der  eine  innerhalb, 
der  andere  außerhalb  der  Sehnen- 
strecke liegen.  —  Wählt  man  ent- 
sprechend als  erste  Seite  eine 
schneidende  Gerade  (q  in  Fig.  18), 
so  muß  deren  Pol  Q  außerhalb 
der  Kurve  liegen,  und  durch  ihn 
müssen  die  beiden  andern  Seiten 
nach  Satz  2/  so  hindurchgehen, 
daß  sie  duicli  die  beiden  Kurven- 
tangenten aus  Q  harmonisch  ge- 
trennt werden.  Demnach  muß  die 
eine  Seite  die  Kurve  schneiden,  die 
andere  außerhalb  laufen. 

*  3)  Man  kann  also  allgemein  fest- 
stellen: Von  den  drei  Eckpunk- 
ten eines  Polardreiecks  liegt 
stets  einer  innerhalb,  zwei 
außerhalb  der  Kurve;  von  den 
drei  Seiten  eines  Polardreiecks 
liegt  stets  eine  ganz  außer- 
halb der  Kurve,  die  zwei  an- 
dern schneiden  die  Kurve. 
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muß  (qp)  Pol  zu  r  und  (qr)  Pol  zu  p  werden;  liegt  (qp)  außen,  dann  schneidet  r, 
liegt  (([r)  innen,  so  liegt  \)  außen.  Zu  jedem  (inneren  oder  äußeren)  Punkte  auf 
q  solineidet  seine  Polare  den  vierten  harmonischen  Punkt  aus  mit  den  beiden  Kurven- 
schuittpunkten  auf  q. 


Frag-e  28.    Auf  welche  Weise  ge- 
langt   iiiau    auf    Grund    bisheriger  Antwort.    Bei  den  ursprünglichen 
Überlegungen     schon    an    früherer  Definitionen   von  Pol   und  Polare 
Stelle  zum  Polardreieck?  war     aus     einem     vollständigen 

Fieur  19. 


Erkl.  96.  Was  in  den  Antworten  4 
bis  9  und  an  den  Figuren  3  bis  5  über 
die  Tangentenvierseite  und  in  den  Ant- 
worten 10  bis  15  und  an  den  zugehöri- 
gen Figuren  6  bis  8  über  die  Sehnen- 
vierecke gesagt  ist,  findet  sich  in  der 
einzigen  Figur  10  alles  vereinigt.  Man 
hat  das  umgeschriebene  Vierseit  der  Fi- 
guren 3  und  4  a  im  Tangentenvierseit 
AB  CD,  das  angeschriebene  Vierseit  der 
Figuren  5b  bezw.  5  c  in  den  Tangenten- 
vierseiten  AECF  bezw.  BFDE.  Ebenso 
hat  man  das  konvexe  eingeschriebene  Vier- 
eck der  Figuren  6  und  7  in  dem  Sehnen- 
viereck ab  cd,  das  überschlagene  Viereck 
der  Figur  8  in  dem  Sehnenviereck  aecf 


umgeschriebenen  Vierseit 
bezw.  einem  vollständigen  ein- 
geschriebenen Viereck  je  ein 
einfaches  Tangentenviereck 
bezw.  ein  einfaches  Sehnen- 
Viereck  herausgehoben  worden. 
So  erhielt  man  (Fig.  19)  nach  Ant- 
w^ort  4  und  5  in  dem  vollstän- 
digen Vierseit  der  Tangenten 
ABE,  BCF,  CDE,  ADF: 
durch  das  einfache  Tangentenvierseit 

ABCDA  den  Pol  P  zur  Polaren  p, 
durch  das  einfache  Tangentenvierseit 

AECFA  den  Pol  Q  zur  Polaren  q, 
durch  das  einfache  Tangentenvierseit 

BFDEB  den  Pol  R  zur  Polaren  r, 
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bez.  bedf.  Durch  den  Punkt  P  als 
inneren  Polpunkt  gehen  nach  Ant- 
wort 5  sechs  gerade  Linien,  nämlich 
1,  2:  AC  und  BD  als  Verbindungs- 
geraden der  Gegenecken;  3,  4:  e  und  f 
als  Veibindungsgeraden  der  Berührungs- 
punkte; ö,  6:  EP  und  FP  als  vierte 
harmonischen  Geraden  zu  p  und  den  Km-ven- 
tangenten  AE,  DE  durch  E  bezw.  AF, 
BF  durch  F.  Dagegen  gehen  durch  Q 
(bezw.  R)  als  äußeren  Polpunkt  nach 
Antwort  7  acht  gerade  Linien,  nämlich 
1,  2:  AC  und  EF  (BD  und  EF)  als 
Verbindungsgeraden  der  Gegenecken;  3, 
4:  b  und  d  (a  und  c)  als  Verbindungs- 
geraden der  Berührungspunkte;  5,  6:  BQ 
und  DQ  (AR  und  CR)  als  vierte  har- 
monischen Geraden  zu  q  und  den  Kurven- 
tangenten BA,  BC  durch  B  bezw.  DA, 
DC  durch  D  (zu  r  und  den  Kurven- 
tangenten AB,  AD  durch  A  bezw.  CB, 
CD  durch  C);  7,  8:  die  Kurventangenten 
u,  V  in  den  beiden  Kurvenschnittpunkten 
von  q  (die  Kurventangenten  x,  y  in  den 
Kurvenschuittpunkten  von  r).  Auf  Gerade 
p  als  äui3erer  Polargeraden  liegen  nach 
Antwort  1 1  sechs  Punkte,  nämlich  I,  II : 
Q,  R  als  Schnittpunkte  der  Gegenseiten, 


und   ebenso   nach   Antwort  10  und 
11   in   dem    vollständigen  Vier- 
eck  der  Berührungspunkte   dersel- 
ben Tangenten: 
durch   das    einfache   Sehnenviereck 

abcd  die  Polare  p  zum  Polpunkt  P, 
durch    das   einfache   Sehnenviereck 

aecf  die  Polare  q  zum  Polpunkt  Q, 
durch    das   einfache   Sehnenviereck 

bedf  die  Polare  r  zum  Polpunkt  R. 
Faßt  man  also  in  einem  beliebigen 
umgeschriebenen  Vierseit  bezw.  ein- 
geschriebenen Viereck  gleichzeitig 
alle  diese  einfachen  Tangenten vier- 
seite  bezw.  Sehnenvierecke  ins  Auge, 
so  erhält  man  unmittelbar  ein  Drei- 
eck PQR,  bezw.  ein  Dreiseit  pqr  von 
der  Eigenschaft,  daß  je  zwei  gegen- 
überliegende Elemente  (Ecke  und 
Seite)  einander  polar  zugeordnet 
sind,  —  oder  in  Worten: 

Satz  9.  Die  drei  Nebenseiten 
eines  vollständigen  Tangenten- 
vierseits,  bezw.  die  drei  Neben- 
ecken eines  vollständigen  Sehnen- 
vierecks einer  Kurve  zweiten 
Grades  bilden  jedesmal  ein  Polar- 
dreieck. 


III,  IV:  E,  F  als  Schnittpunkte  der  Tan- 
genten in  Gegenecken,  V,  VI:  (ep),  (fp)  als  vierte  harmonischen  Punkte  zu  P 
und  den  Kurvenpunkten  (ab)  und  (cd)  auf  e  bezw.  (ad)  und  (bc)  auf  f.  Auf  der 
schneidenden  Polargeraden  q  (bezw.  r)  dagegen  liegen  nach  Antwort  13  acht 
Punkte,  nämlich  I,  II:  P,  R  (P,  Q)  als  Schnittpunkte  der  Gegenseiten,  III,  IV: 
B,  D  (A,  C)  als  Schnittpunkte  der  Tangenten  in  Gegenecken,  V,  VI:  (bq)  und  (dq) 
[(ar)  und  (er)]  als  vieite  harmonischen  Punkte  zu  Q  und  den  Kurvenpunkten  (ab) 
und  (bc)  auf  b  bezw.  (ad)  und  (cd)  auf  d  (zu  R  und  den  Kurvenpunkten  (ab)  und 
(ad)  auf  a  bezw.  (cb),  (cd)  auf  c);  VII  und  VIII:  die  Berührungspunkte  U,  V  auf 
den  beiden  Kurventangenten  aus  Q  (die  Berührungspunkte  X,  Y  auf  den  beiden 
Kurventangenten  aus  R). 

Erkl.  97.  Man  erkennt  in  Figur  1 9  leicht,  daß  alle  dui'ch  große  Buchstaben 
bezeichneten  Punkte  und  die  durch  dieselben  kleinen  Buchstaben  des  Alphabets 
bezeichneten  Geraden  der  Figur  einander  polar  zugeordnet  sind:  Aa,  Bb,  Cc,  Dd, 
Ee,  Ff,  Pp,  Qq,  Rr;  Uu,  Vv,  Xx,  Yy,  wobei  die  letzteren  vier  Paare  Elemente 
sich  je  in  vereinigter  Lage  befinden,  weil  Kurvenpunkt  und  Kurventangente  einander 
polar  sind.  Die  Seiten  des  Tangentenvierseits,  welche  ohne  kleine  Buchstaben 
geblieben  sind,  hätten  dieselben  Buchstaben  zu  erhalten,  wie  entsprechend  die 
ebenfalls  unbezeichneten  Ecken  des  Sehnenvierecks.  Die  Buchstabierung  dieser 
Elemente  Aväre  ohne  besonderen  Vorteil  gewesen,  da  sonst  die  in  dem  \ollstän- 
digen  Viereck  bezw.  Vierseit  enthaltenen  eintachen  Vierecke  bezw.  Vierseite  nicht 
durch  verschiedene  Buchstaben,  sondern  nur  durch  verschiedene  Reihenfolge  der- 
selben Buchstaben  hätten  bezeichnet  werden  können. 
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Erkl.  98.  Daß  die  Eigenschaften  des  Polardreiecks,  welche  in  Antwort  27 
ausgesprochen  sind,  auch  an  dem  aus  dem  Tangentenvierseit  oder  Sehnenviereck 
hervorgehenden  Polardreieck  Geltung  haben,  geht  aus  Figur  19  ebenfalls  hervor. 
Denn  das  aus  vier  Kurveni)unkten  bezw.  aus  den  Berührungspunkten  von  vier 
Tangenten  gebildete  vollständige  Viereck  wird  immer  eine  Nebenecke  innerhalb 
der  Kurve  haben  und  die  beiden  andern  außerhalb  der  Kurve. 


Frage  29.  Welche  Bezieliuiig:en 
des  Polardreiecks  ergeben  sich  aus 
den  vorigen  Antworten? 

Erkl.  99.  Keinerlei  Figur  außer  einem 
Polardreieck  kann  sich  selbst  polar  zu- 
geordnet sein,  da  jedem  Punkt,  der 
außerhalb  der  Polaren  von  P  liegt,  auch 
wieder  eine  Polare  entspricht,  die  nicht 
durch  P  geht.  Als  einzige  Analogie 
könnte  die  Fundamentalkurve  selber  gel- 
ten, da  deren  Punkten  die  eigenen  Tan- 
genten zugeordnet  sind,  so  daß  die  Fun- 
damentalkurve, aufgefaßt  als  Punktkurve, 
sich  selber  als  Fundamentalkurve  polar 
zugeordnet  ist,  und  umgekehrt. 

Erkl.  100.  Wählt  man  erst  Punkt 
P  innen,  so  muß  Q  außerhalb  der  Kui've 
auf  p  liegen;  und  sind  P  und  Q  fest 
gCAvählt,  so  ist  R  ebenfalls  außerhalb 
als  Schnittpunkt  von  p  und  q.  Wird 
aber  erst  Punkt  R  außerhalb  der  Kurve 
gewählt,  so  muß  der  zweite  Punkt  auf 
r  entweder  innerhalb  (wie  P)  oder  außer- 
halb (wie  Q)  der  Kurve  liegen.  Im 
ersten  Falle  ist  Q,  im  andern  Falle  P 
ohne  Auswahl  fest  bestimmt  als  Schnitt- 
punkt von  r  und  p  bezw.  von  r  und  q. 
—  Wählt  man  erst  Seite  p  außen,  so 
muß  q  die  Kurve  schneidend  durch  P 
gehen;  und  sind  p  und  q  fest  gewählt, 
so  ist  r  ebenfalls  schneidend  als  Ver- 
bindungsgerade von  P  und  Q.  Wird 
aber  erst  Seite  r  als  schneidende  der 
Kurve  gewählt,  so  muß  die  zweite  Seite 
durch  R  entweder  außerhalb  (wie  p) 
oder  schneidend  (wie  q)  laufen.  Im 
ersten  Falle  ist  q,  im  andern  Fall  p 
ohne  Auswahl  fest  bestimmt  als  Ver- 
bindungsgerade von  R  und  P  bezw.  von 
R  und  Q.  —  Demnach  können  zu  jedem 
von  OO^  ersten  Elementen  des  Polar- 
dreiecks  noch   OO^   verschiedene   zweite 


Antwort.  1)  Ans  der  Definition 
des  Polardreiecks  ergibt  sich,  daß 
das  Polardreieck  eine  zu  sich 
selbst  polare  Figur  darstellt, 
Denn  wählt  man  die  drei  Punkte 
PQR  der  Figur  19  als  Dreieck,  so 
ist  die  polare  Figur  das  Dreiseit 
pqr,  also  dieselbe  Figur;  und  um- 
gekehrt entsteht  zu  pqr  als  Polar- 
figur wieder  PQE. 

2)  Um  ein  Polardreieck  zu  bilden, 
kann  man  willkürlich  wählen 
einen  ersten  Punkt  (eine  erste  Seite) 
beliebig  irgendwo  in  der  Ebene,  so- 
dann aber  als  zweiten  Punkt  (Seite) 
nur  noch  einen  beliebigen  Punkt 
(Seite)  auf  der  Polaren  (durch  den 
Pol)  des  ersten;  der  dritte  Punkt 
(Seite)  ist  dann  schon  festgelegt 
als  Schnittpunkt  der  Polaren  (Ver- 
bindungsgerade der  Pole)  des  ers- 
ten und  zweiten.  Man  hat  also 
erst  doppelt  unendliche,  dann  noch 
einfach  unendliche  Auswahl,  so  daß 
die  Gesamtheit  der  Polardreiecke 
einer  gegebenen  Kurve  eine  dreifach 
unendliche  Mannigfaltigkeit  bildet, 
—  eine  Kurve  besitzt  OO^  Polar- 
dreiecke. 

3)  Bei  der  Erzeugung  des  Polar- 
dreiecks durch  das  Vierseit  bezw. 
Viereck  erhält  man  dasselbe  Po- 
lardreieck PQR,  ob  man  von  den 
vier  Tangenten  ausgeht  oder  von 
dem  Viereck  ihrer  Berührungs- 
punkte, bezw.  ob  man  von  vier 
Kurvenpunkten  ausgeht  oder  von 
dem  Vierseit  ihrer  Berührungs- 
geraden. Denn  nach  dem  Satze 
von  Brianchon  bezw.  Paskai  für 
das  Vierseit  bezw.  Viereck  gehen  im 
ersten  Fall  die  Verbindungsgeraden 
zu  je  vieren  durch  dieselbe  Neben- 
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Elemente  hinzuaewülilt  werden,  so  daß 
die  Kurve  OO^  verschiedene  Polardreiecke 
besitzen  muß. 

Erkl.  101.  Die  Sätze  von  Brianchon 
and  Paskai  gelten  nach  den  Aufgaben 
285  und  folgenden  des  vorigen  U.  Teiles 
für  jedes  einfache  Vieleck,  welches  aus 
denselben  gegebenen  Elementen  gebildet 
werden  kann.  So  ist  in  Figur  19  Punkt 
P  der  Punkt  des  Brianchon  für  das  ein- 
fache Tangentenvierseit  AB  CD,  Q  für 
das  Vierseit  CEAF,  R  für  das  Vierseit 
BEDF;  und  dann  ist  p  die  Pnskalsche 
Gerade  für  das  einfache  Sehneiiviereck 
ab  cd,  q  für  das  Viereck  aecf,  r  für 
das  Viereck  bedf.  Man  kann  daher  den 
Sätzen  von  Brianchon  und  Paskai  über 
d.Ms  Vierseit  bezw.  Viereck  für  die  neben- 
stehende Verwendung  folgende  gemein- 
same Ausdrucksweise  geben: 

Werden  vier  beliebige  Kurvenpunkte 
nebst  ihren  Tangenten  (bezw.  vier  be- 
liebige Tangenten  nebst  ihren  Berüh- 
rungspunkten) in  übereinstimmender 
Reihenfolge  zu  einem  einfachen  Seh- 
nenviereck bezw^  Tangentenvierseit  zu- 
sammengefaßt, so  gehen  die  Verbin- 
dungsgeraden der  Gegenecken  beider 
Vierecke  je  durch  denselben  Punkt, 
und  liegen  die  Schnittpunkte  der  Ge- 
genseiten beider  Vierecke  je  auf  der- 
selben Geraden. 

Erkl.  102.  Eine  Klassenkurve  ist  be- 
stimmt durch  fünf  Taugenten  oder  durch 
vier  Tangenten  nebst  Berührungspunkt 
auf  einer  derselben.  Sind  also  vier 
Tangenten  festgelegt,  so  kann  noch 
irgend  eine  fünfte  Tangente  oder  irgend 
ein  Beridirungspunkt  auf  einer  der  vier 
l'angenten  beliebig  hinzugewählt  werden. 
Wie  diese  Wahl  aber  auch  getroffen 
wird,  —  das  Vierseit  der  vier  ersten 
Tangenten  bleibt  dasselbe,  und  dessen  drei 
Nebenseiten    bilden    dasselbe    Polar- 


eeko  als  den  einen  Eckpunkt  des 
Polardi-eiecks,  und  im  zweiten  Falle 
liegen  die  Schnittpunkte  zu  je  vieren 
auf  derselben  Nebenseite  als  Seite 
des  Polardreiecks. 

4)  Da  das  Dreieck  der  Neben- 
seiten fürs  einfache  Tangenten- 
vierseit dasselbe  bleibt,  wie  auch 
die  Lage  eines  und  folglich  aller 
vier  Bcrülirungspunkte  der  dazu  ge- 
wählten Kurve  sich  ändert,  so  bleibt 
auch  das  Polardreieck  dasselbe 
für  alle  die  Kurven,  welche  die- 
selben vier  Tangenten  besitzen. 
Deren  gibt  es  aber  soviele,  als  auf 
irgend  einer  der  vier  Tangenten 
Punkte  vorhanden  sind,  die  als  Be- 
rührungspunkt ausgewählt  werden 
können.  Folglich  haben  alle  die- 
jenigen (oo')  Kurven  zweiter  Klasse, 
welche  dieselben  vier  Tangen- 
ten in  beliebigen  Punkten  be- 
rühren, das  Dreieck  ihrer  Ne- 
benseiten als  gemeinsames 
Polardreieck. 

5)  Da  das  Dreieck  der  Neben- 
ecken fürs  einfache  Sehnenviereck 
dasselbe  bleibt,  wie  auch  die  Lage 
einer  und  folglicli  aller  vier  Be- 
rührungsgeraden der  dazugewähl- 
ten  Kurve  sich  ändert,  so  bleibt 
auch  das  Polardreieck  dasselbe 
für  alle  die  Kurven,  welche  durch 
dieselben  vier  Punkte  hindurch- 
gehen. Deren  gibt  es  aber  soviel, 
als  durch  irgend  einen  der  vier 
Punkte  Geraden  vorhanden  sind, 
die  als  Tangenten  ausgewählt  wer- 
den können.  Folglich  haben  alle 
diejenigen  (OO^)  Kurven  zweiter 
Ordnung,  welche  durch  dieselben 
vier  Punkte  in  beliebigen 
E  i  c  h  t  u  n  g  e  n  hindurchgehen, 
das  Dreieck  ihrer  Nebenecken  als 
gemeinsames  Polardreieck. 


d  r  e  i  e  c  k  für  alle  diese  Kurven.  Man  wird 

daher  an  dieser  Stelle  erstmals  veranlaßt,  die  Gesamtheit  derjenigen  Klassenkurven 
als  Ganzes  ins  Auge  zu  fassen,  welche  vier  gemeinsame  Tangenten  besitzen:  man 
nennt  diese  Gesamtheit  eine  Kurvenschar,  und  man  sagt,  die  Kurvenschar  ist 
bestimmt  durch  jene  vier  Tangenten,  oder  die  Kurvenschar  stützt  sich  auf  jene 
vier  Tangenten. 
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Ei'kl.  103,  Eine  Ordnungskurve  ist  bestimmt  durch  fünf  Kurvenpunkte  oder 
durch  vier  Kurvenpunkte  nebst  Tangente  durch  einen  derselben.  Sind  also  vier 
Kurvenpunkte  festgelegt,  so  kann  noch  irgend  ein  fünfter  Kurvenpunkt  oder 
irgend  eine  Tangente  durch  einen  der  vier  Punkte  beliebig  hinzugewählt  werden. 
Wie  diese  Wahl  aber  auch  getroffen  wird,  —  das  Viereck  der  vier  ersten  Kurven- 
punkte bleibt  dasselbe,  und  dessen  drei  Nebenecken  bilden  dasselbe  Polar dreieck 
für  alle  diese  Kurven.  Man  wird  dalier  an  dieser  Stelle  erstmals  veranlaßt,  die 
Gesamtheit  derjenigen  Ordnungskurven  als  Ganzes  ins  Auge  zu  fassen,  welche  durch 
vier  gemeinsame  Kurvenpunkte  hindurchgehen:  man  nennt  diese  Gesamtheit  einen 
Kurvenblischel,  und  man  sagt,  der  Kurvenbüschel  ist  bestimmt  durch  jene  vier 
Kurven])unkte,  oder  der  Kurvenbüschel  stützt  sich  auf  jene  vier  Kurvenpunkte. 

Erkl.  104.  Auch  in  der  Planimetrie  erscheinen  die  Begriffe  Kreisbüschel 
und  Kreisschar:  ersterer  als  Gesamtheit  der  Kreise,  welche  durch  zwei  feste 
Punkte  gehen,  letztere  als  Gesamtheit  der  Kreise,  welche  zwei  feste  Tangenten 
haben  (s.  Planimetrie,  VIII.  Teil  und  Figuren  133  und  139  des  IV.  Teiles).  Wie 
dort  für  die  Kreise  desselben  Büschels  bezw.  derselben  Schar  gewisse  gemeinsamen 
Eigenschaften  aufgefunden  werden,  so  gilt  hier  als  erste  gemeinsame  Eigenschaft 
der  sämtlichen  Kegelschnitte  eines  Büschels  bezw.  einer  Schar,  daß  dieselben  ein 
gemeinsames  Polardreieck  besitzen. 


Frage  30.  In  welcher  Beziehung 
steht  das  Polardreieck  zu  den  Teil- 
dreiecken  des  umgeschriebenen 
bezw.  des  eingeschriebenen  Vier- 
ecks? 

Erkl.  105.  Dreiecke  von  der  Art 
wie  AED,  welche  ihre  drei  Punkte 
auf  den  drei  Seiten  des  Polardreiecks 
haben  oder  von  der  Art  aed,  welche 
ihre  drei  Seiten  durch  die  drei  Eck- 
punkte des  Polardreiecks  gehend  haben, 
lassen  sich  auch,  abgesehen  von  den 
vorliegenden  Elementen  der  Figur  20, 
in  unbegrenzter  Anzahl  aufstellen,  sobald 
mittels  eines  beliebig  gewählten  Tan- 
gentenvierseits  oder  Sehnenvierecks  das 
Polardreieck  konstruiert  ist.  Denn  es 
läßt  sich  nachweisen  (vergl.  Aufgabe  40 
und  Erklärung  383  der  Aufgabensamm- 
lung am  Schlüsse  dieses  Teils),  daß,  wenn 
zwei  Elemente  des  Dreiecks  in  vereinig- 
ter Lage  mit  zwei  Elementen  des  Polar- 
dreiecks beliebig  ausgewählt  sind,  dann 
das  dritte  Element  des  Dreiecks  von 
selbst  mit  dem  dritten  Element  des  Polar- 
dreiecks in  vereinigter  Lage  sein  muß. 
Der  Ausdruck  „vereinigte  Lage"  ist  eine 
zusammenfassende  und  abkürzende  Be- 
zeichnung dafür,  daß  irgend  welche 
Punkte   auf    gegebenen    Geraden 


Antwort.  1)  Bildet  man  aus  be- 
liebigen dreien  von  den  vier  Tan- 
genten des  umgeschriebenen  Vier- 
seits  (Figur  20)  ein  Dreiseit,  so  muß 
von  demselben  je  eine  der  Ecken 
auf  einer  der  drei  Seiten  des  Polar- 
dreiecks liegen,  weil  letztere  gebil- 
det sind  von  der  Verbindungsgeraden 
der  Schnittpunkte  je  zweier  der  vier 
Tangenten.  So  liegt  z.  B.  für  das 
Teildreieck  AED  die  Ecke  A  auf  r, 
E  auf  p,  D  auf  q.  Berücksichtigt 
man  außerdem  die  Zuordnung  ent- 
sprechender Seiten  beider  Dreiecke, 
so  findet  sich,  daß  die  Schnittpunkte 
von  AE  mit  q  (=  B),  von  ED  mit 
r  (=  C),  und  von  DA  mit  p  (=  F) 
auf  einer  Geraden  liegen,  näm- 
lich auf  derjenigen  Seite  BCF  des 
Tangentenvierseits,  welche  zur  Bil- 
dung des  Teildreiecks  nicht  ver- 
wendet wurde.  Als  Folgerung  aus 
dieser  letzgenannten  Beziehung  er- 
gibt sich  aber  weiter  (vergl.  Erkl. 
106),  daß  dann  die  Verbindungs- 
geraden entsprechender  Eck- 
punkte durch  einen  Punkt 
gehen    müssen,    also    die    Verbin- 
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liegen,  bezw.  dati  irgend  welclie  Gerade 
durch  gegebene  Punkte  gehen. 

Ei'kl.  106.  Aus  Antwort  6  der  Frage 
29  des  I.  Teils  ergaben  sich  die  auch 
in  Antwort  II  der  Frage  4  des  II.  Teils 
angewandten  Folgerungen  (vergl.  Aufgabe 
73  des  1.  Teils): 

Liegen  die  Schnittpunkte  entsprechen- 
der Seiten  zweier  Dreiecke  auf  einer 
Geraden,  so  gehen  die  Verbindungs- 
geraden entsprechender  Eckpunkte  durch 
einen  Punkt.  —  Und  umgekehrt:  Gehen 
die  Verbindungsgeraden  entsprechender 
Eckpunkte  zweier  Dr(  i  M'ke  durch  einen 
Punkt,  so  liegen  die  .Schnittpunkte  ent- 
sprechender Seiten  auf  einer  Geraden. 

Fiffur 


dungsgeradeu  von  A  mit  R, 
E     „     P, 

D  „  Q- 
2)  Bildet  man  aus  beliebigen 
dreien  von  den  vier  Eckpunkten 
des  eingeschriebenen  Vierecks  (Fig. 
20)  ein  Dreieck,  so  muß  von  dem- 
selben je  eine  der  Seiten  durch  einen 
der  drei  Eckpunkte  des  Polardrei- 
ecks gehen,  weil  letzteres  gebildet 
wird  von  den  Schnittpunkten  der 
Verbindungsgeraden  je  zweier  der 
vier  Kurvenpunkte, 
für   das   Teildreieck 

a  durch 

e 

d       „ 
20. 


So  geht  z.  B. 

aed   die  Seite 

R 

P 

Q. 


Solche  Dreiecke  heü3en  k  o  1 1  i  n  e  a  r  e 
Dreiecke;  wenn  also  von  zwei  Dreiecken 
ausgesagt  ist,  daß  sie  kollinear  seien,  so 
ist  damit  gleichzeitig  jede  der  beiden 
obigen  Beziehungen  aufgestellt.  Und 
diese  Eigenschaft  zum  Polardreieck  be- 
steht nach  nebenstehendem  Satze  10  so- 
wohl für  jedes  aus  Kurvenpunkten  ge- 
bildete Dreieck,  wenn  seine  Seiten 
durch   die  Ecken   eines   Polardreiecks 


Berücksichtigt  man  außerdem  die 
Zuordnung  entsprechender  Eck- 
punkte beider  Dreiecke,  so  findet 
sich,  daß  die  Verbindungsgera- 
den von  (ae)  mit  Q  (=  b), 
von  (ed)  mit  R  (=  c), 
und  von  (d  a)  mit  P  (=  f )  durch 
einen  Punkt  gehen,  nämlich 
durch  denjenigen  Eckpunkt  (bcf) 
des     Sehnenvierecks,    welcher     zur 
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gehen,  als  auch  für  jedes  aus  Kurven- 
tangenten gebildete  Dreiseit,  wenn 
seine  Ecken  auf  den  Seiten  eines 
Polardreiecks  liegen. 

Erkl.  107.  Die  beiden  Ableitungen 
(1  und  2)  der  nebenstehenden  Antwort 
sind  einander  völlig  dualistisch;  es  könnte 
also  die  zweite  unmittelbar  aus  der  ersten 
gefolgert  werden  statt  selbständiger  Auf- 
stellung derselben.  Es  ist  demnach  auch 
jedes  Element  des  erstbehandelteii  Dreiecks 
AED  polar  zugeordnet  dem  entsprechenden 
Element  des  zweiten  Dreiecks  aed,  und 
dementsprechend  die  Gerade  CBF  der 
ersten  Ableitung  polar  zum  Punkt  (cbf) 
der  zweiten,  nämlich  beides  als  Berüh- 
rungspunkt und  Tangente  in  vereinigter 
Lage.  Ebenso  ist  daher  auch  der  gemein- 
same Schnittpunkt  der  drei  Geraden  AR, 
EP,  DQ  der  Pol  der  Verbindungsgerade 
durch  die  drei  Punkte  (ar)  (ep)  (dq). 


Bildung"  des  Teildreiecks  nicht  ver- 
wendet worden  war.  Als  Folgerung 
aus  dieser  letztgenannten  Beziehung 
ergibt  sich  aber  weiter  (vergl.  Erkl. 
106),  daß  dann  die  Schnittijunkte 
e  n  t  s  p  r  e  c  h  e  n  cl  e  r  D  r  e  i  e  c  k  s  s  e  i  t  e  n 
auf  einer  Geraden  liegen 
müssen,  also  die  Schnittpunkte  von 
a  mit  r, 

e     „     P, 
d     „     q. 

3)  Man  erhält  also  die  zusammen- 
fassende Austrage: 

Satz  10.  Ein  Polardreieck  ist 
stets  kol linear  mit  jedem  der 
Kurve  umgeschriebenen  oder  ein- 
geschriebenen Dreieck,  von  welchem 
zwei  und  folglich  alle  drei  Elemente 
mit  den  ungleichartigen  zwei  bezw. 
drei  Elementen  des  Polardreiecks 
sich  in  vereinigter  Lage  befinden 
(d.  h.  Ecken  des  umgeschriebenen 
auf  den  Seiten,  Seiten  des  einge- 
schriebenen durch  die  Ecken  des 
Polardreiecks). 


Erkl.  108.  hl  der  Figur  20  sind  aus 
den  vier  Tangenten  des  umgeschriebenen 
Vierecks  vier  Teil-Dreiecke  zu  bilden, 
nämlich  AED,  AFB,  CEB,  CFD,  und 
ebenso  aus  den  vier  Eckpunkten  des  ein- 
geschriebenen Vierecks  vier  Teildreiecke, 
nämlich  aed,  afb,  ceb,  cfd.    Man  erhält 

daher  durch  vorstehende  Antwort  zugleich  den  Beweis,  daß  die  sechs  in  Figur  20  dünn 
ausgezogenen  Geraden  viermal  zu  je  dreien  durch  einen  Punkt  gehen  müssen, 
nämlich  1)  AR,  EP,  DQ,  2)  AR,  FP,  BQ,  3)  CR,  EP,  BQ,  4)  CR,  FP,  DQ 
(letztere  in  Figur  20  nicht  ganz  ausgezogen).  Dazu  kommt  aber  ferner  die  weitere 
Tatsache,  daß  auch  gewisse  sechs  Schnittpunkte  der  Figur  20  viermal  zu  je  dreien  auf 
einer  Geraden  liegen,  nämlich  auf  den  Polaren  der  vorgenannten  vier  Punkte:  Es 
sind  die  Schnittpunkte  1)  (ar)  (ep)  (dq),  2)  (ar)  (fp)  (bq),  3)  (er)  (ep)  (bq),  4)  (er) 
(fp)  (dq).  Da  die  vorgenannten  vier  Schnittpunkte  (der  dünnen  Linien)  alle  außer- 
halb der  Kurve  lagen,  so  müssen  die  letztgenannten  vier  Verbindungsgeraden  alle  die 
Kurve  schneiden.  Von  den  durch  jene  Schnittpunkte  gehenden  (dünnen)  Linien  ist  aber 
jeweils  nur  eine  eine  Sekante  der  Kurve,  und  folglieh  liegt  auch  von  den  drei 
Punkten  der  letztgenannten  Geraden  immer  nur  ein  einzelner  außerhalb  der  Kurve, 
beide  andern  innerhalb  der  Kurve. 


Frage  31.  Welche  Vereinfachung 
erfährt  die  Figur  20  des  Polar- 
dreiecks, wenn  der  Punkt  F  und  die 
Gerade  e  in  vereinigte  Lage  kommen"? 

Erkl.  109.  Aus  nebenstehender  Ant- 
wort erhellt,  daß  die  Auswahl  für  Figur 
21    um    eine    Stufe  beschränkter   ist,    als 


Antwort.  Die  Figur  20  entstand 
durch  ein  beliebiges  umgeschrie- 
benes Vierseit  AB  CD  oder  einge- 
schriebenes Viereck  ab  cd.  Es  konnte 
also  zu  beliebigem  Punkte  E  ein 
ganz  beliebiger  Punkt  F  hinzukom- 
men, bezw\  zu  beliebiger  Sekante  e 
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die  für  die  vorhere-ehende  Figur  20,  Dort 
ist  willkürlich  sowo'd  Punkt  E  als  F  bezw. 
die  Sekanten  e  und  f  beliebig  in  der  Ebene, 
so  daß  die  Figur  in  vierfach  unendlicher 
Weise  ausgeführt  werden  kann.  Für 
Figur  21  dagegen  ist  willkürlich  zwar 
Punkt  E  bezw.  Sekante  e,  aber  dann  ist 
F  bezw.  f  dadurch  beschränkt,  daß  es  ver- 
einigte Lage  besitzen  muß  mit  e  bezw.  E, 
welche  durch  E  bezw.  e  als  deren  Polar- 
elemente bestimmt  sind,  daher  besteht 
für  Figur  21  nur  noch  dreifach  unendliche 
AusAvahl.  Eine  ebensovielfache,  nämlich 
dreifache  Mannigfaltigkeit  bildet  die  Ge- 
samtheit der  Polardreiecke.  Dasselbe 
Polardreieck  kann  nämlich  erzeugt  werden 
durch  einfach  unendlich  viele  Vierecke 
bezw.  Vierseite  von  der  Art  nach  Fig.  20, 
aber  nui-  durch  ein  einziges  Viereck  bezw. 
Vierseit  von  der  besonderen  Art  der 
Figui-  21. 

Ei'kl.  110.    Schon  in  Figur  20  waren 
q  und   r  zwei    Sekanten    durch    P,    also 


eine  ganz  beliebige  Sekante  f.  Nun 
soll  die  Figur  dahin  vereinfacht 
werden,  daß  nach  beliebiger  Wahl 
von  E  der  Punkt  F  auf  die  Berüh- 
rungssehne e,  d.  h.  auf  die  Polare 
e  verlegt  wird,  bezw.  daß  nach  be- 
liebiger Wahl  von  e  die  Sekante  f 
durch  den  Schnittpunkt  E  der  zu 
e  geJiörigen  Tangenten,  d.  h.  durch 
den  Pol  E  von  e  gelegt  wird.  Beide 
Vorscliriften  erzeugen  dieselbe  Fi- 
gur 21,  denn  da  F  auf  e  liegt,  so 
muß  auch  E  auf  f  liegen,  bezw. 
da  f  durch  E  geht,  muß  auch  e 
durch  F  gehen. 

Es  fallen  daher  von  den  in  Figur 
20  vorkommenden  Schnittpunkten 
und  Verbindungsgeraden  einige  zu- 
sammen, nämlich  (ep)  mit  F,  (fp) 
mit  E,  —  EP  mit  f,  FP  mit  e 
u.  s.  w. 

Jetzt  ist  nicht  nur  PQR  ein  Polar- 
dreieck,   sondern    auch    PEF,    und 
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mußten  sclion  dort  die  8('liiiitt]iiiiikte  dei-  zwar  erzeugt  dnrcli  das  Tangenten- 
Verbindungsgeraden  ihrer  Kurvenpiinkte  vierseit  xyiiv  der  Tangenten  aus 
auf  p  als  der  Pularen  von  P  liegen,  näni-  Q  und  R  bezw.  durch  das  Sehnen- 
licli  der  Schnitti)unkt  von  XU  und  YV  viereck  XYUV  der  Berührungs- 
und  der  von  XV  und  YU.  Denkt  man  punke  dieser  Tangenten  bezw, 
nun  in  Figur  21  einen  der  vier  Kurven-  der  Kurvenpunkte  auf  den  Sekanten 
punkte  mit  einem  der  Punkte  E  oder  F  q  und  r.  Die  ganze  Figur  ist  also 
verbunden,  z.  B.  EV,  und  bezeichnet  den  die  verdoppelte  Figur  20,  nämlich: 
zweiten  Kurvenpunkt  von  EY  für  den  Zwei  umgeschriebene  Vierseite 

Augenblick   mit  Y',   so   ist  jedenfalls  Y'  AB  CD    und    xyuv   mit    gemein- 

der vierte    harmonische   Punkt   zu  E,  V,  sanier    Nebenseite    p    und    deren 

und  dem  Schnittpunkte  von  EY  mit  der  Polpunkt  P  —  und: 

Polaren  e   zu  E.     Da  aber  in  Figur  21  Zwei    eingeschriebene   Vierecke 

FE,  PF,  PQ,  PR  vier  harmonische  Ge-  ab  cd    und   XYUV    mit    gemein- 

raden  sind  (und  das  waren  dieselben  Ge-  sanier    Nebenecke    P    und    deren 

raden  in  Figui*  20  nicht,  da  e  nicht  mit  Polare  p. 

PF    zusammenfiel)     so     wird     derselbe 

vierte  harmonische  Punkt  Y'  auf  EY  auch  ausgeschnitten  durch  den  vierten  hai'- 
monischen  Strahl  r  zu  PE,  PF  und  PY.  Demnach  gelit  die  Kurve  und  die  Gerade 
r  durch  denselben  Punkt  der  Geraden  EY,  d.  h.  die  Gerade  EY  muß  hindurch- 
gehen durch  den  Schnittpunkt  von  r  mit  der  Kurve,  also  durch  den  Punkt  Y,  d.  h. 
Y'  und  Y  sind  identisch.  Daher  geht  umgekehrt  die  Gerade  YY  durch  Punkt  E; 
und  da  YY  und  XU  einander  auf  p  schneiden  müssen,  so  gelit  auch  XU  durch  E. 
Nun  werden  r  und  q  Diagonalen  des  Vierecks  XYUV,  also  müssen  XV  und  YU  beide 
durch  den  vierten  harmonischen  Punkt  zu  EQR  gehen,  nämlich  durch  F. 

Erkl.  111.  Da  nach  voriger  Erklärung  110  die  Sekante  YY  durch  E  geht, 
so  muß  der  Pol  von  YY  auf  der  Polaren  zu  E,  also  auf  e  liegen.  Dieser  Pol  zu 
YY  wird  aber  gebildet  durch  die  Schnittpunkte  der  Tangenten  in  Y  und  Y,  v  und  y. 
Daher  müssen  nun  auch  in  Figur  21  (was  in  Figur  20  ebenfalls  nicht  der  Fall 
war)  die  Schnittpunkte  der  Tangentenpaare  vy  und  ebenso  ux  auf  e,  die  Schnitt- 
punkte der  Tangentenpaare  vx  und  uy  auf  f  liegen.  Und  somit  ist  bewiesen,  daß 
die  Geraden  e  uuf  f  zusammen  mit  p  für  das  eingeschriebene  Viereck  XYUV 
bezw.  für  das  umgeschriebene  Vierseit  xyuv  dieselbe  Bedeutung  haben,  wie  die 
Geraden  q  und  r  mit  p  für  das  eingeschriebene  Viereck  ab  cd  bezw.  das  umge- 
schriebene Vierseit  AB  CD.  Beide  eingeschriebenen  Vierecke  haben  die  Gerade  p 
als  Gerade  des  Paskai,  beide  umgeschriebenen  Vierseite  haben  den  Punkt  P  als  Punkt 
des  Brianchon  —  nur  jeweils  mit  vertauschter  Bedeutung  der  Punkte  RQ  bezw. 
EF  auf  p  und  der  Geraden  rq  bezw.  ef  durch  P. 

Erkl.  112.  Um  die  Analogie  der  Polardreiecke  PEF  und  PQR  vollzumachen, 
wären  noch  für  PEF  diejenigen  Verbindungsgeraden  hinzuzunehmen,  welche  den 
dünnen  Linien  hi  Figur  21  entsprechen,  nämlich  die  Verbindungsgeraden  von  E,  F 
nach  den  Schnittpunkten  des  Tangentenvierseits  xyuv,  wie  in  Figur  20  die  Ver- 
bindungsgeraden von  Q,  R  nach  den  Eckpunkten  AB  CD.  Wie  dort  die  Schnittpunkte 
auf  Pf]  und  PF  liegen  müssen,  so  jetzt  auf  PQ  und  PR.  Und  sonach  gehen  nun 
in  Figur  21   durch  EFQR  je  acht  Gerade,  nämlich: 

durch  E  durch  F  durch  Q  durch  R 

1./2.  Die  zwei  Seiten  des  Polardreiecks:              p,  f  p,  e  p,  r           p,  q 
3.  4.  die  beiden  Kurventangenten  als  Seiten 

des  umgeschriebenen  Vierseits:                  AB,  CD  BC,  AD  u,  v           x,  y 
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5./6-  zwei  Sekanten  der  Kurve  als  Seiten 
des  eingeschriebenen  Vierecks: 

1.1%.  die  beiden  Verbindungsgeraden  nach  den 
Eckpunkten  des  nicht  durch  dieselben 
Ecken  gehenden  Tangentenvierseits,  also 
nach : 


XU,VY     XV,  UY       b,  d 


a,  c 


(xu),(vy)  (xv),(uy)     B,  D  A,  C. 


g)   Konjugierte   Elemente. 


Frage    152.      Was    versteht    man 
unter  konjugierten  Elementen"? 

Erkl.  113.  Zu  dem  Begriff  der 
„konjugierten  Elemente'"''  gehört  als 
selbstverständlich  zunächst  die  Zu- 
ordnung zu  einer  gegebenen  Kurve, 
mit  welcher  die  behandelten  Elemente, 
Punkte  bezw.  Geraden,  in  einer  Ebene 
liegen.  Die  Elemente  sind  also  konju- 
giert „i  n b  e  z  u  g  auf  die  gegebene 
Kurve".  Und  zwar  gehört  zum  Be- 
griff des  konjugiertseins  als  Voraus- 
setzung die  Zuordnung  der  Polarität 
inbezug  auf  die  gegebene  Funda- 
mentalkurve. Wenn  für  eine  andere 
Fundamentalkurve  die  Polarität  aufgestellt 
wird,  so  hat  auch  jeder  beliebige  Punkt 
bezw.  jede  beliebige  Gerade  wieder  ver- 
schiedene konjugierte  Elemente. 

Erkl.  114.  Sind  P  und  Q  zwei 
konjugierte  Punkte  und  p,  q  deren 
Polaren,  so  liegt  P  auf  q,  Q  auf  p, 
bezw.  p  geht  durch  Q,  q  geht  durch  P^ 
zu  P  ist  nicht  nur  Q  konjugierter  Punkt, 
sondern  auch  jeder  andere  Punkt  auf  p, 
zu  Q  ist  jeder  Punkt  auf  q  ein  konju- 
gierter Punkt,  darunter  also  auch  P. 
Ist  also  Q  ein  konjugierter  Punkt 
zu  P,  so  ist  auch  P  ein  konjugierter 
Punkt  zu   Q. 

Sind  p  und  q  zwei  konjugierte 
Geraden,  and  P  und  Q  deren  Polpunkte, 
so  geht  p  durch  Q,  q  durch  P  bezw. 
P  liegt  auf  q,  Q  liegt  auf  p ;  zu  p  ist  nicht 
nur  q  konjugierte  Gerade,  sondern  auch 
jede  andere  Gerade  durch  P,  zu  q  ist 
jede  Gerade  durch  Q  eine  konjugierte 
Gerade,  darunter  also  auch  p.  Ist 
also   q   eine  konjugierte   Gerade 


Antwort.  1)  Unter  konju- 
gierten Elementen  verstellt 
man  je  zwei  solche  Elemente,  deren 
eines  mit  dem  Polarelement  des 
anderen  sich  in  vereinigter  Lage 
befindet:  Dann  muß  nach  Satz  7 
auch  das  andere  Element  mit  dem 
konjugierten  des  ersten  sich  in  ver- 
einigter Lage  befinden.  Von  zwei 
konjugierten  Punkten  liegt  da- 
her jeder  auf  der  Polarge- 
r  a  d  e  n  des  anderen,  von  zwei 
konjugierten  Geraden  geht 
jede  durch  den  Polpunkt  der 
anderen. 

2)  Zu  einem  beliebig  gegebenen 
Punkte  P  gibt  es  also  in  der 
Ebene  unendlich  viele  konju- 
gierte Punkte,  nämlich  jeden 
Punkt  seiner  Polaren  p;  auf  einer 
bestimmten  Geraden  g  aber 
gibt  es  zu  einem  sonstigen  beliebig 
gegebenen  Punkte  P  nur  einen  ein- 
zigen  konjugierten  Punkt, 
nämlich  den  Schnittpunkt  (gp)  dieser 
Geraden  g  mit  der  Polaren  p  des 
ersten.  Und  unter  den  sämtlichen 
Punkten  einer  gegebenen  Geraden  g 
sind  bloß  je  zwei  bestimmte 
einander  konjugiert,  nämlich  je 
ein  Punkt  P  bezw.  Q  usw.  und  der 
Schnittpunkt  der  Geraden  g  je  mit 
der  zugehörigen  Polaren  p,  q  .  .  ., 
also  P  und  (gp),  Q  und  (gq) . .  usw. 

3)  Zu  einer  beliebig  gegebenen 
Geraden  p  gibt  es  in  der  Ebene 
unendlich  viele  konjugierten 
Geraden,  nämlich  jede  Gerade 
durch  ihren  Pol  P;  durch  einen 
bestimmten  Punkt   A   aber   gibt 
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zu    p,    so    ist    auch    p    eine    konju- 
gierte Gerade  zu  q. 

Erkl.  115.  Die  Zuordnung  der  kon- 
jugierten  Elemente  in  der  ganzen 
Ebene  der  Kurve  ist  keine  eindeutige 
Zuordnung,  denn  zu  jedem  Elemente  ge- 
hören unendlich  viele  andere  als  konju- 
gierte; aucli  liegen  konjugierte  Elemente 
im  allgemeinen  getrennt,  und  die  Kur- 
veneleniente  selber  bilden,  wie  schon 
in  Antwort  25  erwähnt  wurde,  die  ein- 
zigen Ausnahmselemente,  welche  mit  ihren 
konjugierten  vereinigt  liegen,  also  sieh 
selbst  konjugiert  sind.  Nur  wenn  kon- 
jugierte Punkte  derselben  Geraden 
oder  konjugierte  Gerade  durch  den- 
selben Punkt  behandelt  werden,  wird 
die  Zuordnung  zu  einer  ein  —  ein- 
deutigen, indem  dann  jedem  Element 
ein    bestimmtes    anderes    zugeordnet  ist, 

und  dazu  noch  von  der  besonderen  Art,  daß  wenn  zu  einem  gegebenen  ersten  ein 
bestimmtes  zweites  gehört,  dann  auch  zu  diesem  zweiten  wieder  dasselbe  erste 
zugeordnet  ist.  Ganz  besondere  Art  der  Zuordnung  aber  entsteht,  wenn  die  vor- 
genannten Kurvenelemente  selbst  betrachtet  werden:  Zu  einem  Kurvenpunkt  ge- 
hören als  konjugierte  Punkte  sämtliche  Punkte  seiner  Tangente,  darunter  er 
selber,  und  umgekehrt  gehören  zu  einem  Punkt  dieser  Tangente  als  konjugierte 
sämtliche  Punkte  seiner  durch  den  Berührungspunkt  gehenden  Polaren,  darunter 
wieder  der  Berührungspunkt  selbst;  zu  einer  Tangente  gehören  als  konju- 
gierte Gerade  sämtliche  Geraden  durch  ihren  Berührungspunkt,  darunter  sie 
selber,  und  umgekehrt  gehören  zu  einer  Geraden  durch  diesen  Kurvenpunkt  als 
konjugierte  sämtliche  Strahlen  durch  ihren  auf  der  Tangente  des  Kurvenpunktes 
liegenden  Pol,  darunter  wieder  die  Tangente  selbst. 


es  zu  einer  sonstigen  beliebigen 
Geraden  p  nur  eine  einzige  kon- 
jugierte Gerade,  nämlich  die 
Verbindungsgerade  A  P  dieses 
Punktes  A  mit  dem  Pol  P  der 
ersteren.  Und  unter  den  sämtlichen 
Strahlen  eines  gegebenen  Punktes 
A  sind  bloß  je  zwei  bestimmte 
einander  konjugiert,  nämlich  je  ein 
Strahl  p  bezw.  q  usw.  und  die  Ver- 
bindungsgerade des  Punktes  A  je  mit 
dem  zugehörigen  Polpunkte  P,  Q, . . 
also  p  und  AP,  q  und  AQ...  usw. 

4.  Kurvenpunkte  unrl  Kur- 
ventangenten  sind  jedes  sich 
selbst  konjugiert,  da  sie  mit 
ihrem  eigenen  polar  zugeordneten 
Elemente  vereinigt  liegen. 


Frage  33.  Welche  besondere 
Lagebeziehungen  bestehen  zwischen 
konjugierten  Elementen? 

FiiTur   22. 


Antwort.  1)  Ein  Punkt  Qs 
innerhalb  der  Kurve  und  ein 
Kurvenpunkt  selber  haben  ihre  kon- 
jugierten Punkte  sämtlich  außer- 
halb der  Kurve;  ein  äußerer 
Punkt  Q_.  dagegen  besitzt  sowohl 
innere  als  äußere  konjugierte.  — 
Eine  außerhalb  der  Kurve  ver- 
laufende Gerade  qs  und  eine 
Tangente  haben  nur  schneidende 
Geraden  als  konjugierte;  eine 
schneidende  Grade  q..  dagegen 
hat  sowohl  schneidende  als  nicht- 
schneidende konjugierte. 

2)  Sind  zu  einem  Punkt  P  zwei 
andere  Punkte  Qo  und  Q-,  als  kon- 
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Erkl.  116.  In  Figur  22  sind  die 
Punkte  P  und  Q2  äuüere  Punkte,  folg- 
lich gibt  es  für  dieselben  sowohl  konju- 
gierte Punkte  innerhalb  der  Kurve,  näni- 
licli  auf  der  Innenstrecke  der  zugelicirigen 
Bcrührungs.sehne,  als  auch  außerhalb  der 
Kurve,  nämlich  auf  den  beiden  Außen- 
strecken derselben  zwei  Berührungssehnen. 
Ebenso  hat  die  schneidende  Gerade  q^ 
als  konjugierte  Geraden  sowohl  alle  die 
Kurve  schneidenden  Strahlen  im  Innen- 
winkel der  Tangenten  von  Q^,,  nls  nuch  alle 
die  Kurve  nicht  schneidenden  Strahlen 
in  den  Nebenwinkeln  dieses  Winkels.  — 
Für  einen  Kurvenpunkt  sind  konjugiert  alle 
Punkte  seiner  Tangente,  und  diese  liegen 
samtlicli  außerhalb;  außerdem  ist  der 
Knrxciipunkt  auch  noch  sicli  selber 
konjugiert.  Für  eine  Tangente  sind 
konjugiert  alle  Strahlen  durch  ihren  Be- 
rührungspunkt, und  diese  schneiden  sämt- 
lich die  Kurve;  außerdem  ist  die  Tangente 
auch  noch  sich  selbst  konjugiert. 

Ei'kl.  117.  Man  kaini  den  Inhalt  des 
zweiten  Teils  nebei. stehender  Antwort 
folgendermaßen  in  Worte  kleiden : 

Satz  a:  Die  Verbindungsgerade 
zweier  zum  gleichen  Punkte  kon- 
jugierten Punkte  ist  die  Polare 
dieses  Punktes. 

Satz  b:  Der  Schnittpunkt  zweier 
zur  gleichen  Geraden  konjugierten 
Geraden  ist  der  Pol  dieser  Geraden. 
Dabei  brauchen  durchaus  niclit  Q-..  Q3 
bezw.  q.j  q;j  selber  konjugierte  Elemente 
zu  sein.  Ebenso  lassen  sich  für  den 
dritten  Teil  die  Sätze  formulieren: 

Satz  c:  Sind  zwei  Punkte  kon- 
jugiert, so  sind  auch  ihre  Polaren 
konjugierte  Strahlen. 

Satz  d:  Sind  zwei  Geraden  konju- 
giert, so  sind  auch  ilire  Pole  kon- 
jugiei'te  Punkte. 

Erkl.  IIS.  Der  vierte  Abschnitt 
nebenstehender  Antwort  gilt  für  jedes 
Paar  konjugierter  Punkte,  von  welchem 
der  eine  Punkt  innerhalb  der  Kurve 
liegt.  Denn  sowie  ein  Punkt  innerhalb 
der  Kurve  liegt,  so  muß  jeder  Strahl 
durch  ihn,  also  auch  die  Verbindungs- 
>erade  der  beiden  Punkte  P,  Q  die  Kurv(> 
schneiden:   und  auf  dieser  Verbinduuirs- 


jufrierte  l^unkte  bekannt,  so  muß 
die  Verbindung-sgerade  Q2  Q3  die 
Polare  z."u  P  sein,  da  ja  sowohl 
Qj  als  Q.j  auf  der  Polaren  zu  P 
liefen  müssen.  —  Sind  zu  einer 
Geraden  ])  zwei  andere  Gerade 
cp.)  und  q.i  als  konjugierte  Ge- 
rade bekannt,  so  muß  der  Schnitt- 
punkt (q-.  q.s)  der  Pol  zu  P  sein, 
da  ja  sowohl  q.2  als  q^  durch  den 
Pol  von  P  gehen  muß. 

8)  Sind  P  und  Q  zwei  konjugierte 
Punkte,  p  und  q  ihre  Polaren,  so 
liegt  Q  auf  p,  P  auf  q:  also  geht 
p  durch  Q,  q  durch  P,  d.  h.  jede 
der  zwei  Geraden  p  und  q  geht 
durch  den  Pol  der  andern.  — 
Sind  umgekehrt  p  und  q  zwei 
konjugierte  Geraden,  P  und  Q  ihre 
Pole,  so  geht  p  durch  Q,  q  durch 
P:  also  liegt  Q  auf  p,  P  auf  q, 
d.  h.  jeder  der  zwei  Punkte  P  und 
Q  liegt  auf  der  Polaren  des  andern. 
Demnach  sind  die  polaren 
Elemente  zweier  konjugierten 
Punkte  oder  Geraden  selber 
wieder  konjugierte  Elemente. 

Fisur  23. 


4)  Wenn  von  zwei  konjugierten 
Punkten  P,  Q  der  Punkt  P  inner- 
halb der  Kurve,  also  der  andere  Q 
außerhalb  der  Kurve  liegt,  so  ent- 
stellt der  Pol  ß  zur  Verbindungs- 
geraden PQ  als  Schnittpunkt  der 
Tangenten  in  denKurvenpunkten  die- 
ser Geraden  r.  Nun  muß  die  Polare 
zu  P  durch  Q  gehen,  weil  Q  und  P 
konjugiert  sind,  und  sie  muß  durch 
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geraden  müssen  die  beiden  konjiijj,ierten 
Punkte  mit  den  beiden  Kurvensclinitt- 
punktcn  liarmoniscli  liegen.  Der  dritte 
Punkt  1\,  welcher  zum  Beweis  benutzt 
wird,  nmß  als  Tangentensehnittj)unkt 
außerlialb  der  Kurve  liegen,  und  da  er 
auf  (j  liegt,  muß  er  z  i  Q  konjugiert 
sein.  Demnacli  sind  sowohl  P  und  (^), 
als  P  und  R,  als  Q  und  R  konjugierte 
Punkte.  Aber  die  Verbindungsgerade 
von  QR  trifft  die  Kurve  nicht.  Will 
man  also  diese  Möglichkeit  auch  im  Wort- 
laut ausschließen,  so  würde  man  folgenden 
Satz  auszusprechen  haben: 

Satz.  Wenn  die  Verbiiidungs- 
gerade  zweier  konjugierter  Punkt e 
die  Kurve  schneidet,  so  muü  stets 
einer  der  beiden  Punkte  innerhalb 
der  Kurve  liegen  und  zwar  als 
vierter  harmonischer  Punkt  zu  den 
Kurvenschnittpunkten  der  Verbin- 
dungsgerade und  dem  anderen  kon- 
jugierten Punkte. 

Krkl.  119.  Dieselbe  Überlegung  gilt 
für  jedes  Paar  konjugierter  Strahlen,  von 


R  gehen,  weil  P  auf  r  liegt,  also 
ist  RQ  die  Polare  von  P-  Auf  ihr 
liegt  aber  Q,  und  folglich  müssen 
nach  xU)satz  /  der  Sätze  2a,  5a,  6a 
P  und  Q  notwendig  vier  harmo- 
nische Punkte  bilden  mit  den 
Kurvenschnittpunkten  von  PQ. 
Wenn  von  zwei  konjugierten 
Geraden  p  q  die  eine  Gerade  q  die 
Kurve  in  zwei  Punkten,  also  die 
andere  Grade  p  die  Kurvte  gar  nicht 
trifft,  so  entsteht  die  Polare  r  zum 
Schnittpunkt  (i)q)  als  Berührungs- 
sehne der  Kurventangenten  aus 
diesem  Schnittpunkte  R.  Nun  muß 
der  Pol  von  p  auf  q  liegen,  weil 
q  und  p  konjugiert  sind,  und  er 
muß  auf  r  liegen,  weil  p  durch  R 
geht,  also  ist  (rq)  der  Pol  von  p. 
Durch  ihn  geht  aber  q,  und  folglich 
müssen  nach  Absatz  }'  der  Sätze  2, 
5,  0  p  und  q  notwendig  vier 
harmonische  Strahlen  bilden 
mit  den  Kurventangenten 
aus  (pq). 


welchem    der    eine     Strahl     die     Kurve 

nicht  schneidet.  Denn  sowie  eine  Gerade  außerhalb  der  Kurve  liegt,  so  muß  jeder 
Punkt  auf  ilir,  also  auch  der  Schnittpunkt  beider  Geraden  pq,  außerhalb  der 
Kurve  liegen  und  zwei  Tangenren  an  dieselbe  ergeben;  und  zu  diesen  Taugenten 
müssen  die  beiden  konjugierten  Geraden  harmonisch  liegen.  Die  dritte  Gerade  r, 
welche  zum  Beweis  benutzt  wird,  muß  als  Verbindungsgerade  mit  einem  inneren 
Punkte  die  Kurve  schneiden,  und  da  sie  durch  Q  geht,  muß  sie  zu  cj  konjugiert 
sein.  Demnach  sind  sowohl  p  und  q,  als  p  und  r,  als  q  und  r  konjugierte  Ge- 
raden. Aber  der  Schnitt) lunkt  von  q  r  liegt  innerlialb  der  Kurve.  Soll  also  diese 
Möglichkeit  auch  im  Wortlaute  ausgeschlossen  werden,  so  wäre  das  Ergebnis 
folgendermaßen   auszusprechen: 

Satz.  Wenn  der  8clinitt])unkt  zweier  konjugierten  Geraden  außerhalb 
der  Kurve  liegt,  so  muß  stets  eine  der  beiden  Geraden  durch  die  Kurve 
hindurchgehen  und  zwar  als  vierter  harmonischer  Strahl  zu  den  Kurven- 
taugenteu  aus  dem  Schnittpunkt  und  der  anderen  konjugierten  (Jeraden. 


Frage  34.     Welche   allgemeine  Lageverwandtschaft  konjugierter   Ele- 
mente (rgibt  sich  aus  den  Sätzen  8  und  Sa? 

Antwort. 

1)    Denkt    man    sich    zu    jedem  1)    Denkt    man    sich    zu    jedem 

Punkte  einer  Punktreihe  ti  in  Fig.  Strahl    eines    Strahlenbüschels    mit 

24  oder  25   die  Polare  konstruiert,  Scheitel  S  oder  P  in  Figur  24  oder 

so  bilden  die  Polaren,  w^elche  nach  25    den    Pol   konstruiert,   so   bilden 

Satz   7   sämtlich  durch   den   Pol   P  diese  Polpunkte,  welche  nach  ^atz  7 
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des  Trägers  t  hindurchgehen  müssen, 
einen  Büschel  S,  und  nach  Satz  8  ist 
ti  Ä  S.  Bezeichnet  man  mit  t.,  die 
Punktreihe,  welche  durch  den  Büschel 
S  auf  demselben  Träger  der  Punkt- 
reihe ti  ausgeschnitten  wird,  so  be- 
steht   die    Punktreihe    to    aus    eben 


Figur  24. 


sämtlich  auf  der  roiaren  p  des 
Scheitels  P  liegen  müssen,  eine 
Punktreihe  ti;  und  nach  Satz  8  ist 
ti  7\  S.  Bezeichnet  man  mit  S'  den 
Strahlonbüschel,  durch  welchen  die 
Punktri'ihe  ti  aus  demselben 
Scheitel  P  des  Büschels  S  projiziert 


^2       ^-^ 

£2  ig 

tien  Punkten  auf  t,  welche  auf  den 
Polaren  der  Punkte  der  Reihe  ti 
liegen,  also  aus  den  konjugierten 
Punkten  der  Reihe  ti^  Da  aber 
ST^ti,  so  ist  auch  ti  A  t2.  Also 
bilden  die  auf  derselben  Ge- 
raden t  liegenden  Paare  konju- 
gierter Punkte  die  zugeord- 
neten Punktpaare  zweier  auf 
vereinigtem  Träger  liegenden 
projektivisch  verwandten 
Punktreihen. 


2)  Denkt  man  sich  nun  den 
Strahlenbüschel  S  von  einer  andern 
Geraden  ts  geschnitten,  so  wird 
durch  die  Gesamtheit  der  Strahlen 
des  Büschels  S  auch  auf  ts  eine 
zu  S  perspektivisch  liegende  Punkt- 
reihe ts  ausgeschnitten,  deren  Punkte 
also  projektivisch  zugeordnet 
sind  zu  S  und  zu  ti.  Man  hat 
also   auf   ti    und    U    zwei   projek- 


wird,  so  besteht  dieser  Strahlbüschel 
S'  aus  eben  den  Strahlen  durch  P, 
welche  durch  die  Polpunkte  der 
Strahlen  des  Büschels  S  hindurch- 
gehen, also  aus  den  konjugierten 
Str^ahlen  des  Büschels  S.  Da  aber 
S'Äti,  so  ist  auch  SAS'.  Also 
bilden  die  durch  denselben 
Punkt  P  gehenden  Paare  kon- 
jugierter  Strahlen  die  zu- 
geordneten S  t  r  a  h  1  e  n  p  a  a  r  e 
zweier  durch  vereinigten  Schei- 
tel laufenden  projektivisch 
verwandten     Strahlenbüschel. 

2)  Denkt  man  sich  nun  die  Punkt- 
reihe ti  aus  einem  andern  Scheitel 
S3  projiziert,  so  wird  durch  die 
Gesamtheit  der  Punkte  von  ti  auch 
in  S3  ein  zu  ti  perspektivisch 
liegender  Strahlenbüschel  S3  er- 
zeugt, dessen  Strahlen  also  projek- 
tivisch zugeordnet  sind  zu  tj  und 
zu  S.  Man  hat  also  in  S  und  S3 
zwei    projektivische   Strahlen- 


Konjugierte  Elemente. 
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tiviscbe  Punktreihen  ti  A  t;,,  in-  büscliel  S  A  S3,   indem  man  jedem 

dem   man  jedem    Punkte    A,    B,    C  Strahle   a,   h,    c   von   S    denjenigen 

von   ti     denjenigen     Punkt    von    t^  Strahl    von    S:^    zuordnet,    welcher 

zuordnet,   welcher  auf   dem  Träger  den   Pol    der   Strahlen   a,   b,    c  mit 

ts    durch    die    Polare    des    Punktes  S    vei-bindet,    d.    h.    durch    Zuord- 

A,  B,  C  ausgeschnitten  wird,  d.  h.  nung  der  konjugierten  Strahlen 

durch    Zuordnung     der     konju-  von  S^  und  S3. 
gierten  Punkte  von  ti  und  t^. 


Fieiir  25 


3)  Solche  zwei  projektivisch  ver- 
wandte Punktreihen  erzeugen  aber 
durch  die  Verbindungsgeraden  ent- 
sprechender Punkte  einen  Strahlen- 
büschel zweiter  Klasse,  wenn 
der  Schnittpunkt  beider  Träger 
nicht  etwa  sich  selbst  zugeordnet, 
d.  h.  im  vorliegenden  Falle  sich 
selbst  konjugiert  ist.  Da  lezteres 
nur  für  Kurvenpunkte  zutrifft, 
so  könnte  diese  Ausnahme  an 
Fig.  24  nur  dann  eintreten,  wenn 
die  Gerade  U  gerade  durch  einen 
der  beiden  Punkte  X  oder  Y  hin- 
durchginge. In  Fig.  25  ist  das 
Zerfallen  der  Kurve  zweiten  Grades 
unmöglich,  da  ti  gar  keine  sich  selbst 
konjugierten  Punkte  l)esitzt. 

4)  Man  erhält  also  die  Sätze: 

Satz  11.  Die  Verbindungs- 
geraden der  inbezug  auf  eine  ge- 
gebene Kurve  konjugierten 
Punkte  zweier  beliebigen  Ge- 
raden: 

....  gehen  durch  einen  Punkt, 
wenn    der  Schnittpunkt  der  beiden 

Sachs,  Projektivische  (neuere)  (Teometrie.     lU. 


3)  Solche  zwei  projektivisch  ver- 
wandte Strahlenbüschel  erzeugen 
aber  durch  die  Schnittpunkte  ent- 
sprechender Strahlen  eine  Punkt- 
reilie  zweiter  Ordnung,  wenn 
die  Verbindungsgerade  beider 
Büschelscheitel  nicht  etwa  sich  selbst 
zugeordnet,  d.  h.  im  vorliegenden 
Falle  sich  selbst  konjugiert  ist.  Da 
letzteres  nur  für  Kurventangenten 
zutrifft,  so  könnte  eine  Ausnahme 
an  Fig.  24  nur  dann  eintreten,  wenn 
der  Scheitel  S^  gerade  auf  einer 
der  beiden  Tangenten  x  oder  y  liegen 
würde.  In  Fig.  25  ist  das  Zerfallen 
der  Kurve  zweiter  Ordnung  unmög- 
lich, da  S  gar  keine  sich  selbst 
konjugierten  Strahlen  besitzt. 

4)  Man  erhält  also  die  Sätze: 

Satz  IIa.  Die  Schnittpunkte 
der  inbezug  auf  eine  gegebene  Kurve 
konjugierten  Strahlen  zweier 
beliebigen  Punkte: 

....  liegen  auf  einer  Geraden, 
wenn    die    Verbindungsgerade    der 
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Geraden  auf  der  gegebenen  Kurve  beiden  Punkte  die  gegebene  Kurve 

liegt,  bezw.  berührt,  bezw. 

....  umhüllen      eine     Kurve  erfüllen      eine     Kurve 

zweiter  Klasse,  wenn  der  Schnitt-  zweiter  Ordnung,  wenn  die  Ver- 
punkt  der  beiden  Geraden  nicht  bindungsgerade  der  beiden  Punkte 
ein  Kurvenpunkt  der  gegebenen  nicht  Kurventangente  der  ge- 
Kurve ist.  gebenen  Kurve  ist. 

Erkl.  120.  Die  in  den  fi-ülieren  Erklärungen  118,  119  formulierten  Sätze  lassen  sich 
ausnützen  als  weitere  Beweise  für  die  in  Satz  8  a  aufgestellten  Behauptungen  an  der 
Figur  24,  woselbst  die  Sekante  XY  die  Kurve  schneidet,  bezw.  der  Punkt  P^S 
außerhalb  der  Kurve  liegt.  Dagegen  sind  dieselben  nicht  anwendbar  auf  die  Lage 
der  Elemente  in  Fig.  25,  wo  die  Yerbindungsgerade  p  die  Kurve  nicht  trifft  bezw. 
Punkt  P  innerlialb  der  Kurve  liegt.  Schon  in  Erkl.  65  war  vorläufig  für  die  zu- 
geordneten Elemente  der  Name  konjugierter  Punkte  bezw.  konjugierter 
Strahlen  angeführt  worden.  Die  Art  und  Weise  dieser  Lagebeziehung  besteht  aber 
nicht  nur  für  die  Lage  der  Elemente  an  Fig.  24,  sondern  auch  an  Fig.  25,  und 
sie  ist  so  besonderer  und  wichtiger  Art,  daß  ihrer  Untersuchung  ein  besonderes 
Kapitel  (Abschnitt  3    dieses  Bandes)  gewidmet  wird. 

Erkl.  121.  Die  projektivischen  Gebilde  in  vereinigter  Lage,  welche  im  ersten 
Teile  der  obenstehenden  Antwort  aufgeführt  sind,  eizengen  keine  neuen  Gebilde, 
wohl  aber  jene  getrennten  projektivischen  Gebilde,  welche  im  folgenden  auftreten, 
Bemerkenswert  bleiben  dabei  die  gemeinschaftlichen  Elemente  der  beiden  projek- 
tivisch  verwandten  Gebilde.  Denn  wenn  diese  selbstentsprechend  sind,  so  be- 
befinden sich  die  Gebilde  in  perspektivischer  Lage,  und  das  Erzeugnis  ist  keine  all- 
gemeine Kurve  zweiten  Grades,  sondern  zerfällt  in  Gebilde  erster  Stufe.  Daher 
muß  ausdrücklich  die  Uutei'scheidnng  getroffen  werden,  welche  im  Satz  11  zur 
Zweiteilung  des  Satzes  führt. 

Erkl.  122.  Es  ist  nicht  schwer,  die  nach  den  Sätzen  11  und  IIa  erzeugten 
Gebilde  durch  Festlegung  einzelner  Elemente  näher  zu  bestimmen.  Liegt  der  Schnitt- 
punkt der  beiden  Geraden  in  Satz  11  auf  der  Kurve,  so  liefern  die  beiden  Ge- 
raden zwei  weitere  Kurvenschnittpunkte  und  der  Pol  ihrer  Sehne  ist  der  erzeugte 
Punkt.  Berührt  die  Verbindungsgerade  der  beiden  Punkte  in  Satz  IIa  die  Kurve, 
so  liefern  die  beiden  Scheitel  zwei  weitere  Kurventangenten,  und  die  Polare  ihres 
Schnittpunktes  ist  die   erzeugte  Gerade. 

Erkl.  123.  Ebenso  können  einzelne  Elemente  der  nach  Satz  11  erzeugten  Kurven 
festgelegt  werden.  Denn  die  Träger  der  beiden  Piinktreihen  sind  jedenfalls  Tan- 
genten der  Kurve,  und  die  Berührungspunkte  auf  ihnen  werden  ausgeschnitten  als 
Schnittpunkte  der  beiden  Geraden  mit  der  Polare  des  Trägerschnittpuuktes,  Avelche 
selbst  stets  Berührungssehne  der  erzeugten  Kurve  ist.  Auf  gleiche  Weise  ergeben 
sich  als  Elemente  der  nach  Satz  IIa  erzeugten  Kurve  zunächst  die  Scheitelpunkte 
der  beiden  Strahlenbüschel  als  Kurvenpunkte,  und  die  Tangenten  in  ihnen  entstehen 
als  Verbindungsgeraden  der  Büschelscheitel  nach  dem  Pol  des  Verbindungsstrahls 
beider  Scheitel,  welcher  selbst  stets  Tangentenschnitti)unkt  der  erzeugten  Kui-ve  ist, 
also  stets  außerhalb  der  Kurve  liegt. 


über  die  Mittelpiinktseigenscliafteu  der  Kurven  zweiten  Grades. 


67 


2.  Ueber  die  Mittelpunktseigenschaften  der  Kurven  zweiten  [Grades. 

a)  Der  Kurveiimi ttel])iiiikt. 


l'rtija^e  35.  Wie  gelangt  man  in 
der  projektivisclien  Geometrie  zu  den 
Maßbeziehnngen    der    Kurven*? 

Erkl.  124.  Auch  die  strengste  Durcli- 
fUhruug  der  projekti^■isollen  (ileometrie  wird 
nicht  verzichten  können  auf  das  Herein- 
bezielien  der  unendlicli  fernen  Elemente 
der  Ebene,  also  des  rarallelenzieliens  usw. 
So  wie  man  aber  die  Eigenschaften  der 
harmonischen  Beziehung  und  der  Polarität 
auf  unendlich  ferne  Punkte  und  Ge- 
raden anwendet,  so  erhält  man  ganz  von 
sellist  die  Mittelpunktseigenschaften  der 
Strecke  und  der  Kurve. 


Antwort.  Obgleich  die  projek- 
tivische  Geometrie  an  sich  voll- 
kommen absieht  von  der  Unter- 
suchung solcher  Eigenschaften, 
welche  Maßbeziehungen  enthalten, 
so  drängt  sich  manchmal  derartiges 
dennoch  der  Betrachtung  auf.  Und 
zwar  bieten  sich  die  Mittel- 
j)  u  n  k  t  s  e  i  g  e  n  s  c  h  a  f  t  e  n  un- 
gezwungen dar  als  einfache  An- 
wendung der  Polaritätsbezie- 
hungen auf  die  u  n  e  n  d 1 i  c  h 
fernen  Elemente  der  Kurven- 
ebene. 


Frage  36.  Welche  Besonderheiten 
zeigt  der  P  o  1  p  u  n  k  t  einer  gegebenen 
Geraden,  wenn  diese  Gerade  zur  un- 
endlich fernen  Geraden  der  Ebene 
wird? 

Erkl.  125.  Die  Eigenschaften  des  Pol- 
punktes zur  unendlich  fernen  Gera- 
den entspringen  aus  den  zweierlei  Quellen, 
deren  erste  von  den  Beziehungen  des 
Poles  zu  gegebener  Gerade,  deren  zweite 
von  den  Beziehungen  der  Polaren  zu  ge- 
gebenem Punkte  geliefert  wird :  dieersteren 
ergeben  sich  aus  Satz  2,  wenn  p  als  un- 
endlich ferne  Gerade  gegeben  ist,  die 
letzteren  aus  Satz  2  a,  Avenn  P  so  gewählt 
werden  S(dl,  daß  p  zur  unendlich  fernen 
Geraden  werden  muß.  Nach  dem  ersten 
Teil  wird  der  zu  untersuchende  Punkt 
zum  Punkt  des  Brian clion  für  jedes 
Tangente  n  parallel  o  g  r  a  m  m ,  näml  i  ch 
zum  Diagonalenschnittpunkt,  d.  h.  zum 
Mittelpunkt  jedes  umgeschriebenen 
Parallelogramms.  —  Die  vierte  harmo- 
nische Gerade  zu  zwei  Parallelen  wird 
dann  deren  Mittelparallele,  wenn  die  vierte 
zugeordnete  unendlich  fern  rückt;  denn 
auf  jeder  Schneiden;len  müssen  a  ier  har- 
monische Punkte  ausgeschnitten  werden, 
und  da  deren  einer  unendlich  fern  liegt, 
so  muß  der  andere  stets  in  der  Mitte 
liegen. 


Antwort.  1)  Wenn  der  Pol  ge- 
sucht wird  zu  der  unendlich 
fernen  Geraden  der  Ebene,  so 
rücken  die  Punkte  E  und  F  der 
Fig.  4  und  5  ins  Unendliche,  das 
um-  bezw.  angeschriebene  Vierseit 
wird  ein  Tangenten-Parallelo- 
gramm, und  durch  den  Polpunkt 
P  gehen  nach  Satz  2: 

«)  die  Diagonalen  jedes  Tan- 
gentenparallelogramms, 

ß)  die  Berührungssehne  jedes 
parallelen  Tangentenpaares, 

y)  die  Mittelparallelen  jedes 
Tangentenparallelogramms, 

•V)  die  Kurventangenten  durch 
die  etwa  vorhandenen  unendlich 
fernen  Kurvenpunkte. 

2)  Wenn  umgekehrt  durch  die 
Konstruktion  der  Polaren  eines 
bestimmten  Punktes  P  die  unend- 
lich ferne  Gerade  der  Ebene  er- 
halten werden  soll,  so  müssen  in  der 
Fig.  7  und  8  alle  Punkte  I  bis  VIII 
ins  Unendliche  rücken,  das  einge- 
schriebene Viereck  wird  zu  einem 
S  e  h  n  e  n  p  a  r  a  1 1  e  1  o  g  r  a  m  m ,  und 
nach  Satz  2  a  wird 

«)  j  e  d  e  s  eingeschriebeneV  i  e  r e  c  k , 
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Ei'kl.  126.  Naoli  dorn  zweiten  der 
vorgenannten  Gesichtspunkte  wird  die 
unendlieh  ferne  Gerade  zur  Gerade  n 
des  Paskai  für  jedes  Selinenparal- 
lelogramm,  also  der  zu  untersuchende 
Punkt  zu  dessen  Mittelpunkt.  Die  Er- 
gebnisse />  und  t^  ])ei(l('i-  '^v\\^'  besagen 
je  dieselben  Eigenschaften  in  entgegen- 
gesetzter Auffassungsrichtung,  ;'  in  beiden 
Teilen  ist  selbstverständlich  nach  den 
planimetrischen  Eigenschaften  des  Paral- 
lelogramms. Aber  gerade  daß  für  die 
Kurven,  welche  aus  rein  geometrischer 
Erzeugung  hervorgegangen  sind,  auch  ein 
solcher  Punkt  besteht,  wie  der  Mittel- 
punkt eines  Parallelogramms,  das  ist  das 
bemerkenswerte  Ergebnis.  Denn  ein 
Punkt,  der  für  alle  durcli  ihn  gehenden 
Sehnen  der  Kurve  Mittelpunkt  ist,  hat 
auf  jeder  seiner  Sekanten  beiderseits 
gleichen  Abstand  nach  dem  Kurvenpunkt, 
muß  also  als  Mittelpunkt  der  Kurve 
angesprochen  werden. 


dessen  Diag-onalen  durch  P  gehen, 
ein  S  e  h  n  e  11  p  a  r  a  11  e  1  o  g  r  a  ni  ni , 

/5')  jedes  Tangentenpaar  wird 
parallel,  dessen  Berülirnngs- 
sehne  durch  P  geht. 

;■)  Auf  jeder  Sekante  durch  P 
wird  P  zum  Mittelpunkt  der 
Kurvenschnittpunkte,  da  sein 
vierter  harmonischer  Punkt  auf  die 
unendlich  ferne  Gerade  fällt. 

(V)  Die  durch  P  etwa  möglichen 
Kurventangenten  herühren  die  Kurve 
im  Unendlichen. 

3)  Auf  Grund  der  dritten  unter 
den  zuletzt  genannten  Eigenschaften 
besitzt  eine  Kurve  zweiten  Grades 
einen  Punkt,  w^ elcher  alle  durch 
ihn  gehenden  Sekanten  hal- 
biert, also  einen  Kurvenmittelpunkt. 
Und  diesem  Punkte  kommt  zugleich 
noch  die  ganze  Reihe  anderer  Eigen- 
schaften zu,  welche  in  den  übrigen 
Beziehungen  ausgedrückt  sind. 


Frage  37.  Welches  sind  auf  Grund 
der  vorigen  Überlegungen  die  Haupt- 
eigenschaften des  Kurvenmittel- 
punktes? 


Antwort.  Man  erhält  folgende 
Zusammenstellung  für  den  Kurven- 
mittelDunkt: 


Fig.  26. 


Ei'kl.  127.  Von  der  Parabel  wurde 
schon  früher  bewiesen,  daß  sie  überhaupt 
keine  parallelen  Tangenten  besitzt,  also 
ist  bei  ihr  auch  kein  Tangentenparallelo- 
gramm möglich.     Daher  geben   Figur  26 


Fig.  27. 


Satz  12.  Jede  Kurve  zweiten 
Grades  besitzt  einen  Mittel- 
punkt, d.  h.  einen  Punkt,  welcher 
der  gemeinsame  Mittelpunkt 
aller       seiner       Sekanten       ist. 


über  die  Mittelpunktseig-enschaften  der  Kurven  zweiten  Grades. 
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lind  27  die  Verhältnisse  für  Ellipse  und 
Hyperbel.  Dabei  sind  die  Mittel- 
parallelen der  Parallelogramme  (;'  der 
Antwort  36,  1  und  5,  6  der  Figuren 
4  und  5)  als  selbstverständliche  Geraden 
durch  M  nicht  eingezeichnet.  Der  Fall  tV 
der  vorigen  Antwort  kann  nur  bei  der  Hy- 
perbel zutreffend  werden;  denn  nur  diese 
wird  von  der  unendlich  fernen  Geraden 
überhaupt  geschnitten.  Und  die  Tangenten 
in  ihren  unendlich  fernen  Kurvenpunkten 
sind  als  Asymptoten  benannt.  (Antwort 
der  Frage  39  des   2.  Teils.) 


Frage  38.  Welche  Lag-ebe- 
ziehung-  besitzt  der  Mittelpunkt 
Lei  jeder  der  drei  Kurven- 
g-attungen? 

Ei'kl.  128.  Daß  die  Parabel  keinen 
eigentlichen  Mittelpunkt  haben 
kann,  geht  auch  daraus  hervor,  daß 
Ijei  ihr  keine  zwei  Sehnen  einander 
halbieren  können.  Denn  denkt  man 
sich  durch  irgend  einen  Punkt  0  der  Ebene 
zwei  Sekanten  einer  beliebigen  Kurve, 
welche  diesen  Punkt  ()  als  gemein- 
samen Mittel})unkt  hätten,  so  müßte 
jeweils  der  vierte  harmonische  Punkt  zu 
0  und  den  Kurvenschnittpunkten  im  Un- 
endlichen liegen,  also  müßte  die  unendlich 
ferne  Gerade  die  Polare  dieses  Punktes 
sein.  Dies  trifft  zu  bei  der  Ellipse,  wo  die 
unendlich  ferne  Gerade  außerhalb  der 
Kurve  liegt,  und  bei  der  Hyperbel,  w^o 
dieselbe  die  Kurve  schneidet,  nicht  aber 
bei  der  Parabel,  welche  von  der  unendlich 
fernen  Geraden  berührt  wird. 

Erkl.  129.  Die  Eigentümlichkeit,  daß 
der  Mittelpunkt  bei  der  Hyperbel 
außerhalb  der  Kurve  liegt,  findet  außer 
der  Lagebeziehung  der  unendlich  fernen 
Geraden  als  Polaren  auch  fürs  Auge 
darin  ihre  Erklärung,  daß  die  beiden 
Hälften  jeder  Sekante  durch  den  Mittel- 
punkt nach  den  beiden  getrennten 
Aesten  hingehen.  Während  es  aber  bei 
der  Ellipse  übiM-haupt  keine  Geraden 
durch  den  Mittelpunkt  gibt,  welche  die 
Kurve  nicht  treffen,  weil  ja  der  Mittel- 
punkt im  Innern  der  Kurve  liegt,  so 
ist  bei  der  Hyperbel  der  Mittelpunkt  ein 


Derselbe  ist  zugleich 
Mittelpunkt  jedes 
umgeschriebene  n 
schriebenen  Parall 
sowie  aller  Berühr 
paralleler  Tange 
und  er  ist  der  Sclini 
Asymptoten  bei  der 


gemeinsamer 
der  Kurve 
oder  einge- 
elogramms, 
ungsselmen 
n  t  e  n })  a  a  r  e ; 
ttpunkt  der 
Hyperbel. 


Antwort.  Da  der  Kurvenmittel- 
punkt  der  Pol  der  unendlich 
fernen  Geraden  ist,  so  muß  die 
Lage  desselben  bestimmt  werden  je 
nach  der  Lagebeziehung  der  unend- 
lich fernen  Geraden  zur  Kurve: 

1)  Für  die  Ellipse  ist  die  un- 
endlich ferne  Gerade  eine  ganz 
außerhalb  der  Kurve  verlaufende 
Gerade;  folglich  muß  deren  Pol  ein 
innerer  Punkt  sein.  In  der  Tat 
liegt  der  Ellipsenmittelpunkt  im 
Innern  der  Ellipse,  kann  also  auch 
z.  B.  keine  Tangenten  an  die  Kurven 
aussenden. 

2)  Für  die  Parabel  ist  die  un- 
endlich ferne  Gerade  eine  Tangente 
der  Kurve;  folglich  muß  deren 
Pol  auf  der  Kurve  selber  im  Be- 
rührungspunkt liegen.  Dieser 
Berührungspunkt  der  Parabel 
mit  der  unendlich  fernen 
Tangente  ist  also  der  Mittel- 
punkt der  Parabel,  d.  h.  die 
Parabel  besitzt  keinen  Mittelpunkt 
im  Endlichen,  alle  nach  ihrem 
Mittelpunkt  gehenden  Geraden 
laufen  parallel. 

3)  Für  die  Hyperbel  ist  die  un- 
endlich ferne  Gerade  eine  Sekante, 
da  die  Hyperbel  zwei  Punkte  mit 
der  unendlich  feraen  Geraden  ge- 
meinsam hat;  folglich  muß  deren 
Polpunkt  ein  Punkt  außer- 
halb der  Kurve  sein.  Es  gehen 
vom  Mittelpunkt  der  Hyperbel  zwei 
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äußerer  Punkt,  folglich  gibt  es  durch  Tangenten  an  dieselbe,  nämlich 
denselben  nicht  nur  Geraden,  Avelche  die  die  Asymptoten;  und  die  Be- 
Kurve, nämlich  die  beiden  Äste,  schnei-  rührungs sehne  derselben  ist  eben 
den,  sondern  auch  Geraden,  welclie  die  die  unendlich  ferne  Gerade,  denn 
Kurve  überhaupt  nicht  treffen,  und  für  jeden  Punkt  außerhalb  einer 
dazu  zwei  Tangenten  an  die  Kurve,  Kurve  ist  die  Polare  die  Berührungs- 
nämlich die  Asymptoten.  sehne  seiner  Kurven tangenten. 

Erkl.  130.  Wenn  man  zur  Unterstützung  der  Vorstellung  Maßbezielnuigen 
zu  Hilfe  nehmen  will,  so  kann  man  sich  den  Übergang  von  Ellipse  durch  Parabel 
zu  Hyperbel  in  dir  Weise  vorstellen,  daß  etwa  ein  Scheitel  der  Ellipse  samt 
seinem  Brennpunkt  und  der  zugehörigen  Leitgeraden  festgehalten  wird,  und  alle 
anderen  Elemente  gegen  die  Unendlichkeit  h'n  fortgeschoben  werden.  Bei  dieser 
allerdings  nur  als  Hilfsmittel  aufzufassenden,  aber  keineswegs  als  strenge  Durch- 
führung anzusehenden  Entwicklung  rücken  in  stets  zunehmende  Entfernung  hinaus: 
erstens  der  entgegengesetzte  Scheitel  der  Kurve,  zweitens  der  jenseitige  Brenn- 
punkt samt  seiner  Leitlinie,  drittens  der  Mittelpunkt.  Ist  aber  der  veränderliche 
Scheitel  wirklich  bis  in  die  Unendlichkeit  hinausgerückt,  so  hat  jeuer  Kurvenastbogen 
die  Gestalt  einer  unendlich  lang  gestreckten  Ellipse  angenommen,  er  wird  von  der 
unendlich  fernen  Geraden  berührt,  und  die  ganze  Kurve  ist  zur  Parabel  geworden. 
Dabei  sind  ins  Unendliche  gerückt  der  Scheitel  der  Kurve  als  Berührungspunkt  der 
unendlich  fernen  Geraden,  und  in  denselben  Berührungspunkt  sind  hineingerückt 
sowohl  der  eine  Brennpunkt,  als  auch  der  Mittelpunkt  der  Kurve,  während  die 
unendlich  ferne  Gerade  zugleich  Scheiteltangente  und  Leitlinie  geworden  ist.  Beim 
Weiterschreiten  von  dieser  Vorstellung  aus  kann  als  Beispiel  dienen  eine  gerade 
Linie,  welche  als  Kreis  mit  unendlich  groL'em  Kadius  anzusehen  ist,  und  den  Zu- 
sammenhang ihrer  Enden  zur  geschlossenen  Kurve  durch  die  eine  oder  andere,  die 
diesseitige  oder  jenseitige  Hälfte  der  unendlich  fernen  Geraden  ergänzen  kann. 
Ebenso  kann  der  Berührungspunkt  samt  Scheiteltangente  der  Parabel  in  der  einen 
oder  anderen  Richtung  ins  Unendliche  gedacht  werden,  und  der  Übergang  zur  Hyperbel 
geschieht,  indem  man  den  Wechsel  vollzieht  von  der  einen  zur  anderen  Sehriclitung 
nach  derselben  unendlich  fernen  Lage.  Dabei  tindet  eine  Art  Überholung  der 
Punkte  statt,  indem  nunmehr  beim  Wiederhereinkommen  der  Elemente  aus  der 
Unendlichkeit  von  der  entgegengesetzten  Seite  her  der  Mittelpunkt  der  Leitlinie, 
dem  Scheitelpunkt  und  dem  Brennpunkt  vorangeht.  Denn  der  veränderliche  Scheitel- 
punkt überschreitet  die  unendlich  ferne  Gerade,  der  Kurvenbogen  schneidet  die 
unendlich  ferne  Gerade  in  zwei  Punkten  beiderseits  des  vorigen  Berührungspunktes, 
und  die  Kurventangenten  in  diesen  beiden  Punkten,  die  Asymptoten,  treffen  einander 
in  einem  dem  Scheitelpunkte  voraneilenden  Punkte,  dem  Mittelpunkte  —  einerlei 
ob  man  diese  Tangenten  in  der  einen  oder  andei-en  Richtung  aus  ihrem  unendlich 
fernen  Berührungspunkte  ins  Endliche  hereingezogen  denkt.  Der  Brennpunkt  aber, 
welcher  im  Zustande  der  Überschreitung  der  unendlich  fernen  Geraden  zugleich 
mit  dem  Scheitelpunkt  aut  die  unendlich  ferne  Tangente  und  Leitlinie  gefallen  war, 
bleibt  wieder  hinter  dem  Scheitelpunkt  zurück  und  läßt  daher  auch  seine  Leitgerade 
wieder  vor  dem  Scheitel  vorangehen.  So  rücken  nunmehr  aus  dem  Unendlichen 
von  entgegengesetzter  Seite  der  ursprünglichen  Kurvenwölbung  herein:  erst  der 
Mittelpunkt,  dann  die  Leitlinie,  dann  der  Kurvenscheitel  des  zweiten  Astes  und 
endlich  dessen  Brennpuid<t.  Und  die  beiden  Kurvenäste  wenden  einander  gewisser- 
maßen die  Rückenwölbungen  zu,  indem  sie  zwischen  sich  den  Mittelpunkt  haben, 
der  auf  jeder  durch  ihn  gelegten  Sekante  den  Abstand  der  beiden  Sclinittpuukte 
mit  beiden  Aesten  halbiert. 


über  die  Mittelpunktseigenschaften  der  Kurven  zweiten  Grades. 
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b)   Die   K 11  r  V  e  n  d  u  r  c  h  in  e  s  s  e  r. 


Frage  39.  Welche  Besonderheiten 
zeigt  die  Polare  eines  gegebenen 
Punktes,  wenn  dieser  Punkt  auf 
der  unendlich  fernen  Geraden 
liegt? 

Erkl.  131.  Die  Aussage  1 «  der  neben- 
stehenden Antwort  könnte  auch  so  gefaßt 
werden,  daß  auf  der  Polaren  liegen:  die 
Schnittpunkte  der  beiden  Geradenpaare, 
durch  welche  die  Kurvenschnittpunkte 
irgend  zweier  nach  P  laufenden  parallelen 
Sekanten  kreuzweise  verbunden  wer- 
den. Von  diesen  beiden  Schnittpunkten 
liegt  natürlich  immer  der  eine  innerhalb, 
der  andere  außerhalb  des  Parallelstreifens 
der  parallelen  Sekanten.  Jedoch  ist  schon 
hier  zu  beachten,  daß  wenn  P  außer- 
halb der  Kurve  liegt,  dann  nicht  jede 
Gerade  durch  P  auch  eine  Sekante  der 
Kurve  sein  muß.  Nur  wenn  P  innerhalb 
der  Kurve  liegt,  ist  jede  Gerade  durcli 
P  sicher  eine  Sekante.  Dies  trifft  aber 
bei  der  Hyperbel  nur  zu,  wenn  P  auf 
demjenigen  Teil  der  unendlich  fernen 
Geraden  liegt,  welcher  innerhalb  der 
Hyperbel  fällt.  Denn  die  beiden  Schnitt- 
punkte der  Hyperbel  mit  der  unendlich 
fernen  Geraden  erzeugen  auf  dieser  ebenso 
wie  auf  einer  im  Endlichen  liegenden 
Geraden  eine  innerhalb  und  eine  außer- 
halb dieser  Punkte,  also  eine  innerhalb 
und  eine  außerhalb  der  Kurve  liegende 
Strecke :  erstere  ermöglicht  nur  Sekanten 
an  die  Kurve,  letztere  entsendet  für  die 
Kurve  Sekanten,  Tangenten  und  nicht 
treffende  Geraden. 

Erkl.  132.  Nach  dem  ersten  Gesichts- 
punkte der  nebenstehenden  Antwort  wird 
der  Durchmesser  zur  Paskais  chen 
Geraden  für  jedes  überschlagene  ein- 
geschriebene Viereck  mit  parallelen 
Diagonalen,  zugleich  zur  Verbindungs- 
geraden  der  Mittelpunkte  dieser  Diagonalen 
und  der  Berührungspunkte  solcher  Tan- 
genten, welche  zu  denselben  Diagonalen 
parallel  sind.  —  Nach  dem  zweiten  Ge- 
sichtspunkte wird  der  unendlich  ferne 
Schnittpunkt  dieser  vorgenannten  Diago- 
nalen   und    Pol    des    Durchmessers    zum 


Antwort.  1)  Wenn  die  Polare 
gesucht  wird  zu  einem  unendlich 
fernen  Punkte  P  der  Ebene,  so 
werden  die  Geraden  e  und  f  der 
Figur  7  bezw.  8  parallel  miteinander 
und  mit  x  und  y,  alle  Elemente  der 
Figur  außer  dem  Punkt  P  aber 
verbleiben  im  Unendlichen;  das 
eingeschriebene  Viereck  wird  auf 
jeden  Fall  zu  einem  überschlagenen, 
und  auf  der  Polaren  p  liegen 
nach  Satz  2a: 

«)  Die  Schnittpunkte  der 
beiden  Paare  von  Gegenseiten 
jedes  eingeschriebenen  überschla- 
genen Vierecks,  dessen  Diagonalen 
parallel  nach  P  gehen, 

ß)  die  Schnittpunkte  der  Tan- 
genten durch  die  Kurvenpunkte 
aller  nach  P  laufenden  parallelen 
Sekanten  der  Kurve, 

y)  der  Mittelpunkt  der  beiden 
Kurvenschnittpunkte  auf  allen 
nach  P  laufenden  parallelen 
Kurvensekanten,  da  ja  der  vierte 
liarmonisclie  Punkt  P  unendlich 
fern  liegt, 

(V)  die  Berührungspunkte  auf 
den  beiden  nach  dem  Punkte  P 
etwa  gehenden  parallelen  Tan- 
genten. 

2)  Wenn  umgekehrt  durch  die 
Konstruktion  des  Poles  einer  be- 
stimmten Geraden  p  ein  unendlich 
ferner  Punkt  P  erhalten  werden 
soll,  so  müssen  in  den  Figuren  4  und  5 
alle  Geraden  1  bis  8  parallel  wer- 
den, das  Tangentenviereck  erhält 
zwei  parallele  Nebenseiten,  und 
nach  Satz  2  ergibt  sich: 

«)  die  Verbindungsgeraden 
der  beiden  Schnittpunktpaare  je 
zweier  Tangentenpäare,  welche  von 
Punkten  auf  p  ausgehen,  werden 
parallel  nach  P; 

ß)  die  Berührungssehnen  je 
zweier  Tangenten,    die  einander 
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Punkte  des  Brian clion  für  jedes 
Tangentemierseit,  welches  zwei  Gegen- 
eeken  auf  dem  Durcliniesser  liat.  —  Die 
Teile  y  beider  Antworten  entlialten  in- 
sofern die  gleiche  Eigenscliaft,  als  die 
Verbindungsgeraden  eines  Punktes  mit 
zwei  Streckenpunkten,  deren  Mittelpunkt 
und  unendlich  fernem  Punkte  stets  vier 
harmonische  sind.  Antwort  1 ;'  benennt 
diese  vier  harmonischen  Punkte,  2j'  be- 
sagt, daß  die  vier  Yerbindungsgeraden 
nach  denselben  vier  harmonische  Geraden 
sind.  —  Ebenso  besagen  die  Fälle  ß  und 
tV  beider  Antworten  die  gleiche  Eigen- 
schaft des  Durchmessers. 

Erkl.  133.  Gellt  mau  von  dem  Vor- 
handensein des  Mittelpunktes  aus,  so 
läßt  sich  umgekehrt  schließen,  daß  jede 
Gerade,  welche  durch  den  Mittelpunkt 
geht,  ihren  Pol  auf  der  Polaren  des 
Mittel])unktes,  also  in  unendlicher  Ferne 
haben  muß.  Mit  dem  Vorhandensein  eines 
Mittelpunktes  ist  also  das  Vorhandensein 
von  Durchmessern  von  selbst  gegeben. 
Auch  enthält  ja  Antwort  36  bereits  einige 
der  Eigenschaften  des  Durchmessers.  Je- 
doch ist  es  der  Vollständigkeit  halber 
wichtig,  die  Eigenschaften  der  Kurven- 
durchmesser durch  selbständige  Ableitung  aufzustellen.  Der  Mitteli)unkt  zeigt 
eine  zentrisclie  (diametrale)  Symmetrie  der  Kurve;  der  Durchmesser  zeigt 
eine  gewisse  Art  von  axialer  Sjanmetrie:  Eine  halbe  Umdrehung  um  den  Mittel- 
punkt um  180  °  bringt  jeden  Halbstrahl  eines  Durchmessers  mit  seinem  Gegeustrahl, 
also  jeden  Kurvenpunkt  mit  seinem  zentrisch  symmetrischen  oder  diametral  gegenüber- 
liegenden Kurvenpunkte  zur  Deckung.  Die  beiden  Hälften  der  durch  einen  beliebigen 
Durchmesser  halbierten  Sekanten  (1  y  obiger  Antwort)  lassen  sich  dagegen  nicht 
duicli  Drehung  oder  Umklappung  zur  Deckung  bringen:  es  ist  nicht  die  gewöhnliche 
axiale  Symmetrie,  sondern  eine  Art  von  schiefer  Symmetrie,  so  lange  die 
halbierten  Sekanten    zum   halbierenden   Durchmesser    einen    schiefen  Winkel    bilden. 


auf  p  schneiden,  werden  parallel 
nach  P; 

}')  die  vierten  harmonischen 
Strahlen  zu  p  und  je  zwei 
Tangenten,  die  einander  auf  p 
schneiden,  werden  parallel 
nach  P; 

<^)  die  Kurven  taugen  ten  durch 
die  beiden  auf  p  etwa  vorhandenen 
K  u  r  V  e  n  s  c  h  n  i  1 1  p  u  n  k  t  e  werden 
parallel  nach  P. 

3)  Da  jeder  unendlich  ferne  Punkt 
auf  der  unendlich  fernen  Geraden 
liegt,  so  muß  die  Polare  jedes 
solchen  Punktes  durch  den  Pol  der 
unendlich  fernen  Geraden  gehen, 
also  durch  den  Kurvenmittel- 
punkt.  Auf  Grund  dieser  Lage 
zusammen  mit  der  dritten  der  zuerst 
aufgezählten  Eigenschaften  nennt 
man  jede  dieser  Geraden  einen 
Durehiiiesser  der  Kurve.  Und 
jedem  Kurvendurchmesser  kommt 
zugleich  noch  die  ganze  Reihe  an- 
derer Eigenschaften  zn,  welche  im 
vorigen  aufgezählt  sind. 


Frage  10.  Welches  sind  auf  Grund 
der  vorigen  Überlegungen  die  Haupt- 
eigenschaf ten  der  K u  r  v  e  n  d  u  r  c  h  - 
m  e  s  s  e  r  ?, 

Erkl.  134.  Da  ein  Durchmesser 
der  Kurve  die  Polare  eines  unendlich 
fernen  Punktes  ist,  so  muß  es  ebenso  viele 
Durchmesser  geben,  als  unendlich  ferne 
Punkte.  In  der  Tat  ist  jede  Gerade 
durch  den  Kurvenmittelpunkt  ein  Durch- 
messer, und  es  gehen  ebensoviele  Gerade 


Antwort.  Man  erhält  folgende 
Zusammenfassung  für  die  Kurven- 
durchmesser: j 

Satz  13.  Legt  man  durch  eine 
Kurve  zweiten  Grades  eine  be- 
liebige Anzahl  paralleler  Gera- 
den, so  liegen  auf  einer  be- 
stimmten Geraden  durch  den 
Kurvenmittelpunkt,  also  einem 
Durchmesser:  die  Mittelpunkte 


über  die  Mittelpuiiktseigenschaften  der  Kurven  zweiten  (Irades. 
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Fiff.   28 


durch  einen  Punkt,  als  Punkte  auf  einer 
Geraden  liegen.  Dagegen  ist  der  Mittel- 
punkt selber  der  Pol  der  unendlich  fernen 
Geraden,  also  gibt  es  nur  einen  ein- 
zigen Kur  venmittelp  unkt,  dagegen 
unendlich  viele  Durchmesser:  der 
Pol  jedes  Durclnnessers  liegt  auf  der 
unendlich  fernen  Geraden,  und  jeder 
Durchmesser  geht  durch  den  Pol 
der    unendlich     fernen     Geraden. 


der  sämtliclien  parallelen  Se- 
kantenstrecken und  die  Be- 
rülirung-spunkte  der  dazu 
parallelen  Tangenten,  sowie  die 
Schnittpunkte  der  Tan- 
genten in  den  Kurven- 
punkten aller  der  parallelen 
Sekanten  und  die  Schnitt- 
punkte der  beiden  Gera- 
d  e  n  p  a  a  r  e ,  durch  welche 
die  Kurvenpunkte  je  zweier 
paralleler  Sekanten  verbun- 
den werden. 

Und  in   der  umgekehrten 
Auffassungsweise : 

Satz  14.  Legt  man  durch 
.^  beliebige  äußere  Punkte 
H^  eines  Kurvendurch- 
messers  die  Tangenten 
an  die  Kurve,  so  erhalten 
parallele  Lage  die  Tan- 
genten in  den  Kurven- 
punkten des  Durchmessers, 
die  B  e  r  ü  h  r  u  n  g  s  s  e  h  n  e  n 
beliebiger  Tangenten- 
paare, sowie  die  beiden 
Verbindungsgeraden  der 
Schnittpunkte  je  zweier 
Tangentenpaare,  und  der 
vierte  h  a  r  m  o  n  i  s  c  h  e 
Strahl  zum  Durchmesser 
und  jedem  Tangentenpaare. 
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Satz  15.  Bei  der  Parabel 
sind  sämtliche  Durch- 
messer parallel;  die  Hy- 
perbel besitzt  sowohl 
schneidende  als  nicht- 
schneidende  Durch- 
messer. (VgL  Erkl.  138, 139.) 


Während  also  8atz  12  nur  für 
einen  einzigen  Punkt  der  Kurven- 
ebene gilt,  so  besitzt  der  Satz  13 
bezw.  14  Giltigkeit  für  unendlich 
viele    Geraden    bei   jeder    Kurve. 

Erkl.  135.  Nicht  weniger  als 
zehn  Punkte  bezw.  (Jeraden  sind 
es,  über  welche  in  den  Sätzen  13 
und  14  Angaben  gemacht  werden, 
tjber  soviele  Elemente  also  wird 
Verfügung  getroffen,  wenn  zu 
einem  unendlich  fernen  Punkte 
die  Polare  gesucht  bezw.  zu  einem 
Durchmesser  der  P(d  gesucht  wird. 
Diese  Elemente  sind  in  den  Figuren 
28  bis  31  an  den  verschiedenen 
Kurvengattungen  in  übereinstim- 
mender Weise  gezeichnet  und  be- 
nannt, um  die  gegenseitige  Be- 
ziehung herzustellen:  Es  müssen 
zunächst,  wenn  man  ausgeht  vom 
Parallelstrahlenbüschel  der  paral- 
lelen Sekanten  aus  dem  gegebenen  un- 
endlich fernen  Polpunkte,  auf  Grund  des 
Satzesl3  auf  dem  Durchmesser  liegen 

die   Punkte  A  und  B    bezw.  K  und   L    als    Mittelpunkte    zweier    aus    allen 

Parallelen  beliebig  ausgewählten  Sekantenpaare  a  imd  b  bezw.  k  und  1, 

die  Punkte  C  und  D    als  Berührungspunkte    der   im  Parallelstrahlenbüschel 

enthaltenen  parallelen  Tangenten  c  und  d, 
die  Punkte  E  und  F  als  Schnittpunkte  je  eines  der  beiden  Tangentenpaare, 
welche    in    den  Kurvenschnittpimkten    der   Parallelsekauteu  k  und  1    die 
Kurve  berühren, 
die  Punkte  G  und  11  als  Schnittpunkte   der   beiden    Geradenpaare,    welche 
die    Kurvenschnittpunkte    der    einen   Parallelsekante  a    mit    denen    einer 
anderen  b  verbinden. 
Erkl.  136.     Sodann    müssen,    wenn    man    umgekehrt    ausgeht    von    einer    be- 
liebigen durch  den   gegebenen  Kurvenmittelpunkt  gelegten  Geraden,    auf  Grund  des 
Satzes   14  par alle  1  werden: 

die  Geraden  c  und  d  als  Kurventangenten    in  den  Schnittpunkten    des    ge- 
wählten Durchmessers, 
die  Geraden  k  imd  1  als  Berührungssehnen  der  aus  beliebigen  Punkten  E 

und  F  des  Durchmessers  ausgehenden  Kurventangenten, 
die  Geraden  i  und  o  als  Verbindungsgeraden    der   übrigen  Eckpunkte    des 

Tangentenvierseits  der  vorigen  beiden  Tangentenpaare, 

die  Geraden  e  und  f  als  vierte  harmonische   Geraden  zu  dem  Durchmesser 

und  den  aus  E  und  F  ausgehenden  Kurventangenten. 

Erkl.  137.     Die    in    den   Sätzen    13,    14    bezw.    in  Erklärung  135    und    136 

aufgestellten  Beziehungen  der  Kurvendurchmesser  sind  an  den  vier  Figuren  28  bis  31 

jedesmal    einzeln    abzulesen    und    zu    vergleichen,    damit    deren    Allgemeingiltigkeit 

erkannt    wird.     Man    erkennt    dabei,    daß    die    Sekanteupaare    a,  b  und   k,  1    nicht 

gerade  unbedingt  hätten  von  einander  getrennt  gehalten  werden  müssen:  die  Punkte 
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E  und  F  hätte  man  sicli  ans  den  diircli  die  Kurvensclinittpunkte  von  a  und  b 
gehenden  Tangenten  erzeugen  können,  bezw.  die  Punkte  G  und  H  aus  den  Yer- 
bindungsgeraden  der  Kurvensclniittpunkte  von  k  und  1.     Jedoch  ist   der  Zusammen- 


Fig.  31. 


hang  zwischen  dem  umgeschriebenen  und  dem  ehigescliriebeneri  Viereck  kein  so 
wesentlicher  wie  z.  B.  bei  der  Mittelpunktserzeugung  nach  Figur  27.  Schon  dort 
hätten  die  beiden  Vierecke  getrennt  dargestellt  werden  können,  konnten  aber  auch 
ohne  Verlust  der  Übersichtlicldveit  vereinigt  bleiben.  Hier  ist  der  Vollständigkeit 
halber  die  getrennte  Darstellung  vorgezogen  worden.  Im  einzelnen  wird  das  durch 
a  und  b  bestimmte  Sehnenviereck  stets  ein  überschlagenes  sein  müssen,  da  die 
Parallelen  a  und  b  nicht  seine  Seiten,  sondern  seine  Diagonalen  Averden  müssen. 
Dagegen  wird  das  durch  k  und  1  bestimmte  Tangenteuvierseit  verschiedene  Lagen 
zur  Kurve  annehmen  können  je  nach  Lage  von  K  und  L  zum  Kurvenmittelpunkte. 
Liegen  die  Punkte  K  und  L  und  damit  auch  E  und  F  wie  in  Figur  28  auf  verschiedenen 
Seiten  von  M,  so  entsteht  ein  konvexes  Vierseit,  welchem  die  Ellipse  eingeschrieben  ist, 
liegen  K  und  L  bezw.  E  und  F,  wie  in  Figur  31,  gleicherseits  von  M,  so  entsteht 
ein  konvexes  Vierseit,  in  dessen  einem  Außenraum  die  Kurve  angeschrieben  ist.  Bei 
der  Hyperbel  kann  natürlich  ebensoMenig  wie  bei  der  Parabel  ein  Vierseit  die 
Kurve  umschließen;  es  entsteht  daher  immer  ein  konvexes  Vierseit  mit  Kurven  in 
zwei  Außenräumen.  Die  beiden  Äste  liegen  dabei  in  Figur  30  stets  so,  daß 
einerseits  zwei  Tangenten  den  einen  und  andererseits  zwei  den  anderen  Ast  in 
einem  der  zwei  entgegengesetzten  Außenräume  berühren.  Dasselbe  findet  statt  bei 
Figur  29,  wenn  K  und  L  bezw.  E  und  F  beiderseits  von  M  liegen.  Wird  aber 
in  Figur  29  K  und  L  und  damit  auch  E  und  F  auf  gleicher  Seite  v(ni  M  gewählt, 
so  entsteht  ein  konvexes  Vierseit,  dessen  Tangenten  wie  bei  der  Parabel  der  Figur  31 
im  einen  Außcuraum  alle  vier  denselben  einen  Hyperbelast  berühren,  während 
der  andere  Hyperbelast  im  entgegengesetzten  Außenraum  des  Vierseits  ohne  jede 
unmittelbare  Berührung  zum  Vierseit  scheinbar  abgelöst  frei  liegt. 

ErkL  138.  Unterschiede  der  Durchmessereigenschaften  bei  den  dreierlei 
Kurvengattungen  zeigen  sich  besonders  hinsichtlich  der  Punkte  C,  D  bezw.  der 
Tangenten  c,  d  in  den  Schnittpunkten  des  Durchmessers.  Da'  die  Ellipse  den 
Mittelpimkt  im  Innern,  also  jeden  Durchmesser  zur  Sekante  hat,  so  gibt  es  bei 
der  Ellipse  in  jeder  Richtung  einen  die  Kurve  zweimal  schneidenden  Durchmesser, 
also  zwei  Tangenten  c  und  d.  Bei  der  Parabel  liegt  der  Mittelpunkt  un- 
endlich   fern,    also    gibt    es    Dui'chmesser    überhaupt   nur    in    dieser    einzigen 
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K  i  cht  Uli  y-,  und  jeder  Dureliiues.ser  trifft  die  Kur\e  nur  noeh  in  einem  im  Un- 
endliclien  fiele-ienen  Punkte,  so  daß  in  Figur  Hl  kein  Punkt  1)  und  Tan,!>ente  d, 
sondern  nur  Punkt  ('  und  Tangente  c  auftreten  kann.  Pei  der  Hyperbel  aber 
ist  der  Mittelpunkt  ein  äußerer  Punkt,  also  muß  es  sowohl  Ilyperlieldurchniesser 
gelten,  Avelelie  die  Kurve  sehneiden,  als  solche,  welche  die  Hyperbel  nicht  schneiden, 
und  zwei  Hyperbeldurclimesser  müssen  die  Kurve  berühren.  In  der  Tat  hat 
ja  die  unendlich  ferne  Gerade  für  die  Hyperbel  die  Eigenschaft  einer  Sekante, 
besitzt  also  sowohl  l*iinkte  außerhalb  der  Kurve  —  und  deren  Polaren  müssen  die 
Kurve  sclineiden  — ,  als  l'unkte  innerhalb  der  Kurve  —  und  deren  Polaren  müssen 
außerhalb  der  Kurve  verlaufen  — ,  als  auch  zwei  Punkte  auf  der  Kurve,  — 
und  deren  Polaren  müssen  die  Kurve  berühren.  Diese  letzteren  Tangenten  sind 
die  vom  Hyperbel mittelimnkt  an  die  Kurve  gezogenen  Tangenten,  welche  durch 
ihren  eigenen  Pol  liiudurcligelien,  die  Asymptoten.  .Sie  berühren  die  Kurve  in  ihren 
Sclmittpunkten  mit  der  Polaren  des  Mittelpunktes,  nämlich  eben  in  den  unendlich 
fernen  Kurvenpunkten.  Demnach  sind  die  Asymptoten  der  Hj-perbel  ebenfalls  zwei 
Durchmesser  derselben,  und  zwar  diejenigen,  welche  im  Strahlenbüschel  aller  Durch- 
messer die  sclmeidenden  und  niclitschneidenden  Durchmesser  von  einander  trennen. 
Figur  29  zeigt  einen  Durchmesser  der  ersten  Art,  welcher  folglich  zwei  Punkte 
C  und  D,  zwei  Tangenten  c,  d  erzeugt.  Figur  30  zeigt  einen  Durchmesser  der  zweiten 
Art,  welcher  folglich  keine  Schnittpunkte  C,  D  und  keine  Tangenten  c,   d  aufweist. 

Erkl.  139.  Jeder  Durchmesser  einer  Kurve  geht  durch  den  Mittelpunkt,  und 
folglich  müssen  bei  der  Parabel  zwei  besondere  Ersclieinungen  eintreten,  da  diese 
ihren  Mittelpunkt  im  Unendlichen  hat.  Als  Berührungssehne  zum  Punkte  E  ist 
nämlich  in  Figur  31  k  die  Polare  zu  Punkt  E,  enthält  also  auf  jeder  Sekante  durch 
E  den  vierten  harmonischen  Punkt  zu  E  und  den  Kurvenschnittpunkten  der  Sekante. 
Auf  dem  Durchmesser  E  M  sind  also  vier  harmonische  Punkte  E,  C,  K,  M  OO, 
weil  k  Polare  zu  E  oder  weil  e  P(dare 
zu  K.  Und  folglich  ist  C  Mittelpunkt 
der  Strecke  E  K ;  ebenso  ist  al>er 
auch  C  Mittelpunkt  der  Strecke  F  L, 
weil  auch  1  Polare  zu  F,  bezw.  f  Polare 
zu  L.  Legt  man  ferner  bei  der  Parabel 
(Figur  82)  in  verschiedenen  Ricli- 
tungen  parallele  Sekanten  und  Tan- 
genten an  die  Kurve,  so  müssen  stets 
Durchmesser  entstehen  durch  Verbindung 
des  Berührungspunktes  einer  Tangente 
mit  den  Mittelpunkten  ihrer  Parallel- 
sekanten. Diese  Durchmesser  müssen 
nun  aber  jedesmal  parallel  laufen  nach 
dem  unendlich  fernen  Mittelpunkt  der 
l'arabel.  Dies  ist  in  Figur  32  dar- 
gestellt in  drei  verschiedenen  Fällen,  und 
jedesmal  sind  eine  Tangente  c  und  zwei 
Parallelsekanten  nebst  dem  von  ihnen 
erzeugten  Durchmesser  in  gleicher  Linien- 
gattung gezeichnet.  Für  jeden  dieser 
Durchmesser  ist  der  zweite  Kurven- 
schnittpunkt D  der  unendlich  ferne,  für  jede  dieser  Tangenten  c  ist  also  die  unendlich 
ferne  Tangente  die  parallele  'l'angente  d.  In  der  Tat  muß  die  unendlich  ferne  Gerade 
als    Parallele    zu    jeder    durchs    Eiulliche    gehenden    Geraden    angesehen    werden. 
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c)   Konjugierte   D  it  r  c  h  m  e  s  s  e  r 

Frage  41.  Welche  Zuordnung 
je  zweier  Durchmesser  ist  schon 
in  deren  Einführung"  durch  die 
Sätze  13  und  14  festgelegt"? 


Erkl.  140.  Wenn  man  in  den  Figuren 
28  bis  31  die  konjugierten  Durchmesser 
zur  Darstellung  bringen  will^  so  braucht 
man  nur  durch  den  Punkt  M  jeweils  die 
Parallele  m  zu  den  vielen  anderen 
Parallelstrahlen  einzuzeichnen.  Dann  ist 
m  der  konjugierte  Durchmesser  zum 
anderen  bezw.  dieser  andere  der  kon- 
jugierte zu  ra.  Denn  nach  Antwort  32 
und  folgenden  geht  von  zwei  konjugierten 
Geraden  die  eine  durch  den  Pol  der 
anderen  und  folglich  auch  die  andere 
durch  den  Pol  der  einen.  Hier  wird 
dieselbe  Zuordnung,  welche  dort  für  die 
Strahlen  beliebiger  Punkte  durchgeführt 
wurde,  angewendet  auf  die  Stralilen  des 
Kurvenmittelpunktes,  d.  h.  auf  die  Durch- 
messer der  Kurve. 

Erkl.  141.  Die  Einzelheiten  der  Sätze 
13  und  14,  besonders  in  der  neben- 
stehenden Ausdrucksweise  für  diese  beiden 
Sätze,  ließen  sich  auf  Grund  der  Figuren 
28  bis  31  noch  mannigfach  vermehren. 
So  bietet  z.  B.  das  eingeschriebene  Viereck 
mit  den  Paralleldiagonalen  a  und  b  den 
Ausgangs])unkt  mehrfacher  Eigenschaften 
folgender  Art: 

1)  Verbindet  man  die  Kurvenschnitt- 
punkte einer  beliebigen  Geraden  a  (oder  b) 
mit  einem  beliebigen  Punkte  G  (oder  H) 
des  zur  Richtung  a  konjugierten  Durch- 
messers, so  bestimmen  die  neuen  Kurven- 
schnittpunkte dieser  beiden  Verbindungs- 
geraden miteinander  eine  Parallelsekante 
b  zur  vorigen  a,  und  die  Verbindungs- 
geraden dieser  Schnittpunkte  (auf  b)  mit 
den  vorigen  Sclmittpunkten  (auf  a)  er- 
zeugen ebenfalls  einen  Schnittpunkt  H 
(oder  G)  auf  dem  konjugierten  Durch- 
messer. 

2)  Legt  man  durch  eine  Kurve  aus 
einem  beliebigen  Punkte  G  (oder  H)  eine 
beliebige  Sekante  und  zieht  durch  deren 
Kurvenschnittpunkte  Parallelen  zu  dem 
der    Richtung    G  M   (H  M)    konjugierten 


Antwort.  Ein  Durchmesser  wird 
nach  Satz  13  erzeugt  durch  einen 
Parallelstrah  lenbüschel,  oder  ein 
Durchmesser  bestimmt  nach  Satz  14 
selber  einen  Parallelstrahlenbüschel 
von  Sekanten  bezw.  Tangenten, 
welcher  seinen  Scheitel  im  Pole  des 
Durchmessers  hat.  Unter  den  un- 
endlich vielen  Geraden  dieses  Pa- 
rallelbüschels ist  aber  immer  auch 
eine,  welche  durch  den  Mittel- 
punkt der  Kurve  geht,  also  wieder 
ein  Durchmesser.  Man  nennt 
daher  diesen  zweiten  Durchmesser, 
welche  r  durch  den  Pol  des 
ersten  geht,  seinen  konjugierten 
Durchmesser.  Man  könnte  hier- 
nach die  Sätze  13  und  14  auch  in 
der  Weise  formulieren,  daß  man 
das  darin  auftretende  Parallel- 
büschel jeweils  bezeichnete  als 
Büschel  von  Strahlen,  welche  sämt- 
lich zum  konjugierten  Durch- 
messer parallel  seien.  Dadurch 
würde  Satz  13  etwa  folgende  Gestalt 
annehmen: 

Zieht  man  zu  einem  Durch- 
messer einer  Kurve  zweiten  Grades 
eine  beliebige  Anzahl  paralleler 
Geraden,  so  liegen  auf  dessen 
konjugiertem  Durchmesser:  die 
Mittelpunkte  aller  Parallel- 
sehnen, die  Berührungspunkte 
der    Paralleltangenten    u.  s.  w. 

Und  ebenso  entstände  aus  Satz  14: 
Legt  man  durch  beliebige  Punkte 
eines  Kurvendurchmessers  die 
Tangenten  an  die  Kurve,  so  wer- 
den zum  konjugierten  Durch- 
messer parallel:  die  Tangenten 
in  den  Durchmesserschnittpunkten, 
alle  Berührungssehnen  u.  s.  w., 
sowie  die  vierten  harmonischen 
Strahlen  zu  jedem  dieser  Tan- 
gentenpaare und  dem  gegebenen 
Durchmesser. 

Zugleich  kann  festgestellt  werden, 
daß  der  Winkel,  welchen  ein 
Durchmesser       mit       einem       der 
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Strahlen  des  Parallelstrablen- 
büscliels,  z.  B.  mit  der  Tangente 
seines  Knrvenselinitti)unktes  bildet, 
g-leicb  sein  muß  dem  Winkel 
dieses  Dnrebmessers  mit  sei- 
nem konjugierten  Durch- 
messer. 


iJurcInuesser,  so  liefern  die  l'arallelen 
zwei  neue  Kurvenpunkte,  welelie  mit  dem 
zuv(»r  gewählten  Punkte  (J  (II)  in  einer 
Geraden  liegen. 

3)  "Wenn  eine  Transversale  a  des 
Winkels  II  (oder  G)  durch  den  Durch- 
messer II  M  halbiert  wiid.  so  halbiert 
der  Durchmesser  H  ]\[  jede  zum  konju- 
gierten Durchmesser  parallele  Trans- 
versale  di'ti    Wiidcels   H. 

Ei'kl.  142.  In  gleicher  Weise,  wie  in  voriger  Erklärung  aus  dem  einge- 
schriebenen Viereck,  können  auch  aus  dem  Tangenten\  ierseit  neue  Eigenschaften 
abgeleitet  werden : 

1)  Schneidet  man  die  Knrventangenten  eines  beliebigen  Punktes  E  (oder  F) 
mit  einer  beliebigen  Parallelen  i  (oder  o)  zur  Richtung  des  zu  E  M  konjugierten 
Durchmessers,  so  bestimmen  die  zwei  neuen  Kurventangenten  ihrer  Schnittpunkte 
miteinander  ebenfalls  einen  Schnittpunkt  F  (oder  E)  auf  dem  vorigen  Durch- 
messer E  M,  und  ihre  Schnittpunkte  mit  den  \'origen  Tangenten  liefern  als  Ver- 
bindungsgeraden wieder  eine  Parallele  zum  konjugierten  Durchmesser. 

2)  Schneidet  man  die  Tangenten  eines  beliebigen  Punktes  E  (oder  F)  durch 
eine  dritte  Tangente  und  zielit  durch  deren  Schnittpunkte  Parallelen  i  und  o  zu 
dem  der  Richtung  E  M  konjugierten  Durchmesser,  so  erzeugen  die  Parallelen  auf 
den  beiden  Tangenten  zwei  Schnittpunkte,  deren  Verbindungsgerade  wieder  die 
Kurve  berülirt,  und  zwar  so,  daß  der  Schnittpunkt  F  (oder  E)  der  dritten  und  vierten 
Tangente  ebenfalls  auf  dem  Durchmesser  E  M  liegt,  also  die  Berührungssehne  der- 
selben ebenfalls  dem  konjugierten  Durchmesser  i)arallel  läuft. 

3)  Wenn  eine  Transversale  k  (oder  i)  des  Winkels  E  (oder  F)  durch  den 
Durchmesser  E  M  halbiert  wird,  so  halbiert  der  Durchmesser  E  M  jede  zum  kon- 
jugierten Durchmesser  parallele  Transversale  des  Winkels.  Hiernach  sind  z.  B. 
die  Tangentenabschnitte  auf  c  und  d  gleich  groß  zwischen  dem  Berührungspunkt  und 
den  Tangenten  aus  E  oder  F,  ferner  die  Abschnitte  auf  den  Sekanten  a  und  b 
zwischen  ihren  Kurvenschnittpunkten  und  den  Tangenten  aus  E  und  F,  sowie  die 
Abschnitte  auf  den  Sekanten  i  und  o  sowohl  vom  Durclnnesserpunkt  als  auch  vom 
Kurvenschnittpunkt  bis  zu  den  Tangenten  aus  einem  beliebigen  Punkte  des  zu 
ihrer  Richtung  konjugierten  Durchmessers.  (Man  vergleiche  die  in  den  Aufgaben 
(>6   und   1-2   aufgestellten  allgemeinen  Sätze.) 


Frage  4-2.  Welche  Hau])teigen- 
schaften  der  k  o  n  j  u  g  i  e  r  t  e  n  I)  n  r  c  b  - 
messer  ergeben  sich  aus  den  bis- 
herigen Überlegungen? 

Erkl.  143.  Wenn  man  nach  Frkl.  l'Ai) 
die  Beziehung  der  beiden  Kur\ cnhälften 
beiderseits  eines  Durchmessers  als  eine 
Art  schiefer  Symmetrie  auffaßt,  so 
bilden  zwei  konjugierte  Durchmesser  ge- 
wissermaßen zwei  zusaramengehiirige  Axen 
solcher  Symmetrie.  Denn  immer  der 
eine  von  beiden  gibt  die  Richtung  an. 


Antwort.  Als  Haupteigenschafteu 
k  ()  n  j  u  g  i  e  r  t  e  r  D  u  r  c  h  m  e  s  s  e  r 
ergel)en  sich  folgende: 

Satz  16.  Von  zwei  konju- 
gierten Durchmessern  geht 
jeder  durch  den  Pol  des  an- 
dern; jeder  halbiert  die  zum 
andern  i)aral]elen  Sekanten,  geht 
durch  die  Berührungspunkte 
der  zum  andern  parallelen  Tan- 
genten      und       ist      also      selbst 
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nach  welcher  diese  schiefe  Symmetrie 
in  Bezug-  auf  den  andern  stattfindet. 
Der  Winkel,  unter  welchem  diese  Sym- 
metrie für  einen  beliebig  ausgewählten 
Durchmesser  stattfindet,  ist  bestimmt 
durch  den  Winkel  dieses  Durchmessers 
gegen  die  beiden  Tangenten  in  seinen 
Knrvenpnnkten.    Ist  letzterer  AVinkel  ein 


parallel  zu  den  Tangenten  in 
den  Kurvenschnittpnnkten  des  an- 
dern. Die  Winkel  große  eines 
Durchmessers  mit  seinem  konju- 
gierten ist  zugleich  der  Neigungs- 
winkel jedes  der  beiden  Durch- 
messer mit  den  Tangenten  in 
seinen  Kurvenpunkten. 


schiefer,     so     ist     die    Symmetrie     eine 

schiefe;  würde  letzterer  Winkel  ein  rechter  werden,  so  würde  auch  die  Symmetrie 
eine  rechtwinkelige.  Über  die  wirkliche  Größe  dieses  Winkels  in  jedem  einzeln 
herausgegriffenen  Falle  eines  beliebigen  Paares  konjugierter  Durchmesser  nach 
Graden,  Minuten,    Sekunden   gibt  die  Maßgeometrie  vollständige  Auskunft. 


Fra^e  43.  Welche  Beziehung  zu 
den  konjugierten  Durchmessern  be- 
sitzen die  in  Satz  12  auftretenden 
Parallelogramme? 


Antwort.  1)  Wird  ein  beliebiges 
Parallelogramm  A  B  C  D 
(Figuren  33  und   34)    einer    Kurve 


Fig.  33. 

Erkl.  144.  Die  bisher  aufgestellten 
Eigenschaften  konjugierter  Durchmesser 
beziehen  sich  bloß  auf  die  Definition  der 
Kurvendurchmesser  und  deren  Eigentüm- 
lichkeiten als  Polaren  unendlich  ferner  Pole ; 
aber  auch  schon  die  Definition  des  Mittel- 
punktes der  Kurve  als  Pol  der  unendlich 
fernen  Geraden  in  Antwort  36  bis  38  ent- 
hält Beziehungen,  aus  welchen  sich  Eigen- 
schaften der  konjugierten  Durchmesser  er- 
geben. Diese  werden  in  nebenstehender 
Antwort  abgeleitet.  Während  aber  die  in 
Satz  1 6  ausgesprochenen  und  an  den  Figuren 


Fig  34. 

eingeschrieben,  so  gehen  seine 
Diagonalen  AC  und  BD,  also  auch 
seine  Mittelparallelen  p  und  q 
durch  den  Mittelpunkt  der 
Kurve.  Da  nun  die  Mittel- 
parallele  p//AB//CD  jedenfalls  die 
Parallelogrammseiten  und  Kurven- 
sehnen B  C  und  A  D  halbiert, 
und  ebenso  die  Mittelparallele 
q  //  B  C  //  A  D  die  Parallelogramm- 
seiten und  Kurvensehnen  A  B  und 
C  D  halbiert,  so  stehen  die  Du^rch- 
messer    p     und     q     in     derjenigen 
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28  bis  ;U  (iHrye.stellten  Eijieii.scliHften 
der  konjiifjierten  Durchmesser  für  alle 
diese  Kurveiigattungen  zicmlicli  f;leicli- 
wertig-  auftreten,  so  gelten  diese  neuen 
nur  für  Ellipse  und  Hyperbel,  da  bei  der 
Parabel  weder  ein  umgeschriebenes  nocli 
ein  eingesclu'iebenes  Parallelogramm  mög- 
lich ist.  (Vergl.  die  folgende  Antwort  44 
und  Erklärung   150  ff.) 

Erkl.  145.  Denkt  man  sich  den  Durch- 
messer A  ('  der  Figuren  33  und  34  etwa 
festliegend  und  den  Punkt  B  die  Kurve 
durchlaufend,  so  dui-chläuft  der  Winkel 
A  B  C  alle  die  ^^'inkelgrößen,  welche  an 
der  gewählten  Kurve  der  Peripheriewinkel 
über  dem  Durchmesser  A  C  annehmen 
kann,  und  stets  bilden  dabei  die  Durch- 
messer A  C  und  B  D  die  Diagonalen 
eines  eingeschriebenen  Parallelogramms. 
Beginnt  dal)ei  der  Punkt  B  seinen  Um- 
lauf im  Punkte  A,  so  fallen  C  B,  M  B 
und  q  mit  C  M  A  zusammen,  B  A  fällt  in 
die  Taugente  a,  also  Avird  p  //  a.  Der 
Wert  des  Periplieriewinkels  C  B  A, 
welcher  gleich  dem  Winkel  (p  q)  ist,  hat 
also  in  diesem  Grenzfall  die  Größe  des 
Sehnentangentenwinkels  (C  A,  a) ;  er 
nimmt  dann  aber  beim  Umlauf  des 
Punktes  B  stets  verschiedene  Werte  an, 
bis  Punkt  B  nach  C  gelangt  ist.  In 
diesem  zweiten  Grenzfalle  fallen  A  B,  M  B 
und  p  mit  AMC  zusammen,  B  C  fällt  in 
in  die  Tangente  c,  also  wird  q  //  c,  und 
der  Wert  des  Perii)]ieriewinkels  A  B  C 
^  (p  q)  hat  nunmehr  wieder  die  (irciße 
des  Sehnentangentenwinkels  (A  C,  c), 
der  nach  der  einen  Seite  als  spitzer, 
nach  der  anderen  als  stumpfer  Winkel 
zu  nehmen  ist.  —  In  jedem  der  vielen 
so  entstandenen  Parallelogramme  sind 
die  Mi tteli)ara Helen  p,  q  zwei  kon- 
jugierte Durchmesser;  nur  in  einem 
davon  werden  auch  die  Diagonalen 
zu  konjugierten  Durchmessertl,  wenn 
nämlich  l>  in  die  llichtung  des  zu  M  A 
konjugierten  Durclimesscrs  fällt,  also 
wenn  MB/7a//c  gewählt  wird  (s.  Fig.  35) 

Erkl.  146.  Nach  Satz  12  müssen  die 
Berühi-ungspunkte  A  B  C  D  unbedingt 
ebenfalls  ein  Parallelogramm  bilden,  weil 
die     Tangenten  a  b  c  d     eines     l)ildon. 


Beziehung-  zu  einander,  welche  in 
Satz  16  als  Grundbeziehung  kon- 
jugierter Durchmesser  auf- 
gestellt wurde,  indem  jeder  die  zum 
anderen  parallelen  Kurvensekanten 
halbiert. 

2)  Ein  eing-eschriebenes  Parallelo- 
gramm entsteht  aber,  indem  einem 
erstg-ewählten  Durclimesser  MAC 
ein  beliebiger  zweiter  M  B  D  zu- 
gesellt wird,  also  enthält  man  zwei 
Nachbarseiten,  indem  man  mit  den 
Endpunkten  A  und  C  eines  erst- 
gewählten Durchmessers  einen  be- 
liebigen dritten  Punkt  B  der 
Kurvenperipherie  verbindet.  Und 
da  die  Mittelparallelen  des  ent- 
stehenden Parallelogramms  jedes- 
mal konjugierte  Durchmesser 
werden  müssen,  so  geben  auch  die 
aus  einem  beliebigen  Kurven- 
punkte B  nach  den  Endpunkten 
eines  beliebigen  Durchmessers 
A  C  laufenden  Sehnen  stets  die 
Richtungen  zweier  konjugier- 
ten Durchmesser  an. 

3)  Wird  ein  beliebiges  Parallelo- 
gramm a  b  c  d  (Fig.  33,  34)  einer 
Kurve  umgeschrieben,  so  ist 
der  Schnittpunkt  zweier  seiner 
Seiten,  z.  B.  (a  b)  jedenfalls  der 
Pol  der  Berührungssehne  A  B,  und 
(c  d)  Pol  von  C  D;  folglich  ist  die 
Diagonale  q  die  Polare  des  Schnitt- 
punktes von  A  B  und  C  D,  oder 
dieser  Schnittpunkt  von  A  B  und 
C  D  ist  Pol  von  q.  Durch  denselben 
Schnittpunkt  mit  A  B  und  C  D  als 
den  Verbindungsgeraden  der  Be- 
rührungspunkte auf  den  Gegen- 
seiten a  und  b,  c  und  d  geht  aber 
nach  dem  Satz  des  Brianchon  für 
das  Vierseit  a  d  b  c  a  auch  die 
Diagonale  p,  und  zwar  ist  dieser 
Schnittpunkt  der  unendlich  ferne 
Punkt  von  p,  weil  das  Viereck 
A  D  B  C  A  ein  Parallelogramm 
wird.  Daher  geht  p  durch  den  Pol 
von  q,  oder  p  und  q  sind  kon- 
jugierte Durchmesser. 

4)  Ein  umgeschriebenes  Parallelo- 
gramm entstellt  aber,  indem  einem 
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Damit  nun  für  den  dritten  Teil  der  nelicn- 
stelienden  Antwort  a  und  b  bezw.  c  uinl 
d  als  Gegenseiten  des  Tangentenvierseits 
im  Satz  des  Rrianelion  auftreten  können, 
müssen  A  und  1»  bezw.  (-  und  D  Gegen- 
eeken  des  eingescliriebenen  Vierecks  sein, 
also  muß  letzteres  in  der  Umlaufsweise 
A  C  B  D  oder  A  D  B  (%  ersteres  in  der 
entsprechenden  Umlaufsweise  a  c  b  d  bezw  . 
a  d  b  c  genommen  werden  (vgl.  Fig.  9( ),  7 
des  I.  Teiles  dieses  Lehrbnches).  Das 
Tangentenparallelogranim  bat  sodann  zwei 
Ecken  (a  d)  und  (b  c)  mit  Diagonale  j) 
im  Endlichen,  und  zwei  Ecken  (d  b) 
und  (c  a)  im  Unendlichen,  deren  Dia- 
gonale die  nnendlicli  ferne  Gerade  ist. 
Und  auf  letzterer  müssen  einander 
schneiden,  d.  h.  es  müssen  ])arallel  werden 
die  Geraden  A  B,  C  D  und  p.  Da  aber 
der  Schnittpunkt  von  A  B  und  ('  D  Pol 
zu  q  ist  und  p  durch  ersteren  hindurch- 
geht, so  ist  p  wirklich  derjenige  Kurven- 
durchmesser, welcher  dui'ch  den  unendlich 
fernen  Pol  des  Durchmessers  q  hindurch- 
geht, d.  h.  p  und  (]  sind  konjugierte 
D  u  r  c  li  m  e  s  s  e  r. 

Ei'kl.  147.  Denkt  man  sich  das  Tan- 
gentenpaar a  c  der  Figuren  33  und  34 
etwa  festliegend  und  die  Tangente  b  die 
Kurve  umhüllend,  so  durchläuft  der 
Winkel  (p  q)  alle  die  Winkelgrößen,  unter 
welchen  der  zwischen  den  Paralleltan- 
genten a  und  c  ausgeschnittene  Tan- 
gentenabschnitt der  veränderlichen  Tan- 
gente b  vom  Kurvenmittel punkt  M  aus 
*  gesehen  wird,  und  stets  bilden  dabei  p 
und  q  die  Diagonalen  eines  Tangenten- 
parallelogramms. Beginnt  hierbei  die 
Tangente  b  ihren  Undauf  mit  der  Lage  a, 
so  fällt  (a  b)  mit  A,  also  q  mit  M  A  zu- 
sammen, (bc)  mit  dem  unendlich  fernen 
Punkte  von  c,  also  wird  q // a?  imd  der 
Winkel  (j)  q)  hat  wie  in  Erklärung  145 
den  Anfangswert  gleich  dem  Sehnen- 
tangentenwinkel  (C  A,  a);  er  nimmt  dann 
aber  beim  Umlauf  der  Tangente  b  stets 
verschiedene  Werte  an,  bis  Tangente  b 
mit  c  zusammenfällt.  In  diesem  zweiten 
Grenzfalle  fällt  (b  c)  mit  C,  p  mit  M  C 
zusammen,  (a  b)  mit  dem  unendlich  fernen 
Punkte  von  a,  also  wird  q  //  c,  und  der 
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erstgewälilteii  parallelen Tang-eiiteii- 
paar  a  c  ein  beliebiges  zweites  b,  d 
zugesellt  wird,  also  erhält  iwnii  zwei 
Nacbbarecken,  indem  man  ein  erst- 
gewähltf  s  Paar  von  Parallel- 
tangenten a,  e  durch  eine  be- 
liebige dritte  Tangente  b  der 
Kurve  schneidet.  Und  da  die  Dia- 
gonalen des  entstehenden  Parallelo- 
gramms jedesmal  konjugierte 
D  u  r  c  h  m  e  s  s  e  r  sein  müssen ,  so  er- 
geben auch  die  auf  einer  beliebigen 
Tangente  b  durch  zwei  beliebige 
Paralleltangenten  a,  c  erzeug- 
ten Punkte  stets  die  Richtungen 
zweier  konjugierten  Durch- 
messer an. 

5)  Ein  Vergleich  der  Figuren  33 
und  34  mit  Figur  19  zeigt,  daß  die 
Durchmesser  p  und  q  zusammen 
mit  der  unendlich  fernen  Geraden 
das  Dreieck  der  Nebenseiten  eines 
umgeschriebenen  bezw.  der  Neben- 
ecken eines  eingeschriebenen 
Vierecks  bilden.  Daher  bilden  je 
zwei  konjugierte  Durchmesser 
mit  der  unendlich  fernen  Ge- 
raden ein  Polar  dreieck  der 
Kurve.  Und  nur  in  dem  besonderen 
Falle,  daß  das  zweite  Gegenseiten- 
paar des  Tangenteil] )arallelogramms 
mit  der  Berührungssehne  des  ersten 
parallel  gelegt,  bezw\  die  zw^eite 
Diagonale  des  Sehnenparallelo- 
gramms mit  den  zur  ersten  ge- 
hörenden Kurventangenten  parallel 
gewählt  wird,  —  dann  entsteht  ein 
doppeltes  Polardreieck  nach  Figur  21 , 
indem  sowohl  Diagonalen  als  Mittel- 
parallelen beider  Parallelogramme 
konjugierte  Durchmesser  sind. 
(Figur  35). 

6)  Man  erhält  hiernach  folgende 
weitere  Aussage  über  konjugierte 
Durchmesser: 

Satz  17.  Die  Mittelparallelen 
jedes  Sehnenparallelogramms 
und  die  Diagonalen  jedes  Tan- 
gentenparallelogramms einer 
Kurve    zweiten    Grades    sind    zw^ei 

.  Teil.  « 
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Winkel  (p  q)   lint  wieder   die  (iröße   des      konjugierte    Durchmesser    und 
Selinentangentenwinkels  (AC,  e),  der  nach      bilden  mit  der  unendlich  fernen 
der  einen  Seite  als  stumpfer,  nach  der  an-      Geraden   ein  Polardreieek   der 
deren  als  spitzer  "Winkel   zu  messen   ist.      Kurve. 
Man  hat  also  nicht  etwa  bloß    eine  ähn- 
liche,     sondern     tatsächlich      dieselbe 

Durchlaufung  des  Winkels  (p(i)  wie  in  Erklärung  145.  —  In  jedem  der  vielen 
so  entstandenen  umgeschriebenen  Parallelogramme  sind  die  Diagonalen  p 
und  q  zwei  konjugierte  Durchmesser;  nur  in  einem  derselben  werden  auch 
die  Mittelparallelen  konjugierte  Durchmesser,  wenn  nämlich  b  die  Richtung  des 
zur  Richtung  a // c  konjugierten  Durchmessers  annimmt,  also  wenn  b/  AC  gewählt 
Avird  (s.   Fig.   ;};')). 


Fi2-.   35. 


Erkl.  U.S.  In  Figur  H5  ist  B  D//a//c 
gewählt  bezw.  b//A('  gewäldt.  ?^)lglich 
ist  hier  einerseits  sowohl  j)  und  q  ein 
Paar  konjugierter  Durchmesser,  und  zwar 
zugleich  Diagonalen  des  umgeschriebenen 
Parallelogramms  a  b  c  d  und  Mittelparal- 
lelen des  eingeschriebenen  Parallelogramms 
A  B  C  D,  als  auch  andererseits  M  A  und 
MB  ein  Paar  konjugierter  Durchmesser, 
weil  jeder  durch  die  Berührungspunkte 
der  zum  anderen  pai-allelen  Tangenten 
geht.  Daher  müssen  auch  A  C  und  B  D 
zugleich  Diagonalen  eines  Tangenten- 
parallelograunns  sein  und  ^Mittelparallelen 
eines  Selnienparallelogramms.  Wählt  man 
nämlich    die    Kurvenschnittpunkte    von  p 

und  q  als  Ecken  eines  eingeschriebenen  und  als  Berührungspunkte  eines  um- 
geschriebenen Parallelogramms,  so  gehen  die  Seiten  des  ersteren  parallel  A  C  und 
B  D,  die  Seiten  des  letzteren  parallel  p  und  q ;  die  Ecken  des  ersteren  liegen  auf 
p  und  q,  die  Ecken  des  letzteren  auf  A  C  und  B  D.  Und  jedesmal  ist  der  Vierecks- 
winkel des  einen  Parallelogramms  gleich  dem  Diagonalenwinkel  des  anderen,  und 
umgekehrt.  —  Auch  in  Figur  8 '3  kcinnten  p  und  q  als  Diagonalen  eines  Sehnen- 
parallelogramms gewählt  werden;  die  Mittelparallelen  desselben  fallen  dann  aber  nicht 
mit  AC  und  BD  zusammen.  Und  e1>ensowenig  fallen  in  Figur  '.'>3  auf  AC  und  BD  die 
Ecken  des  umgeschriebenen  Parallelogramms,  welches  die  Kurvenschnittjjunkte  von 
\)  und  q  zu  Berührungspunkten  hat,  sondern  ebenfalls  auf  die  vorgenannten  Mittel- 
])arallelen.  Wohl  aber  sind  in  Figur  33  und  34  wegen  des  Sehnenparallelogramms 
AB  CD  die  l)eiden  konjugierten  Diu-chmesser  p  und  q  vier  harmonische 
Geraden  mit  den  Diagonalen  AC  und  BD,  also  bilden  auch  in  Figur  35  die 
beiden  zusammengelnirigen  Paare  konjugierter  Durchmesser  \),  q  und 
A  C,  BD  zusammen  eine   (Jruppe  von  vier  liarmonischen  Geraden. 

Erkl.  149.  P>ei  dem  Durchlauf  des  Kurvenpunktes  B  durch  den  Kurven- 
bogen AC  in  Erklärung  145  ninmit  der  Durchmesser  MB  der  Reihe  nach  jede 
Lage  zwischen  MA  und  MC  an,  und  jeder  Durchmesser  bildet  einen  bestimmten 
Winkel  mit  seiner  zugehörigen  Tangente ;  und  bei  dem  Umlauf  der  veränderlichen 
Tangente  b  längs  dem  Kurvenbogen  A  C  in  Erklärung  147  nimmt  die  Tangente  b 
der  Reihe  nach  jede  Lage  der  Kurventangente  zwischen  A  und  C  an,  und  jede 
Tangeute  l)ildet  einen  bestimmten  Winkel  mit  ihrem  zugehörigen  Durchmesser. 
Es  treten   daher  bei    dem  Durchlauf   des  Kurvenpunktes   in  Erklärung   145  und    bei 
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dem  Umlauf  der  Tangente  in  Erklärung  147  naeli  Lage  und  Große  genau  die- 
selben Lagen  und  gleichen  Größen  der  Winkel  zwischen  Durchmesser  und 
Tangente  auf,  und  zw.ir  jedesmal  sämtliche  am  Kurvenbogen  ABC  überhaupt 
vorkommenden  Winkel.  Das  sind  aber  auch  sämtliche  AVinkelgrößen  des  Winkels 
zwischen  Tangente  und  Durchmesser  an  der  ganzen  Kurve  überhaupt:  denn  einerseits 
sind  die  Tangenten  an  den  beiden  Endi)unkten  eines  Durchmessers  AB  ])arallel, 
bilden  also  auf  jeder  Seite  gleiche  Winkel;  andererseits  gehört  zu  jeder  Tangente  b 
eine  parallele  Tangente  d,  deren  Berührungspunkt  der  zweite  f^udpunkt  desselben 
Durchmessers  ist,  so  daß  auch  hier  gleiche  Winkel  entstehen.  Man  erhält  daher 
sämtliche  an  einer  Kurve  auftretenden  Winkel  zwischen  Durchmesser  und  Tangente, 
wenn  mau  einen  Kurveii|)unkt  oder  eine  Tangente  den  Umlauf  von  einem  Endpunkt 
eines  Durchmessers  zum   andern   machen   läßt. 

p]rkl.  150.  In  den  Figuren  33  und  34  ist  a  1)  c  d  ein  der  Kurve  umge- 
schriebenes Vierseit,  und  p  und  q  bilden  mit  der  unendlich  fernen  (Jeraden  das 
Dreiseit  der  Nebenseiten  dazu,  also  ein  Polardreiseit  der  Kurve;  ebenso  ist  A  B  C  D 
in  den  Figuren  33  und  34  jeweils  ein  der  Kurve  eingeschriebenes  Viereck, 
und  die  Schnittpunkte  von  p  und  q  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  sind  zugleich 
die  Schnittj)uid<te  der  Gegenseiten  dieses  Vierecks,  bilden  also  mit  M  zusammen 
das  Dreieck  der  Nebenecken  und  folglich  wieder  ein  Polardreieck  der  Kurve. 
Daher  lassen  sich  in  Bezug  auf  die  Figuren  33  und  34  dieselben  Erörterungen 
anstellen,  welche  in  den  Antworten  der  P^ragen  2(i  bis  31  über  das  Polardreieck 
durchgeführt,  sind;  —  dabei  muß  nur  berücksichtigt  werden,  daß  anstelle  der  einen 
Seite  des  Polardreiecks  der  Figur  19  die  unendlich  ferne  Gerade  eintreten  muß. 
Insbesondere  erhält  man  bei  Figur  35  den  Einzelfall  der  Figur  21,  indem  nach 
Erklärung  148  sowohl  p  und  q  als  auch  AC  und  BD  je  ein  Paar  konjugierte 
Durchmesser  bilden.  p]s  müssen  daher  in  Figuren  33  und  34  schon  die  in  Figur  19 
angegebenen,  in  Figur  35  sogar  die  in  Figur  21  angegebenen  Besonderheiten  der 
gegenseitigen  Lage    bestimmter  Punkte    und    Geraden    auftreten.     Vergl.  Erkl.   112. 

Erkl.  151.  Der  obensteheude  Satz  17  gibt  bestimmte  Eigenschaften  für  die 
Mittelparallelen  von  Sehnenparallelogrammen  und  für  die  Diagonalen  von  Tangenten- 
parallelogramraen,  aber  keine  bestimmten  Aussagen  über  Mittelparallelen  von 
Tangentenparallelogrammen  oder  Diagonalen  von  Sehnenparallelogrammen.  In  der 
Tat  sind  die  Geraden  der  beiden  letztgenannten  Arten  vollständig  willkürlich 
und  keinerlei  (Gesetzmäßigkeit  unterworfen,  wohl  aber  diejenigen  der  ersteren  Art. 
Man  kann  zwei  ganz  beliebige  Durchmesser  der  Kurve  als  Mittelparallelen 
eines  Tangentenparallelogramius  wählen,  d.  h.  man  kann  zu  einem  parallelen 
Tangenten])aar  jedes  beliebige  zweite  Paar  zur  Bildung  eines  Tangenten- 
parallelogramms hinzunehmen,  —  man  kann  aber  durchaus  nicht  zwei  beliebig 
gewählte  Durchmesser  als  Diagonalen  eines  Tangentenparallelogramms  verwenden, 
sondern  nur  zwei  konjugierte  Durchmesse  r.  Ebenso  kann  man  zwei  ganz 
beliebige  Durchmesser  der  Kurve  als  Diagonalen  eines  Sehneuparallelogramms 
verwenden,  denn  jedes  beliebige  Durchmesserpaar  bestimmt  auf  der  Kurve  die  Ecken 
eines  eingeschriebenen  Parallelogramms,  —  man  kann  aber  durchaus  nicht  zwei 
beliebig  gewählte  Durchmesser  als  Mittel  parallelen  eines  Sehnenparallelogramms 
nehmen,  sondern  nur  zwei  konjugierte  Durclimesser. 


Frage  44.    Welche  Besonderheiten 

zeigen  die  konjugierten  Durchmesser  Antwort.     Da    die   Kurvendurch- 

hei  den  drei  Gattungen  der  Kurven  messer     alle     durch     den     Kurven- 

zweiten  Grades  I  mittelpunkt      gehen,      so      besteht 
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Erkl.  152.  Auf  jedem  Ellipseu- 
durchmesscr  g'ibt  es  unendlicli  viele 
Punkte  innerlialb  der  Kurve,  unendlich 
viele  Punkte  außerlialb  der  Kurve  und 
zwei  Punkte  auf  der  Kurve,  die 
beide  im  Endlielien  liejicn. 

Auf  jedem  Pa  rab  e  1  dui-cli  m  e  sser 
gibt  es  unendlich  viele  Punkte  inner- 
halb der  Kurve,  unendlich  viele  Punkte 
außerhalb  der  Kurve  und  zwei  Punkte 
auf  der  Kurve,  deren  einer  im  End- 
lichen, deren  anderer  im  Unendlichen  liept. 

Auf  einem  s  c  h  n  e  i  d  e  n  d  e  n  H  y  p  e  r  1  >  e  1  - 
durchmesser  gibt  es  (ebenso  wie  auf 
jedem  EUipseudurchmesser)  unendlich 
viele  Punkte  innerhalb  der  Kurve,  un- 
endlich viele  Punkte  a  u  ß  e  r  halb  der 
Kurve  und  zwei  Punkte  a  u  f  de  r 
Kurve,    die  beide    im  Endlichen   liegen. 

Auf  einem  nichtschneidenden  Hy- 
pe rb  e  1  d  u  r  c  h  m  esse  r  gibt  es  bloß  unend- 
lich viele  Punkte  außerhalb  der  Kurve, 
keine  innerhalb  und  keine  auf  der 
Kurve. 

Auf  einer  Hyperbelasymptote  gibt 
es  unendlich  viele  Punkte  außerhalb 
der  Kurve,  keine  Punkte  innerhalb  der 
Kurve  und  einen  Punkt  auf  der  Kurve, 
welcher  unendlich  fern  liegt. 


Erkl.  15f{.  l>enkt  man  sich  (Fig.  :36) 
irgend  einen  Kur\eid>ogen  einer  Kurve 
zweiten  Grades  in  beliebiger  Richtung 
A — B — C  durchlaufen,  und  in  jedem 
seiner  Punkte  die  Tangente  gezogen 
und  je  eine  Verbindungsgerade  einerseits 
nach  einem  Punkte  J  auf  der  Innenseite, 
andererseits  nach  einem  Punkte  K  auf 
der  Außenseite  des  Bogens,   so  zeigt  die 


zunächst  der  engste  Znsaninienliang' 
zwischen  den  Eigenschaften  der 
Durchmesser  der  dreierlei  Kurven 
überhani)t  und  jenen  des  Kurven- 
mittelpunktes,  welche  in  Antwort  38 
erörtert  wurden.  Dazu  gesellen  sich 
dann  noch  die  besonderen  Eigen- 
tümlichkeiten der  konjugierten 
Durchmesser. 

1)  Für  die  Ellipse  ist  der 
Mittelpunkt  ein  Punkt  inner- 
halb der  Kurve,  also  sind  sämt- 
liche Durchmesser  Sekanten  der 
Kurve  und  treffen  dieselbe  in  zwei 
Punkten.  Dieselbe  Eigenschaft 
kommt  also  auch  unterschiedslos 
je  zwei  konjugierten  Durch- 
messern der  Ellipse  zu;  und  zu 
einem  beliebigen  Durchmesser  p 
(Fig.  33)  kann  nian  den  konjugierten 
q  finden  entweder  durch  Halbierung 
einer  zu  p  parallelen  Sekante  A  B, 
oder  durch  ein  sich  auf  p  schneiden- 
des Tangentenpaar  b,  c  mit  seinen 
Paralleltangenten  a,  d.  Das  von 
dem  konjugierten  Durchmesser  mit 
der  unendlich  fernen  Geraden  ge- 
bildete Polardreieck  hat  eine 
Ecke,  nämlich  den  Kurvenmittel- 
punkt, innerhalb  der  Kurve,  die 
zwei  anderen  Ecken  auf  dessen 
Polare,  nämlich  der  unendlich 
fernen  Geraden,  also  außerhalb  der 
Kurve. 

2)  Für  die  Parabel  ist  der 
Mittelpunkt  der  unendlich  ferne 
Kur venp unkt,  in  welchem  die 
Parabel  die  unendlich  ferne  Gerade 
berührt;  dorthin  laufen  also  sämt- 
liche Parabeldurchmesser.  Eben- 
dahin läuft  aber  auch  jede  Parallel - 
sehne  zu  einem  beliebigen  Durch- 
messer: d,  h.  jede  Parallele  zu 
einem  Durchmesser  ist  selbst  ein 
Durchmesser,  kann  also  nicht  im 
Endlichen  halbiert  werden.  Daher 
besitzt  die  Parabel  keine  ein- 
geschriebenen Parallelogramme,  also 
im  eigentlichen  Sinne  auch  keine 
konjugierten  Durchmesser.  Das 
letztere  folgt  auch  aus  der  Tatsache, 
daß    die    Parabel    keine    parallelen 


über  die  Mlttelpnnktseigenschafteu  der  Kurven  zweiten  (Irades. 
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Beobaclitun^'    der    rmdreliungsrielitungen 
folf^enden  Unterscliied: 

Die  unendlicli  fernen  Punkte  der  Tan- 
genten in  A,  B,  C  (Fig.  36)  durcldaufen 
die  unendlicli  ferne  GJerade  im  Unilauf- 
sinne mit  dem  Uhrzeiger,  die  Verbin- 
dung.sgeradeu  JA,  J  R,  JC  drehen  sieh 
ebenfalls  mit  dem  Uhrzeiger,  die  Ver- 
bindungsgeraden KA,  KB,  KC  dagegen 
drehen  sich  gegen  den  Uhrzeiger.  Daher 
haben  die  Kurvensekanten  des  inneren 
Punktes  die  gleiche,  die  Kurven- 
sekanten des  äußeren  Punktes  dagegen 
die  entgegengesetzte  Umlauf srichtuug 
wie  die  Tangenten  der  von  diesen  Se- 
kanten getroffenen  Kurveii])unkte.  Nun 
hat  für  die  Ellipse  der  Mittelpunkt  die 
Lage  des  Punktes  J,  für  die  Hyperbel 
die  Lage  des  Punktes  K ;  und  die  Pa- 
rallelen durch  J  bezw.  K  zu  den  Tan- 
genten in  ABC  geben  die  Richtungen 
der  zu  den  Durchmessern  J  A,  J  B,  J  C 
bezw.  KA,  KB,  KC  konjugierten  Durch- 
messer an.  Demnach  erkennt  man  schon 
aus  der  Lage  des  Mittelpunktes  zur 
Kurve,  daß  bei  der  Ellipse  der  Drehung 
eines  Durchmessers  auch  die  g  1  e  i  c  h  - 
gerichtete  Drehung  eines  konjugierten 
entspricht,  bei  der  Hyperbel  dagegen 
die  entgegengesetzte  Drehung  des 
konjugierten.  Es  wird  also  ein  zweites 
konjugiertes  Durchmesserpaar  JB,  J/i  bei 
der  Ellipse  zu  einem  ersten  Paar  JA,  J« 
in  getrennten  Winkelräumen  liegen, 
d.  h.  J  B  im  Innenwinkel  von  J  A,  J «, 
und  J,>  im  Nebenwinkel.  Bei  der  Hy- 
ji  e  r  b  e  1  dagegen  liegt  ein  zweites  kon- 
jugiertes Durchmesserpaar  KB,  K/j  im 
gleichen  Winkelraume  des  ersten  Paares 
KA,  K«  —  beide  im  Innenwinkel  oder 
beide  im  Nebenwinkel. 

Erkl.  154.  Bei  der  Parabel  ver- 
sagen alle  vorstehenden  Erwägungen, 
denn  der  Mittelpunkt  liegt  unendlich  fern, 
Avürde  also  in  Figur  36  mit  J  unendlich 
weit  nach  rechts,  oder  mit  K  unendlich 
weit  nach  links  übereinstimmen  können. 
Es  ist  eben  die  unendlich  ferne  Gerade 
selber  als  konjugierter  Durchmesser  zu 
jedem  anderen  aufzufassen,  und  daher 
verlieren    die    Angaben    über    die    Größe 


Tangenten,  also  kein  Tangenten- 
parallelogramm besitzt.  Vielmehr 
ist  jede  Tangente  parallel  zur  nn- 
endlich  fernen  Geraden,  wobei 
letztere  als  Knrventangente  auf- 
gefaßt wird.  Andererseits  könnte 
man  die  nnendlich  ferne  Gerade,  da  sie 
auch  dnrch  den  Parabelmittelpunkt 
geht,  als  einen  Parabeldurchmesser 
auffassen  und  sie  dann  jedem  an- 
deren Parabeldurchmesser  als  kon- 
jugierten zugesellen.  Das  Polar- 
dreieck derselben  schrumpft  dann 
so  zusammen,  daß  in  die  unendlich 
ferne  Gerade  selber  zwei  Seiten  des- 
selben hineinfallen. 

3)  Für  die  Hyperbel  ist  der 
Mittelpunkt  ein  äußerer  Punkt, 
folglich  gibt  es  bei  der  Hyperbel 
dreierlei  Durchmesser,  nämlich 
je  beliebig  viele  schneidende  und 
nichtschneidende,  und  zwei  be- 
rührende. Die  beiden  letzteren  sind 
die  AsyMup toten  der  Hyperbel: 
sie  trennen  die  sämtlichen  schnei- 
denden Durchmesser  (innen  und 
außen)  von  sämtlichen  nicht- 
schneidenden Durchmessern.  Ein 
schneidender  Durchmesser  hat 
seinen  Pol  außerhalb  der  Kurve 
und  trifft  die  unendlich  ferne  Gerade 
in  einem  Punkte  innerhalb  der 
Kurve,  folglich  gibt  es  zu  demselben 
keine  parallelen  Tangenten, 
deren  Berührungssehne  den  konju- 
gierten Durchmesser  liefern  könnte. 
Wohl  aber  gehen  durch  die  Kurven- 
schnittpunkte des  Durchmessers 
zwei  parallele  Tangenten,  welche 
die  Richtung  des  konjugierten 
Durchmessers  bestimmen.  Letz- 
terer geht  also  durch  einen  außer- 
halb der  Hyperbel  liegenden 
Punkt  der  unendlich  fernen  Geraden, 
und  folglich  hat  jeder  schneidende 
Durchmesser  als  konjugierten 
einen  nichtschneidenden.  — 
LTmgekehrt  hat  ein  nichtschnei- 
dender Durchmesser  seinen  Pol 
innerhalb  der  Kurve  und  trifft 
die  unendlich  ferne  Gerade  in  einem 
außerhalb  der  Hyperbel  liegenden 
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und  Lage  der  Winkel  zweier  konjugierten 
Durchmesser  ihre  Bedeutung.  Was  aber 
auch  bei  der  Parabel  bestehen  bleibt, 
ist  die  A¥inkelbezielinng  zwischen  den 
Kurvendurchmessern  und  den  Kurven- 
tangenten in  deren  Kurvenpunkten.  Dieser 
Winkel  nimmt  bei  Durchlaufung  des 
Parabelbogens  ebenfalls  verscliiedene 
Werte  an,  und  die  Untersucliungen  bei 
Ellipse  und  Hyperbel  über  die  Winkel 
konjugierter  Durclimesserpaare  beziehen 
sich  bei  der  Parabel  auf  den  Winkel 
ihrer  Tangenten  mit  dem  Durchmesser  des 
Berührungspunktes.  Jeder  Durchmesser 
der  Parabel  bleibt  Axe  einer  Art  schiefer 
Symmetrie,  und  deren  Richtung  Avird 
nicht  durch  einen  geometrischen  Durch- 
messer, sondern  bloß  durch  die  Tangenten- 
richtung angegeben. 

Erkl.  155.  Bei  der  Ellipse  konnte 
zur  Herstellung  des  konjugierten  Durch- 
messers zu  einem  gegebenen  verwendet 
werden  1)  eine  zum  gegebeneu  Durcli- 
messer  parallele  Sehne,  2)  eine  zum  ge- 
gebenen Durchmesser  ])arallele  Tangente, 
3)  eine  Tangeute  im  Kurvenschnittpunkt 
des  gegebenen  Durchmessers.  Bei  der 
Hyperlbel  bleibt  der  erste  Weg,  nämlicli 
die  Verwendung  der  Parallelsekanten  für 
beiderlei  Durchmesser  erhalten;  von  den 
zwei  anderen  Mitteln  aber  erlaubt  der 
s  c  li  neidende  Durchmesser  nur  das 
dritte  anzuwenden,  nämlich  die  Tangenten 
in  seinen  Kurvenschnittpunkten,  —  der 
nichtschneidende  Durchmesser  nur 
das  zweite,  nämlich  der  parallelen  Tan- 
genten. Demnach  ist  aber  bei  der  Hyperbel  ein  Sehnen-  und  Tangentenparallelo- 
gramm von  der  in  Figur  35  und  Erklärung  148  für  die  Ellipse  vorgestellten  Art 
nicht  möglich.  Denn  da  von  zwei  konjugierten  Hyperbeldurchmessern  nur  der 
eine  ein  schneidender  sein  kann,  so  kann  nie  ein  Sehnenparallelogramm  der  Hyperbel 
als  Diagonalen  zwei  konjugierte  Durchmesser  erhalten.  Dasselbe  geht  auch  aus 
der  Ausführung  in  Erklärung  153  hervor,  denn  in  der  Figur  35  bilden  die  beiden 
Durchmesserpaare  vier  harmonische  Geraden;  bei  der  Hyperbel  aber  kann  diese 
Lagebezielmng  zwischen  zwei  konjugierten  Dnrchmesserpaaren  nie  eintreten,  da  ja 
nach  Erklärung  153  jedes  konjugierte  Durchmesserpaar  der  Hyperbel  nicht  in  den 
getrennten,  sondern  in  den  glci<;hen  Winkelräumen  eines  anderen  Paares  liegen  muß. 


Punkte,  folglich  gibt  es  zu  dem- 
selben zwei  parallele  Tangenten, 
deren  Berülirungsseline  den  konju- 
gierten Durchmesser  liefert. 
Letzterer  trifft  also  beide  Äste  der 
Hyperbel,  und  daher  hat  auch 
wieder  jeder  nichtschneidende 
Durchmesser  als  konjugierten 
einen  schneidenden.  In  der 
Tat  liegt  der  Kurvenmittelpunkt 
als  erste  Ecke  des  Polardreiecks 
der  konjugierten  Durchmesser 
außerhalb  der  Kurve,  folglich 
muß  von  den  auf  der  unendlich 
fernen  Geraden  liegenden  beiden 
anderen  Eckpunkten  desselben  der 
eine  auf  der  inneren,  der  andere 
auf  der  äußeren  Strecke  der  un- 
endlich fernen  Geraden  liegen.  — 
Eine  Hyperbelasymptote  endlich 
ist  zugleich  Kurvendurchmesser  und 
Kurventangente;  ihr  Pol  ist  also 
ihr  eigener  Berührungspunkt,  und 
dessen  Verbindungsgerade  mit  dem 
Mittelpunkt,  nämlich  der  zur 
Asymptote  konjugierte  Durchmesser, 
fällt  mit  eben  dieser  Asymptote 
selber  zusammen.  Und  nach  den 
Ergebnissen  der  Antwort  33  bezw. 
Erklärung  119  müssen  zu  den 
Asymi)toten  als  Kurventangenten 
aus  dem  Mittelpunkt  auch  je  zw^ei 
konjugierte  Durchmesser  der  Hy- 
perbel harmonisch  liegen  (vgl. 
die  folgende  Antwort  45). 


Frage  45.  Welche  Eigenscliaften 
der  Hyperbel  ergeben  sich  aus  der 
Stellung  der  Asymptoten  unter  den 
konjugierten  Durchmessern? 


Antwort.  1)  Um  die  Stellung 
der  Asymptoten  unter  den  kon- 
jugierten    Durchmessern     im     be- 


über  die  Mittelpimktseigenschaften  der  Kurven  zweiten  Grades. 
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Ei'kl.  156.  Um  Figur  2:5  für  die 
Asyiuptotenerklärung  zu  verwenden,  kann 
natürlich  nur  mit  den  Punkten  Q  oder  R 
gearbeitet  werden,  bezw.  zu  q  oder  r 
als  schneidenden  Geraden  der  Pol  ge- 
sucht werden;  denn  die  unendlich  ferne 
Gerade,  welche  den  Mittelpunkt  als  Pol 
erzeugt,  ist  nicht  wie  p  in  Fig.  23  eine 
außerhalb  der  Kurve  verlaufende,  sondern 
eine  Sekante.  Die  Figur  23  liefert  also 
die  Lehre  von  den  Asymptoten,  entweder 
indem  man  r  unendlich  fern  schneiden 
läßt,  also  R  zum  Kurvenmittelpunkt 
macht,  oder  indem  man  q  unendlich 
fern  schneiden  läßt,  also  Q  zum  Kurven- 
mittelpunkt werden  läßt.  Sowohl  p,  q 
mit  Tangenten  von  R,  als  auch  p,  r  mit 
Tangenten  von  Q  sind  vier  harmo- 
nische Geraden. 


Erkl.  137.  Vergleicht  man  die  Figuren 
8  und  37,  so  ist  beidemale  P  ein  Punkt 
außerhalb  der  Kurve,  p  eine  schneidende 
Gerade,  und  zwar  in  Figur  37  die  un- 
endlich ferne  Gerade.  Daher  kann  diese 
letztere  nicht  wie  in  Figur  8  die  innere 


sonderen  zu  studieren,  kann  man 
zurückgehen  auf  Figur  28  Seite  62. 
Ist  dort  Q  Pol  von  q,  so  sind  auf 
jeder  durch  Q  gehenden  Sekante 
r  vier  harmonische  Punkte:  P,  Q 
und  die  Kurvenschnittpunkte  auf 
r.  Werden  in  den  beiden  letzteren 
Punkten  die  Kurve  ntaii  gen  ten 
gezogen,  so  müssen  dieselben  ein- 
ander in  einem  auf  q  liegenden 
Punkte  R  schneiden,  also  bilden 
sie  mit  R  P  und  R  Q  die  Verbin- 
dungsgeraden von  R  nach  vier  har- 
monischen Punkten,  d.  h.  sie  sind 
vier  harmonische  Strahlen.  Für 
die  Hyperbel  wird  nun  R  zum 
Mittelpunkt,  r  zur  unendlich  fernen 
Geraden,  also  p  und  q  zu  zwei 
konjugierten  Strahlen  des  Mittel- 
punktes, d.  h.  zu  zwei  konjugierten 
Durchmessern;  und  die  Tangenten 
von  R  werden  zu  den  Asymptoten: 
sie  trennen  harmonisch  je  zwei  kon- 
jugierte Strahlen  durch  R. 

2)  Zum  gleichen  Ziele  gelangt 
man,  indem  man  die  der  Figur  34 
analoge  Figur  37  als  unmittelbares 
Ergebnis  der  Fig.  8  entstehen  läßt. 
Wird  nämlich  Fig.  8  in  der  Weise 
entworfen,  daß  man  als  Kurve  eine 
Hyperbel  und  als  p  die  unendlich 
ferne  Gerade  wählt,  so  muß  Punkt 
P  der  Kurvenmittelpunkt  M  werden, 
also  alle  Geraden  durch  M  zu  Durch- 
messern. Nun  wird  in  Figur  8 
(und  37)  wegen  des  Sehnen  Vierecks 
AB  CD  nicht  nur  die  Gerade  p  die 
Polare  zu  P,  sondern  auch  die  Ge- 
rade P  II  die  Polare  zu  Punkt  I, 
also  die  Punkte  I,  II  harmonisch 
zu  VII  und  A'^III,  und  folglich  die 
Strahlen  PI,  PH  konjugierte 
Strahlen  harmonisch  zu  x  und  y. 
In  ,  Figur  37  ist  daher  auch  der 
Durchmesser  M I  konjugiert  zum 
Durchmesser  M  II,  und  beide  har- 
monisch zu  den  Asymptoten  x  und  y. 

3)  Hiernach  müssen  auf  jeder  be- 
liebigen Sekante  oder  Tangente  der 
Hyperbel  vier  harmonische  Punkte 
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Strecke  der  Punkte  AC  und  BD  treffen, 
sondern  deren  äußeren  Raum.  d.  li.  A 
und  B  fallen  auf  den  einen,  ('  und  D 
auf  den  a  n  d  e  r  e  n  Kurvenast.  Alle 
l^unkte  von  ])  fallen  ins  rnendliclie,  die 
Geraden  nach  diesen  l'unkten  uiüsseu 
parallel  werden,  und  zwar  bleibt  in 
Fiuur  37,  ebenso  wie  in  Figur  8:  I  der 
Schnittpunkt  der  Sekanten  AB //CD.  II 
der  Schnittpunkt  der  Sekanten  AD  //  BC, 
III  der  Schnittpunkt  der  parallelen  Tan- 
genten in  A  und  C,  IV  der  Schnitt])unkt 
der  parallelen  Tangenten  in  B  und  D, 
Y  der  Schnittpunkt  von  e  und  p.  VI  der 
Schnittpunkt  von  f  und  p,  \'II  der  Be- 
rührungspunkt der  Tangente  x  aus  P 
an  die  Kurve,  nändich  der  eine  Schuitt- 
l)unkt  von  p  mit  der  Kurve,  VllI  der 
Berührungspunkt  der  Tangente  y  aus  P 
an  die  Kurve,  nändich  der  andere 
Schnittpuidvt  von  ])  mit  der  Kur\e.  — 
Über  die  Auffassung  eines  Parallelo- 
gramms als  Viereck  vgl.  Aufgabe  150 
und  Figur  90  des  i.  Teiles,  sowie  Auf- 
gabe 48  und  Figur  87  des  II.  Teiles 
dieses  Leln-buches. 

Ei'kl.  15S.  Wenn  man  sich  mehrere 
Paare  konjugierter  Durchmesser  einer 
Hyperbel  gezogen  denkt,  also  p,  q; 
p',  q';  p",  q",  so  ist  jedes  dieser  Paare 
harmonisch  getreiuit  durch  die  Asymp- 
toten X  und  y.  Folgen  also  einander 
die  Durchmesser  p,  p',  p"  in  der 
Drehungsrichtuug  gegen  x  hin,  so 
folgen  einander  auch  q,  q',  q"  in  der 
Drehungsrichtung  gegen  x  hin,  also 
entgegengesetzt  dem  vorigen  Drehungs- 
sinne. Und  wenn  ein  jj'"  ganz  in  x 
einrückt,  so  fällt  auch  das  zugehörige 
q'"  ganz  in  dieselbe  Asymptote  hinein. 
Rückt  aber  etA\a  p  von  x  al)  gegen  y 
hin,  so  dreht  sich  auch  q  bezw^  der 
Sclieitelstrahl  von  q  in  entgegengesetzter 
Richtung  von  x  ab,  und  von  der  anderen 
Seite  her  gegen  y  hin;  und  wenn  j)  ganz 
in  y  liiueintallt,  so  fällt  gleichzeitig  q  mit 
y  zusammen.  Demnach  ist  nicht  etwa 
die  eine  Asymptote  der  anderen  konju- 
giert, sondern  jede  Asymptote  ist  ein 
sich  selbst  konjugierter  Durch - 
m  e  s  s  e  r. 


er/.ougt  werden  (Inrcli  ihren  Schnitt 
mit  den  Asymptoten  nnd  irgend 
zwei  heliebig-en  konjngrlerten  Durch- 
messern. Und  die  Beziehung  ge- 
winnt besondere  Bedeutung,  wenn 
der  eine  dieser  beiden  konjugierten 
Durehmesser  durch  den  Mittel- 
l)unkt  der  Sehne  bezw.  durch  den 
B  e  r  ii  h  u  n  g  s  p  u  n  k  t  der  Tangente 
hindurcligeht  (Fig.  3^).  Denn  dann 
ist  der  andere,  nämlich  der  kon- 
jugierte Durchmesser  ])  irallel  zu 
dieser  Sehne  bezw.  Tangente,  er 
trifft  sie  im  Unendlichen,  und  folg- 
lich ward  durch  den  zugeordneten 
vierten  harmonischen  Punkt  die 
Strecke  zwischen  den  beiden  andern 
Punkten  halbiert.  Daher  haben 
die  Asymptotensclinitt])unkte  auf 
jeder  Tangente  oder  Sekante  der 
Hyperbel  beiderseits  gleichen  Ab- 
sta nd  vom  Beruh  r  u  n  g  s  p  u  n  k  t  e 
der  Tangente  bzw.  vom  Mittel- 
punkte der  Sehne. 

4)  Beiderseits  dieses  Sehnenmittel- 
punktes liegen  aber  auch  schon  die 
gleichen  SehnenhJilften  bis  zu 
den  Kurvensclinittpunkten,  folglich 
müssen  auch  die  auf  der  Sekante 
zwischen  den  Kurvenschnittpunkten 
und  den  Asymptotenschnittpunkten 
eingeschlossene  Strecken  gleiche 
L  ä  n  g  e  haben. 

5)  Als  Ergebnis  der  Antw^orten  44 
und  45  enhält  man  daher: 

Satz  18.  Je  zwei  konjugierte 
D  u  r  c  h  m  e  s  s  e  r  der  Hyperbel 
liegen  harmonisch  getrennt 
durch  die  Asymptoten:  der 
eine  (schneidende)  im  Innenwinkel, 
der  andere  (nichtschneidende)  im 
Außenwinkel  derselben. 

Satz  19.  Auf  jeder  Hyperbel- 
tangente ist  der  Berülirungs- 
})  u  n  k  t  der  M  i  1 1  e  1  ])  u  n  k  t 
zwischen  ihren  A  s  y  m  p  toten- 
sclinittp  unkten.  Auf  jeder 
H  y  p  e  r  b  e  1  s  e  k  a  n  t  e  entstehen 
gleichgroße  Strecken  zwischen  ihren 
Schnittpunkten  mit  der  Kurve 
und    den    Asymptoten. 
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Erkl.  159.  In  den  Antworten  l'J,  21,  2:3,  24  des  II.  Teiles  dieses  Lelir- 
buches  sind  eine  Keilie  von  Maübezieliung-en  aufgestellt,  welche  für  je  vier  liarino- 
nisclie  Strahlen  gelten.  Man  kann  daher  alle  jene  Ableitungen  in  vXnwendnng 
bringen  tür  die  Beziehung  zwischen  den  Asymptoten  nnd  jeglichem  Paare  konju- 
gierter Durchmesser  der  Hyperbel.  Dabei  kommen  besonders  die  Formeln  in  Be- 
tracht, welche  für  die  Halbierungs- 
strahlen  des  AVinkels  der  Asymptoten 
gelten,  weil  diesen  (xeraden,  wie  sich  in 
der  Folge  zeigen  wird,  eine  besonders 
wichtige  Bedeutung  für  die  Kurve  zu- 
kommt. 

Erkl.  160.  In  Fig.  :}.s  ist  p  q  (bezw. 
p'  q')  ein  Paar  konjugierter  Durchmesser, 
also  p  Polare  des  unendlich  fernen  Punktes 
P  auf  q,  und  (]  P(dare  des  unendlich 
fernen  Punktes  Q  auf  ]);  p  halbiert  (in 
0,)  die  zu  q  i)arallele  Sekante  Aj  B^ 
und  geht  durch  den  Berührungspunkt  0^ 
der  zu  q  ])arallelen  Tangente  C^  D.^ ;  q 
Iialbiert  in  O-,  die  zu  p  parallele  Sekante 
A.2B2.  Da  i)qxy  vier  harmonische  (Ge- 
raden sind,  so  schneiden  sie  auch  als  Schnitt- 
punkte A'ier  harmonische  Punkte  aus,  näm- 
lich auf  Aj  B^  die  vier  Punkte  Ci  D^  Oi  Poo, 
auf  A,  B.  die  vier  Punkte  C,  D.,  0.  Qcx3, 
auf  der  Tangente  C^Dh  die  vier  Punkte 
C3  D3  O3  PcxD-  l'nter  diesen  vier  Punkten 
ist   aber  immer  einer   unendlich   fern, 

folglich  ist  diesem  zugeordnet  der  Mittelpnnkt  der  beiden  anderen,  d.  h.  0^  Cj 
=  Ol  Dl ,  O.jC,  =  02D2,  O3  C3  =  O3  D3.  Und  diese  Überlegung  gilt  vollständig 
gleichartig,  ob  die  Sekante  nur  den  einen  Kurvenast  trifft  oder  beide  Kurven- 
äste. Im  ersten  Falle  liegt  der  Sehnenmittelpunkt  im  Iinienwinkel  der  Asymi)toten 
und  innerhalb  der  Kurve,  im  zweiten  Falle  liegt  der  Sehnenmittelpunkt  im  Außen- 
winkel der  Asymptoten  und  außerhalb  der  Kurve.  Für  Tangenten  ist  nur  der 
erstere  Fall  möglich,  da  bei  ihnen  Berührungspunkt  nnd  Mittelpunkt  zusammen- 
fallen muß,   also   C3  O3  =  D3  O3,   C4  O4  =  D4O4. 


Erkl.  161.  Denkt  man  sich  in  Figur  38  nicht  zuerst  p  und  q  gezogen, 
sondern  beginnt  mit  der  Sekante  A  B,  so  ist  sicher  der  durch  ihren  Mittelpunkt  0 
gehende  Durclnnesser  derjenige,  dessen  konjugierter  zu  AB  parallel  Averden,  also 
AB  im  Unendlichen  treffen  muß.  Aus  solcher  Überlegung  findet  man  ohne  Zeichnung 
des  konjugierten  Durchmessers,  daß  0  nicht  nur  Mittelpunkt  von  A  und  B,  sondern 
auch  von  C  und  D  seni  muss.  —  Ist  dies  festgestellt,  so  kann  das  Ergebnis  des 
vierten  Teils  obenstehender  Antwort  auch  durch  Additions-  bezw.  Subtraktions- 
Rechnung  unmittelbar  dargestellt  werden  wie  fokt: 


Ol  C,  =  0,1), 
OiA,=  OiB, 


OiC,-0,Ai 

AiCi 


OiDi  — 0,B, 
Bi  Dx 


bezw, 


0,  C, 
OiB, 


Ol  Dl 

OiA, 


0,Ci  +  0iBi=0iDi  +  0iAi 
BjC,        =       A,Di 
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Mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  entsteht  ebenso  auf  A^  B^ : 
0,  A,  =  0.  B2  0.,  A.,  =  O2  Bo 

O2  C2  =  0-2  D2  ,  O2  D2  =  O2  C. 


O2A2  — O2C2 
A2C2 


O2B2  — O2D2 
B.,  I).. 


bezw, 


O2  A2  +  O2  D2  =  O2  B2  +  O2  C2 
A.,  I).,       =       B.,  C, 


Erkl.  162.  Der  erste  Teil  des  Satzes  19  war  schon  gefunden  worden  auf 
Grund  metrischer  Beziehungen  zwischen  den  auf  den  Asymptoten  liegenden  pro- 
jektivisch  verwandten  Punktreiiien  im  Satze  22  des  II.  Teiles  dieses  Lehrbuclies. 
Dazu  bildet  nun  der  zweite  Teil  des  vorstehenden  Satzes  1!>  die  Krgiinzung.  Beides 
ist  aber  an  der  vorliegenden  Stelle  nicht  durch  Kechnung  gefunden  worden,  sondern 
nur  durch  rein  projektivische  Betrachtung,  wobei  die  einzige  Anlehnung  an  die 
Maßgeometrie  darin  beruht,  daß  der  einem  nnendlich  fern  liegenden  Punkte  zu- 
geordnete vierte  harmonische  Punkt  als  Mittelpunkt  der  beiden  anderen  zu- 
geordneten Punkte  bezeichnet  wird.  Ebenso  wie  im  zweiten  Teile  dieses  Lelirl)uches 
aus  den  Maßbeziehungen  der  Asymptoten  sonstige  metrische  Eigenschaften  der 
Hyperbel  abgeleitet  werden,  z,  B.  die  Gleichung  der  Hyperbel  in  der  Behandluugs- 
weise  der  analytischen  Geometrie,  können  also  an  der  vorliegenden  Stelle  Unter- 
suchungen gleicher  Art  angeknü])ft  und  Verbindungswege  zwischen  den  verschiedenen 
Auffassungsarten  dei-  Kurve  zweiten  Grades  liergestellt  werden.  Endlich  kann  auch 
der  zweite  Teil  des  Satzes  19  geradeso  wie  der  erste  dazu  benutzt  werden,  um 
maßgeometrische  Konstruktionsmethoden  der  Hyperbel  abzuleiten.  Vergleiche  die 
Aufgaben  lOG,   109,   113,   114  der  Aufgabensammlung   am  Schlüsse    dieses    Teiles. 


d)  A  X  e  11  der  K  u  r  v  e  n. 


Frage  4:6.  Kann  die  schiefe 
Symmetrie  der  Kurven  zu  ihren 
Durchmessern  auch  zur  senkrechten 
Symmetrie  werden! 

Erkl.  Kifj.  Nach  Erkl.  145  durch- 
läuft der  Peripheriewinkel  ABC  (Fig.  33 
und  34)  beim  Umlauf  des  Punktes  B 
durch  den  Kurvenbogen  AC  lauter  ver- 
schiedene Werte.  Es  fragt  sich  also, 
ob  etwa  unter  allen  diesen  auch  einmal 
ein  rechter  Winkel  ist.  Dieser  wird 
dann  die  senkrechten  konjugierten  Durch- 
messer oder  Axen  liefern.  Es  fragt  sich 
dann  weiter,  ob  etwa  jeder  verschieden 
gewählte  Durchmesser  zum  gleichen 
Paar  von  Axen  führt,  oder  ob  durch  Aus- 
gehen von  verschiedenen  Durchmessern  ver- 
schiedene Axenpaare  entstehen  könnten. 
Letztere  Frage  ist  aber  bereits  erledigt 
durch  den  Nachweis  in  Erkl.  149,  daß 
bei  dem  genannten  Umlauf  des  Punktes 
B   durch   den   Kurvenbooren   AC   alle   an 


Antwort.  1)  Nach  Satz  16  be- 
steht die  schiefe  Symmetrie  der 
Kurven  zweiten  Grades  darin,  daß 
jeder  von  zwei  konjugierten 
Durchmessern  die  zum  anderen 
parallelen  Sehnen  halbiert.  Wenn 
sich  also  zwei  konjugierte  Durch- 
messer finden  lassen,  welche  auf- 
einander senkrecht  stehen,  so 
ist  jeder  die  Mittelse nkrechte 
der  zum  anderen  parallelen  Kurven- 
sehnen, und  man  hat  den  Fall  der 
axialen  Symmetrie  im  engeren 
Sinne.  Nun  ist  nach  Antwort  2 
der  Frage  43  bezw.  Satz  17  jedes- 
mal ein  Neigungswinkel  zweier 
konjugierten  Durchmesser  an- 
gegeben durch  den  Winkel  zweier 
Kurvensehnen,  welche  von  einem 
beliebigen  Punkte  der  Kurven- 
peripherie nach  den  Endpunkten 
eines       beliebigen        Durchmessers 


über  die  Mittelpiiiiktseigenschaften  der  Kurven  zv/eiten  Grades. 
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der  Kurve  überliaupt  vorliaudeueu  Wiukel- 
größen  zwisclieu  Durcliniesser  und  Tan- 
gente auftreten  müssen.  Wenn  also 
Durchmesser  uiul  Tangente  in  irgend 
welchen  Kurvenpunkten  senkrecht  sind, 
so  muß  jede  verschiedene  Konstruktion 
zu  denselben  Kur\'enpuidvten  führen,  also 
jedesmal  dieselben  A  x  e  n  liefern, 
vorausgesetzt  bloß,  daß  nicht  überhaupt 
verschiedene  Axeupaare  vorhanden  wären. 

FiiTur  ;>!•. 


Erkl.  164.  Sobald  das  Gebiet  der 
reinen  projektivisclien  Geometrie  ver- 
lassen wird,  stellen  sich  maßgeometrische 
Betrachtungsweisen  ein.  So  ist  schon 
die  Frage  nach  der  Symmetrie  der  Kurven, 
insbesondere  nach  der  axigen  Symmetrie 
mit  senkrechtem  Entsprechen  g  1  e  i  c  h  - 
großer  Strecken  und  Winkel  eine 
metrische  Auffassungsweise.  Es  kann 
daher  nicht  überraschen,  daß  hier  behufs 
Auffindung  der  rechtwinkligen  Axen  auch 
der  Satz  vom  rechten  Peripheriewinkel 
des  Kreises  herangezogen  wird,  um  die 
Axen  der  Kurve  zu  finden.  In  Figur  39 
ist  bei  der  Ellipse  und  in  Figur  40  bei 
der  Hyperbel  der  Durchmesser  HJ  be- 
liebig angenommen  bezw.  als  beliebiger 
Durchmesser  aufgesucht.  Der  Halbkreis 
über  HJ  trifft  die  Kurve  noch  in  K 
einerseits  HJ  bezw.  in  L  andererseits 
HJ,  folglich  sind  HKJ  bezw.  HLJ 
rechte  Winkel,  und  daher  sind  die  zu 
HL  bezw.  LJ  parallelen  Durchmesser 
AB  und  CD  senkrechte  konjugierte 
Durchmesser. 

Erkl.  165.  Daß  dieselben  beiden 
senkrechten     konjugierten     Durchmesser 


führen.  Man  mnß  also  einen  Punkt 
der  Knrvenperii)lierie  suchen,  aus 
welchem  ein  beliehig  ausgewählter 
Kurvendurchmesser  unter  rechtem 
Winkel  gesehen  wird:  dann  hat 
man  die  Richtungen  zweier 
senkrechten  konjugierten 
Durchmesser. 

2)  Nach  bekannten  planimetri- 
schen  Beziehungen  am  Kreise  liegen 
aber  alle  Punkte,  aus  w^elchen  t  ine 
gegebene  Strecke  nnter  rechtem 
Winkel  gesehen  wird,  auf  einem 
Halbkreise  über  dieser  Strecke  als 
Durchmesser  (Fig.  39,  40).  Konstru- 
iert man  also  über  der  Verbindungs- 
strecke der  Schnittpunkte  eines  ite- 
liebigen  Kurvendurchmessers  einen 
Halbkreis,  stellt  dessen  Schnittpunkt 
mit  der  Kurve  fest  und  verbindet 
denselben  mit  den  Endpunkten  des 
Durchmessers,  so  hat  man  ein  der 
Kurve  eingesclir iebenes  Recht- 
eck. Die  Mittelparallelen  dieses 
Rechtecks  sind  zwei  senkrechte 
konjugierte  Durchmesser:  man 
nennt  sie  die  Axen  der  Kurve; 
und  da  sie  die  Eigenschaften  der 
konjugierten  Durchmesser  haben 
müssen,  so  wird  die  Ellipse  von 
beiden  getroffen,  die  Hyperbel 
nur  von  dem  einen  derselben. 

3)  Bei  der  Parabel  erscheint 
anstelle  der  schiefen  Symmetrie  in 
bezug  auf  einen  Durchmesser  und 
seinen  konjugierten  dieselbe  Bezie- 
hung inbezug  auf  einen  Durch- 
messer und  die  Richtung  der  Tan- 
gente in  seinem  Kurvenschnitt  punkt. 
Da  nun  bei  der  Parabel  alle  Durch- 
messer parallel  sind,  so  tritt  bei 
der  Parabel  die  eigentliche  axige, 
d.  li.  die  senkrechte  Symmetrie  zu 
demjenigen  der  vielen  Durchmesser 
als  Axe  ein,  welcher  die  zur  Rich- 
tung aller  Durchmesser  senk- 
rechte Parabeltangente  im  Berüh- 
rungspunkte trifft.  (Vgl.  Fig.  32.) 
Ein  solcher  Kurvenpunkt,  in  wel- 
chem   Durchmesser    und    Tangeute 
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x\  H  1111(1  CD  aucli  l»ei  der  Wnlil  eines 
anderen  Durcliinesser«  als  IIJ  entstellen 
müssen,  erkennt  man  an  den  Fijiuren  'M) 
und  4(»  (diiie  weiteres  daraus,  daß  mau 
etw.i  den  l*uiikt  IT  läu^s  der  Kurve  sich 
verscliielieii  liiLit.  .ledesmal  läßt  sich  zu 
denselben  k(mjii;^ierten  Durchmessern 
AB  und  CD  als  :Mitteli)arallelen  ein 
eiiiji'eschriebenes  Parallelo-i-ramm,  d.  li. 
ein  Sehnenr echteck  konstruieren,  also 
würde  auch  unifi'ekelirt  aus  jedem  dieser 
8eliiienreclitecke  dassellte  Axeupaar  AB 
und  CD  entstehen.  —  Daß  sowohl  bei 
Ellipse  als  bei  Hyperbel  keine  anderen 
Axenpaare  als  AB  und  (JD  uioglicli 
sind,  geht  aus  der  folgenden  Betrachtung 
über   den   Kreis   her\(ir. 


aufeinander  senkrecht  stehen,  hat 
also  anch  hei  jeder  Kurve  eine 
hesondere  Wiehtigkeit:  er  heißt  ein 
Scheitel  der  Kurve. 


Frage  4:7.  Welche  besonderen 
Eigenschaften  zeigt  der  Kreis  in 
Hinsicht  der  Axen? 


Erkl.  100.  Die  Erzeugungsweisen  des 
Kreises  als  Kurve  zweiten  Grades 
sind  ausrührlich  erörtert  im  Abschnitt  4b 
des  zweiten  Teiles  dieses  Lehrbuches. 
Und  nach  der  Zusammenfassung  in  Satz  20 
daselbst  entsteht  der  Kreis  als  Punkt- 
k  u  r  V  e  unbedingt  durch  zwei  gleich- 
laufende kougrueute  Strahlenbüschel,  als 
Taugen  teil  kurve  unter  der  Bedingung, 


Antwort.  1)  Beim  Kreise  ist 
nach  dessen  planimetrischen  Eigen- 
schaften jede  r  Dnrchniesser  eine 
Axe  axiger  Symmetrie,  also  jedes 
konjugierte  Durclimesserpaar  senk- 
recht, und  in  jedem  Kurven- 
punkte Durchmesser  und  Tangente 
senkrecht  zueinander.  Und  daß  der 
Kreis  zu  den  Kurven  zweiten 
Grades  der  projektivischen  Geo- 
metrie gehört,  ist  durch  dessen  Er- 
zeugung sowohl  aus  projektivisch 
verwandten  Punl^treihen,  als  auch 
besonders  aus  projektivisch  ver- 
wandten Strahlenbüscheln  nach- 
gewiesen. 

2)  Um  zu  untersuchen,  ob  auch 
eine  andere  von  den  Kurven  zweiten 
Grades  außer  dem  Kreise  ähnliche 
Axeneigenschaften  haben  kann, 
denke  man  sich  in  Figur  41  eine 
Kurve  mit  zwei  Paar  senkrechten 
konjugierten  Durchmesserrichtun- 
gen AB_LCD  und  A'B'_LC'D'. 
Dann  müssen  sich  zu  einem  beliebig 
ausgewählten  Kurvenpunkt  H  dieser 
Kurve  folgende  Elemente  ergeben: 
erstens  wegen  des  Durchmessers 
HM  der  Knrvenpunkt  J  im  gleichen 
Abstand  von  M,  also  HM  =  MJ;  — 
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daß  die  erzeugenden  Punktreilien  sich 
in  bestimmter  Lage  zueinander  belinden. 
Auch  als  Kegelschnitt  steht  der  Kreis 
unter  den  Kurven  zweiten  Orades,  denn 
nach  dem  8atze  in  Erklärung  184  bezw. 
Erklärung  412a  des  II.  Teils  kann  jede 
Kurve  zweiten  Grades  und  jeder  Kreis 
durch  Projektion  in  einander  übergeführt 
werden,  meist  sogar  auf  beliebig  viel- 
fache Weise. 

Erkl.  167.  Von  den  Durchmessern 
AB  und  OD  in  Figuren  39  und  40  hat 
AB  bei  beiden  Kurven  bestimmte 
Länge,  C  D  nur  bei  der  Ellipse,  weil  die 
Hyperbel  von  diesem  Durchmesser  C  D 
nicht  getroffen  wird.  In  Figur  41  aber 
sind  die  Durchmesser  AB  und  CD  und 
elienso  A'lV  und  CD'  zunächst  nicht  der 
Länge  nach,  sondern  mir  der  Richtung 
nach  gegeben,  und  daher  sind  A  B  C  D 
A' B' ("  D'  nicht  als  gegebene  Kurven- 
punkte aufzufassen.  Deshalb  ist  auch 
nebenstehend  immer  nur  von  Durchmesser- 
r  i  c  h  t  u  n  g  e  n  gesi)rochen.  —  Wenn 
Winkel  AMC  in  Figur  41  ein  rechter 
ist,  und  A'  M  im  Winkel  A  M  C  liegt,  s(» 
muß  die  zu  M  A'  senkrechte  Bichtung 
M  C'  unbedingt  in  den  Nebenwinkel  von 
A  M  C  fallen.  Hieraus  erkennt  man,  daß 
die  konjugierten  Durchmesseri)aare  des 
Kreises  in  getrennten  Winkelräumen 
zueinander  liegen,  und  nicht,  wie  bei  der 
Hyperbel,  in  gleichen  Winkelräumen,  — 
eine  Bestätigung  dafür,  daß  der  Kreis 
wirklich  als  besonderer  Fall  einer  Ellipse 
aufgefaßt  werden  muß. 

Ei'kl.  168.  Die  mehrfache  Symmetrie 
ist  auch  Gegenstand  der  planimetrischen 
Untersuchung    im    HI.  Teile    des    dieser 

Encyklopädie  angeh(">renden  Lehrbuches  der  Planimetrie.  Dort  besagen  die  Er- 
gebnisse der  Frage  212:  Wenn  eine  Figur  m  Axen  senkrechter  Symmetrie  besitzt, 
so  müssen  diese  gleichgroße  Winkel  um  iln-en  gemeinsamen  Schnittpunkt  bilden; 
und  durch  Umdrehung  um  den  Mittelpunkt  um  360  ^ :  m  konmit  die  Figur  mit 
sich  selbst  zur  Deckung.  In  der  Tat  müßten  die  zwei  Axenpaare  A  B,  C  D  und 
A' B',  C' D'  in  Figur  41,  —  wenn  sie  die  einzigen  Axen  der  Figur  sein  sollten, 
unter  gleichen  Winkeln  von  45  °  gegeneinander  stellen;  und  die.  Figur  müßte  acht 
kongruente  Bogeustücke  haben,  die  durch  Drehmigen  um  je  90  "  zur  Deckung 
gelangten.  Der  Kreis  hat  aber  beliebig  viele  Axen  und  gelangt  bei  beliebiger 
Drehung  mit  sich  selbst  zur  Deckunj;:. 


zweitens  wegen  des  einen  Paares  kon- 
jugierter Durchmesserrichtungen 
A  B  _L  C  D  das  Sehnenparallelo- 
gramm H  JKL,  indem  HL//AB//JK 
undHK//CD// JL;  —  drittens  wegen 
des  anderen  Paares  konjugierter 
Durchmesserrichtungen  A'B'_LC'D' 
das  Sehnenparallelogramm  H  JK'L', 
indem  H  L'  //  A'  B'  //  J  K'  und 
HKV/C'DV/JL'.  Es  entstehen  also 
die  Kurvenpunkte  H,  J,  K,  L,  K',  L'  — 
und  planimetrischen  Eigenschaften 
nach  liegen  diese  alle  auf  dem 
Kreise  um  M  mit  Radius  MH. 

3)  Durch  fünf  Kurvenpunkte  ist 
aber  eine  Kurve  zweiten  Grades 
eindeutig  bestimmt;  folglich  ist 
eben  der  Kreis  um  M  die  einzige 
Kurve  zweiten  Grades  durch  H, 
welche  die  beiden  Paare  senk- 
rechter konjugierter  Durchmesser- 
riclitungen  luiben  könnte.  Und  liier- 
aus  geht  hervor,  daß  keine  Kurve 
außer  dem  Kreise  mehr  als  ein  Pa  a  r 
senkrechter  konjugierter  Durcli- 
messer  liaben  kann.  Daher  sind 
A  B  und  CD  in  den  Figuren  39 
und  40  tatsäclilich  die  einzigen 
Axen])aare  jener  Kurve,  und  man 
erhält  den  Satz: 

Satz  20.  Sobald  melir  als  ein 
Paar  konjugierter  Durchmesser- 
richtungen einer  Kurve  senkrecht 
sind ,  so  sind  sämtliche  Paare 
ihrer  konjugierten  Durchmesser 
senkrecht,  und  die  Kurve  ist 
ein  Kreis. 
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Frage  48.  Welches  sind  auf 
Grund  der  beiden  vorigen  Ant- 
worten die  Symmetrie-Eig-en- 
Schäften  der  drei  Kurven- 
gattungen? 


Fi2:ur  42. 


Erkl.  169.  Auf  dem  ^Standpunkte 
der  pro j  ekti vi  seilen  Geometrie, 
welche  die  Strahl  e  nb  ü  8C hei  zweiter 
Klasse  als  rmliülluni^stiyuren  der  Ver- 
l»indungs,i;eraden  zugeordneter  Punkte 
zweier  in  schiefer  Lage  betindlicheu 
projektivisch  verwandten  Punktreihen 
erklärt,  und  die  Punktreihe  zweiter 
Ordnung  als  Gesamtheit  der  Schnitt- 
])unkte  entsprechender  .Strahlen  zweier 
in  schiefer  Lage  befindlichen  projektivisch 
verwandten  Strahlenbiischel,  —  scheint 
zunächst  keinerlei  Erwartung  zu  bestehen 
auf  so  enge  Zuordnung  innerhalb  der 
Kurvenelemente,  wie  die  symmetrische 
Lage  nachträglich  erkennen  läßt.  Der- 
artige Beziehungen  liegen  wohl  von 
vornherein  zu  Grunde  bei  den  i)lani- 
metrischen  Er  z  e  u  g  u  n  g  s  w  eisen 
der  Kurven  als  „geometrischer  Orter'' 
—  und  man  kiinnte  denken,  daß 
der  Nachweis  solcher  Beziehungen 
aus  der  p  r  o  j  e  k  t  i  v  i  s  c  h  e  n  Er- 
zeugungsweise ganz  besonderen  Schwie- 
rigkeiten begegnen  müßte.  Um  so 
überraschender  wirkt  die  Tatsache,  daß 
auch  die  rein  metrischen  Eigen- 
schaften der  Kurve  sich  ganz  von 
selbst  ergeben  durch  einfache  An- 
wendung des  Gesichtsi)unktes  der 
Polarität  auf  die  unendlich  fernen 
Elemente    der  Kurve. 


Antwort.  1)  Aus  den  beiden 
vorigen  Antworten  ergeben  sich 
folgende  Eigenschaften : 


Satz  21.  Die  Kurven  zweiten 
Grades  sind  symmetrische  Fi- 
guren: Ellipse  und  Hyperbel 
sind  axig  symmetrisch  7A\  zwei 
zueinander  senkrechten  kon- 
jugierten Durchmessern  als 
Axen  und  zentrisch,  sym- 
metrisch zum  Kurvenmittelpunkt, 
die  Parabel  ist  axig  sym- 
metrisch zu  einem  ihrer  Durch- 
messer als  Axe. 

2)  Die  Ellipse  hat  also  zAvei 
Axen  und  vier  Scheitelpunkte, 
der  Kreis  hat  unendlich  viele 
Axen  und  unendlich  viele 
Scheitelpunkte,  die  Hyperbel 
hat  zwei  Axen,  eine  schneidende 
Haupt  axe  und  eine  nichtschnei- 
dende Neben  axe,  —  und  zwei 
Scheitelpunkte. 

.Ellipse  und  Hyperbel  gelangen 
auch  durch  Umdrehung  um 
ISO  "  mit  sich  selbst  zur  Deckung. 
Die  Parabel  hat  eine  Axe  und 
einen  Scheitelpunkt:  sie  gelangt 
nur  durch  ümklappung  um  die 
Axe,  aber  nicht  durch  LTmdrehung 
mit  sich  selbst  zur  Deckung. 


über  die  Mittelpunktseigenschaften  der  Kurven  zweiten  Grades. 
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Fiffiir  44. 


3)  Bei  der  Ellipse  wird  die  längere 
der  beiden  Axen  die  Hauptaxe 
genannt,  die  kürzere  die  Neben- 
axe.  —  Bei  der  Hyperbel  sind 
die  beiden  Axen  der  Symmetrie 
wegen  die  Halbiernngsgeraden 
d e  s  A  s y  m p  t o  t e n  w i  n  k  e  1  s,  nämlich 
die  Hauptaxe  des  Innenwinkels, 
die  Nebenaxe  des  Außenwinkels  der 
Asymptoten. 

Fiüur  45. 


Erkl.  170.  Die  ersten  Erscheinungen 
von  Eigenschaften  der  Symmetrie  waren 
die  Beziehungen  zu  den  Durchmessern. 
Doit  war  Avohl  an  beiden  Endpunkten 
jedes  Dnrcliniessers  gleicher  Winkel 
zwisclien  Durchmesser  und  ])arallelen 
Tangenten,  aber  schon  die  Tangenten  an 
beiden  Endpunkten  einer  vom  konju- 
gierten Durclimesser  halbierten  Parallel- 
sehne schneiden  zwar  einander  auf  dem 
konjugierten  Durchmesser,  bilden  aber 
u  n  g  1  e  i  c  h  e  Winkel  sowohl  mit  den 
Halbsehnen  als  mit  den  zugehörigen 
Durchmessern.    Das  wird  anders  bei  der 

senkrechten  Symmetrie  in  Bezug  auf  die  Axen.  Eine  Selnie  senkrecht  AB 
(Figuren  42  bis  45)  liefert  nicht  nur  gleiche  Sekantenhälften  (Halbsehnen)  beider- 
seits AB,  sondern  auch  die  Tangenten  in  ihren  Endpunkten  haben  beiderseits 
gleiche  Winkel  mit  der  Sehne,  mit  den  zugehörigen  Durchmessern,  mit  den 
Parallelsehnen  zu  AB,  und  sie  schneiden  einander  auf  der  Axe.  Aber  nicht  nur 
die  der  Kurve  unmittelbar  angehörigen  Elemente  sind  symmetrisch,  sondern  auch 
die  dem  ganzen  Gebilde  zweiten  Grades  angehörenden  (TcbiUle  ersten  Grades:  Auf 
zwei  Trägertang;enten,  welche  vom  gleiclien  Punkt  einer  Axe  ausg'ehen,  entstehen 
durcli  symmetrisch  liegende  Kurventangenten  kongruente  Punktreihen,  in  den 
Kurven])unkten  der  \ orgenannten  zu  einer  Axe  senkrechten  Sehne  entstehen  durch 
Verbindung  mit  aUen  Kurvenpunkten  symmetrisch  liegende  kongruente  Büschel. 
Sowohl  Punktreihen  als  Strahlenbüschel  der  eben  genannten  Art  gelangen  durch 
[^mkhi})pung  um  die  Axe  zur  Deckung,  also  sind  die  Büschel  gegen  wendig 
kongruent.  Es  sind  aber  niclit  etwa  kongruent  liegende  Elemente  dieser 
Punktreihen  oder  Strahlenbüschel  auch  projektivisch  zugeordnet;  dies  erkennt  man 
sofort  daraus,  daß  kongruente  Punktreihen  nur  immer  eine  Parabel  erzeugen, 
kongruente  Strahlenbüschel  bei  gleicher  Umlaufsriclitung  einen  Kreis,  bei  ent- 
gegengesetzter nur  die  gleichseitige  Hyperbel,  während  Ellipse  und  Parabel 
oder  IIy])erbel  mit  Scheiteln  auf  gleicliem  Aste  überhaupt  nur  .  durch  gleich- 
wendige  Büscliel  erzeuji-t  werden  können. 


Erkl.  171.  Die  Eigenschaften  der  einzelnen  Durchmesser  der  Kurve 
bedingen  die  Beziehungen  der  sog.  zen  tri  sehen  Symmetrie  bei  den  durch 
Umdrehung  von   180°  zur  Deckung  gelangenden  Figuren,    welche  in  Abschnitt  B   3 
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des  dritten  Teiles  der  Planimetrie  behandelt  sind;  die  Eig-enscliaften  der  konjii- 
f^  i  e  r  t  e  11  Durchmesser  brinfj:en  eine  Steigerung  dieses  Syinmetrieverhältnisses 
durch  das  Auftreten  einer  eigentümlichen  scliiefen  Symmetrie;  und  die 
Lagebeziehungen  zu  den  Axen  bedingen  die  sog.  axige  Symmetrie  bei  den 
durch  Umklappung  zur  Deckung  gelangenden  Figuren,  welche  im  Abschnitt  B  2 
des  dritten  Teiles  der  Planimetrie  behandelt  wird.  An  der  schon  in  Erkl.  168 
angezogenen  Stelle  desselben  Lehrbuches  ist  nachgewiesen,  1)  daß  wenn  überhaupt 
zwei  und  nur  zwei  Symmetrieaxen  vorhanden  sind,  dann  diese  senkreclit  zu 
einander  stehen  müssen,  und  die  Figur  zugleich  zentrisch  symmetrisch  sein  muß; 
und  2)  daß  wenn  dii-  Figur  zcutrisch  symmetrisch  ist  und  zugleich  axig 
symmetrisch  zu  einer  Axe,  daim  noch  eine  zweite  zur  ersten  senkrecht  stehende 
Symmetrie-Axe  vorhanden  sein  muß.  Die  Ergebnisse  der  vorstehenden  Über- 
legungen entsprechen  vollkommen  diesen  Ausführungen:  Ellipse  und  Hyperbel 
weisen  die  ebengenannteu  Eigenschaften  in  einfachem  Zusammentreffen  auf,  der 
Kreis  dieselben  in  beliel)ig  vielfacliem  Aufti-eten,  die  Parabel  dagegen,  welche 
keine  zentrische  Durchmessersymmetrie  besitzt,  hat  zur  ersten  Axe  keine  zweite, 
und  da  sie  umgekehrt  keine  zweite  Axe  besitzt,  kann  sie  auch  nicht  zentrisch 
symmetrisch   sein. 

Erkl.  172.  Die  beiden  Axen  der  Ellipse  (Figur  42)  schneiden  beide 
die  Kurve,  und  jeder  Schnittpunkt  ist  ein  Scheitel,  d.  h.  ein  Puidvt  in  welchem 
T  a  n  g  e  n  t  e  u  n  d  D  u  r  c  h  m  e  s  s  e  r  s  e  n  k  r  e  c  h  t  stehen.  Außer  diesen  vier 
Punkten  A,  B,  C,  D  besitzt  aber  die  Ellipse  keine  Punkte,  wo  Tangente  und 
Durchmesser  senkreclit  stehen.  Von  den  Durchmessern  des  Kreises  in  Figur  44 
ist  jeder  eine  Axe  der  Kurve,  jeder  schneidet  die  Kurve  in  zwei  Scheiteln: 
beim  Kreise  stehen  in  jedem  Kurven  punkte  Tangente  und  Durchmesser 
senkrecht  aufeinander,  jeder  Kurvenpunkt  des  Kreises  ist  ein  K  u  r  v  e  n  s  c  h  e  i  t  e  1. 
Bei  der  11  y  p  e  r  b  e  1  (Figur  43)  trifft  nur  die  Axe  AB  die  Kurve,  die  andere 
Axe  als  konjugierter  Durchmesser  zu  einem  schneidenden  Durchmesser  kann 
die  Kurve  niclit  treffen.  Daher  hat  aucli  die  Hyperbel  nur  z  w  e  i  Axen-Schnitt- 
puiikte,  und  außer  in  den  Punkten  A  und  B  stehen  nirgends  Tangente  und 
Durchmesser  senkrecht  zu  einander.  Bei  der  Parabel  trifft  dasselbe  nur  in 
dem  einzigen  Punkte  A  zu,  in  Avelchem  die  Kurve  von  derjenigen  Tangente 
berührt  wird,  die  auf  der  allgemeinen  Durchmesserrichtung  senkrecht  steht.  ^ 
Da  die  schneidende  Axe  der  Hyperbel  offenbar  nähere  Beziehungen  zur  Kurve 
hat  als  die  nichtschneidende,  so  ist  es  von  vornherein  begreiflich,  daß  sie  die 
H  a  u  p  t  a  X  e  (wie  auch  ihr  Winkelraum  dei-  Innenwinkel  der  Asymptoten),  die 
andere  die  Nebenaxe  heißt  (ihr  Wiiikelraum  der  Außenwinkel  der  Asymptoten). 
Dazu  kommt  a1)er  für  die  llyberbel  noch  der  weitere  (Ti-und,  der  auch  bei  der 
Ellipse  die  längere  Axe  als  Hain)taxe  gegenüber  der  kürzeren  als  Xebenaxe 
auszeichnet,  daß  nämlich  auf  der  als  Hauptaxe  bezeichneten  Axe  dieser 
Kurven  noch  die  beiden  ausgezeichneten  Punkte  liegen,  welche  auf  Grund 
späterer  Untersuchungen  als  B  r  e  n  n  p  u  n  k  t  e  der  Kurve  erkannt  werden.  —  Es 
mag  hier  darauf  aufmerksam  gemacht  werden,  daß  der  im  Abschnitt  o  e  dieses 
Teiles  geiührte  grundlegende  Hauptbeweis  tür  die  metrisclien  Eigenschaften 
der  Brennpunkte  vom  Studierenden  auch  voraus  genommen  werden  kann,  und 
schon  an   dieser  voi'liegenden   Stelle   mit   Verständnis  gelesen   werden   kann. 


über  die   iiivolutori.scliei)   (iebilde. 
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3.    Über  die  involutorischen  Gebilde. 

a)   Involutoriscli  e   riinktrci  li  en  und   >St  rah  1  e  iibüschel. 


Frage  -1:9.  Was  versteht  man 
unter  involutorischen  Gebilden 
überhaupt ? 

Erkl.  173.  Pi-ojektivisclie  Gebilde 
können  auf  gemeinsamem  Träger  sehr 
verschieden  liegen;  dabei  muß  jedes 
Element  des  Trägers  doppelt  aufgefaßt 
werden:  einmal  als  Element  des  ersten 
Gebildes,  dann  als  Element  des  zweiten 
Gebildes;  und  zwar  wird  infolge  der 
projektivischen  Verwandtschaft  einem 
bestimmten  Element,  aufgefaßt  als 
Element  des  einen  Gebildes,  zugeordnet 
ein  bestimmtes  zweites  Element  des 
gemeinsamen  Trägers,  aufgefaßt  als 
Element  des  anderen  Gebildes.  Wird 
dann  letzteres  Element  auch  wieder 
als  Element  des  einen  Gebildes  auf- 
gefaßt, so  Avird  ihm  im  allgemeinen 
stets  zugeordnet  sein  ein  drittes  Ele- 
ment des  gemeinsamen  Trägers  als  Ele- 
ment des  anderen  Gebildes.  Und  mu*  wenn 
dieser  zweite  Schritt  in  der  verwandt- 
schaftlichen Zuordnung  nicht  zu  einem 
dritten  Element  des  gemeinsamen  Trägers, 
sondern  jedesmal  wieder  zum  gleichen 
ersten  Element  desselben  zurückführt,  — 
dann  hat  man  die  involutorische  Be- 
ziehunc-. 


Erkl,  174.  In  der  allgemeinen  Auf- 
fassung besteht  die  involutorische  Be- 
ziehung zwischen  Gebilden  jeder  Art : 
Punktreihe  und  Punktreihe,  Strahlen- 
büschel und  Strahlenbüschel,  Punktreihe 
und  Strahlenbüschel,  Ebenenbüschel  und 
Ebenenbüschel,  Ebenenbüschel  und  Punkt- 
reihe, Ebenenbüschel  und  Strahlenbüschel, 
zwei  ebenen  Systemen,  zwei  Strahlen- 
bündeln, einem  ebenen  System  und  einem 

Strahlenbündel.  Von  besonderer  Bedeutung  werden  aber  nur  die  beiden  ersten 
Fälle,  auf  welche,  wie  bei  der  allgemeinen  Projektivität  selber,  auch  alle  anderen 
zurückgeführt  werden  kfinneii. 


Antwort.  Unter  einem  involu- 
torischen Gebilde  versteht  man 
ein  auf  gemeinsamem  Träger 
zusammengelegtes  Paar  zweier  pro- 
jektivisch  verwandten  Gebilde, 
die  in  der  besonderen  gegenseitigen 
Lagebeziehung  sich  befinden, 
daß  einem  bestimmten  Elemente 
dieses  Trägers  dasselbe  zweite 
E 1  e  in  e  n  t  des  Trägers  zu- 
geordnet ist,  einerlei  ob  man 
das  erste  Element  als  zum  einen 
oder  zum  anderen  Gebilde  zugehörig 
auffaßt.  Man  spricht  daher  statt 
von  zweierlei  Gebilden  in  in- 
volutorischer  Lagebeziehung  auf 
gemeinsamem  Träger  auch  ein- 
facher nur  von  einem  Gebilde 
auf  diesem  Träger,  dessen  Ele- 
mente unter  sich  in  der  eben- 
genannten Weise  zugeordnet  oder 
involutoriscli  gepaart  seien. 

Diese  Art  der  Zuordnung  der 
beiden  Gebilde  bezw.  innerhalb  des 
einen  Gebildes  nennt  man  Invo- 
lution oder  kurzweg  auch  nur 
Paarung,  auch  wohl  Spiegelung. 

Die  Involution  besteht  demnach 
eigentlich  nur  unter  gleich- 
artigen Gebilden,  doch  nennt 
man  auch  ungleichartige  Ge- 
bilde dann  involutoriscli  verwandt, 
wenn  das  eine  von  ihnen  zu  einem 
mit  dem  anderen  gleichartigen 
und  mit  jenem  involutoriscli  ver- 
wandten Gebilde  sich  in  perspek- 
tivischer Lage  befindet  bezw.  in 
diese  Lage   gebracht  werden   kann. 


Frage  50.  Was  versteht  man  dem- 
nach unter  einer  involutorischen  Antwort.     1)    Unter  einer    iiivo- 
Punktreihe  oder  einem  involu-  lutorischen  Punktreihe  versteht 
torischen  Strahlenbüschel  ?  man  eine  Punktreihe  t,  deren  Punkte 

Sachs,  Projektivische  (neuere)  CTeometric!.    IIT.  Teil.  7 
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Si  -6'^ 


Ei'kl.  175.  In  Figur  46  sind  t^  1-2 
zwei  zusammenfallende  Träger  der  Punkt- 
reihen  ti  und  t, ;  dabei  heißen  die  Punkte 
AjCiBiDi  der  Reihe  tj,  wenn  sie  als 
Punkte  der  Reilie  t2  aufgefaßt  werden, 
der  Reihe  nach  Bg  Do  -'^2  ^^2-  Ebenso 
sind  S^  82  zwei  zusammenfallende  Scheitel 
der  Strahlenbüschel  8^  82  *,  und  hierbei 
fallen  die  Strahlen  ai  c^  bj  d^  des  Büschels 
81  der  Reihe  nach  zusammen  mit  den 
Strahlen  b2  d^  a2  C2  des  Büschels  82-  — 
Es  sind  also  A^  A2  und  B.,  Bj  bezw.  Ci  C2 
und  D2  D^  zusammenfallende  Punktpaare 
der  beiden  Reihen  t^  undt2,  d.  h.  Ai  =  B2 
und  A2=Bi  bezw.  Cy=I).i  und  C2=Di 
sind  dojjpeltentsprechende,  ge- 
paarte Punkte  bezw.  involutorisch 
zugeordnete  Punktepaare  der  involu- 
torisch en  Punktreihe  t.  —  Ebenso 
sind  a^  a2  und  b2  bj  bezw.  c^  C2  und  da  d^ 
zusammenfallende  Strahlenpaare  der 
beiden  Büschel  Sj  und  82,  d.  li.  ai=b2 
und  32  =  b,  bezw.  c,=d2  und  C2=dj 
sind  d  o  p  p  e  1 1  e  n  t  s  p  r  e  c  h  e  n  d  e ,  ge- 
paarte Strahlen  bezw.  involutorisch 
zugeordnete  Strahlenpaare  des  involu- 
torischen   Strahlenbüschels  S. 

Erkl.  176.  An  Figur  46  erkennt  nuui 
auch  die  Richtigkeit  der  letzten  Aus- 
sage   nebenstehender    Antwort:     Es     ist 


unter  sich  paarweise  derartig 
zugeordnet  sind,  daß  die  Punkt- 
reihe aus  zwei  auf  gleichem  Träger 
zusammenfallenden  x^rojektivisch 
verwandten  Punktreihen  ti  t2  mit 
je  zwei  einander  doppelt  ent- 
sprechenden Punktpaaren  be- 
steht. Sind  also  Ai  Ao  irgend  zwei 
projektivisch  entspi  echende  Punkte 
der  beiden  Reihen  ti  und  U,  so 
muß,  wenn  der  Punkt  A2  von  t?  in 
der  ersten  Reihe  ti  als  Bi  bezeichnet 
wird,  auch  dessen  zugehöriger  Punkt 
B2  von  t2  wieder  mit  Ai  von  ti  zu- 
sammenfallen; und  ebenso  muß  das 
Punktepaar  Ci  C2  zusammenfallen 
mit  dem  Punktepaar  Do  Di  u.  s.  w. 

2)  Unter  einem  involutori- 
sehen  Strahlenbüschel  versteht 
man  einen  Strahlenbüschel  S,  dessen 
Strahlen  unter  sich  paarweise 
derartig  zugeordnet  sind,  daß  der 
Strahlenbüschel  aus  zwei  mit 
gleichem  Scheitel  zusammen- 
fallenden projektivisch  verwandten 
Strahlenbüscheln  S^  S2  mit  je  zwei 
einander  doppelt  entsprechen- 
den Strahlenpaaren  besteht. 
Sind  also  ai  a^  irgend  zwei  pro- 
jektivisch entsprechende  Strahlen 
der  beiden  Büschel  Sj  S2,  so 
muß,  wenn  der  Strahl  a2  von  S2 
im  ersten  Büschel  Sj  als  bi  be- 
zeichnet wird,  auch  dessen  zu- 
gehöriger Strahl  b2  von  So  wieder 
mit  ai  von  S]  zusammenfallen;  und 
ebenso  muß  das  Strahlenpaar  Cj  C2 
zusammenfallen  mit  dem  Strahlen- 
paar  d2  di  u.  s.  w. 

3)  Die  vorliegende  Art  der  invo- 
lutorischen  Zuordnung  der  Elemente 
innerhalb  einer  Punktreihe  oder 
innerhalb  eines  Strahlenbüschels 
wird  insbesondere  als  Punkt- 
involution bezw.  Strahlen- 
i  n  V  o  1  u  t  i  o  n  ,  woli  1  auch  als 
Punktsystem  oder  Strahlen- 
system bezeichnet. 

4)  Da  die  involutorische  Be- 
ziehung nichts  anderes  ist  als  eine 
projektivische  Verwandtschaft  in 
besonderer  Lagebezieliung,   und  da 
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ti,j^7\8i,.2j\ts,i,  und  folglich  einzeln 
tjÄts,  t2Ät4;  da  aber  t-iÄtj,  so  ist  auch 
tsAt^.  Sobald  aber  A,  und  B-,  zusammen- 
fallen, muß  auch  a^  und  b.,  und  folglich 
auch  A3  und  B^  zusammenfallen.  Also 
sind  ts  und  t^  wieder  zwei  projektivisch 
verwandte  Punktreihen  auf  gemeinsamem 
Träger  1,^,4,  und  auf  diesem  Träger 
ündet  dieselbe  Art  des  Zusammenfallens 
statt  wie  im  Strahlenbiischel  Si,.,  bezw. 
auf  dem  Träger  tj,  2?  folglich  ist  auch 
t3,4  eine  involutorische  Punktreihe, 

ebenso  wie  ti,2  eine  involutorische  Punktreihe  bezw.  81,2  ^^^  involutorischer 
Strahlenbiischel  ist.  —  In  genau  gleicher  Weise  ergibt  die  Figur  46,  daß  auch 
83,4  wieder  ein  involutorischer  »Strahlenbiischel  ist,  und  ebenso  jedes  zu  81  So  pro- 
jektivische  Gebilde  ein  involutorisches  wird,  ob  es  nun  mit  8^2  "^  perspek- 
tivischer oder  in  schiefer  Lage  sich  befindet.  Es  gibt  also  z.  B.,  wenn  8  ins  Unendliche 
gelangt,  auch  involutorische  Parallelstrahlenbtischel,  und  wenn  t  ins 
Unendliche  gelangt,  auch  Punktinvolutionen  auf  der  unendlich  fernen 
Ger  a  d  e  n. 


sowohl  die  projektivisclie  Zuord- 
nung- als  auch  selbstverständlich 
das  Zusammenfallen  einzehier  Ele- 
mente bei  jeder  Projektion  erhalten 
bleibt,  so  nniü  auch  ans  einem 
involutorisch  gepaarten  Ge- 
bilde durch  jeglicherlei  Pro- 
jektionen immer  wieder  ein 
involutorisch  gepaartes  Ge- 
bilde hervorgehen. 


Frage  51.  Welche  Stellen  der 
bisherigen  Untersuchungen  dies  s 
Lehrbuches  gaben  schon  früher 
einen  Hinweis  auf  die  involu- 
torischen  Gebilde? 

Erkl.  177.  Es  ist  dem  Studierenden 
besonders  anzuempfehlen,  die  in  neben- 
stehender Antwor  aufgezählten  früheren 
Stelle;i  sorgfältig  nachzulesen,  um  das 
Verständnis  für  die  involntorisclien  Gebilde 
zu  unterstütz!  n.  Aus  den  allgemeinen 
Betrachtungen  in  den  Aufgaben  des  ersten 
Teiles  ist  als  besonders  wichtig  hierher 
zu  beziehen,  daß  man  beim  Zusammenlegen 
zweier  projektivischen  Gebilde  auf  ge- 
meinsamem Träger  zu  unterscheiden  hat, 
ob  der  Durchlaufungssinn  der  beiden  Ge- 
bilde der  gleiche  oder  der  entgegenge- 
setzte wird.  Darnach  erhält  man  nach 
Erkl.  291  des  ersten  Teiles  die  vierer- 
lei Beis])iele  für  projektivisch  ver- 
,,  (  Punktreihen  mit  gemeinsamem 
\  Strahl enbtischel  mit  gemeinsamem 

o  1 '^•i.  1  :  1)  gleichlaufend  mit  zwei 
Scheitel )  ° 

bezw.  einem  bezw.  keinem  selbstent- 
spredienden  Doppelelemente;  II)  un- 
gleichlauf end  mit  stets  zwei  selbst- 
entsprechenden Doppelelementen. 


Antwort.  1)  Als  Vorbereitung 
auf  die  Untersuchung  der  involu- 
torischen  Gebilde  hat  man  anzu- 
sehen die  Behandlung  projek- 
tivischer  Gebilde  auf  g-emein- 
samem  Träger  in  den  Aufgaben 
83  bis  97,  den  Aufgaben  106  bis 
108  sowie  122  bis  124  im  ersten 
Teile  dieses  Lehrbuches. 

2)  Ferner  ergab  sich  das  Zu- 
sammentreffen zweier  projek- 
tivischen  Puuktreihen  auf  gemein- 
samem Träger  mit  je  zwei 
doppelt  entsprechenden  Punkt- 
paaren bei  der  Konstruktion  des 
vierten  harmonischen  Punktes 
zu  beliebigen  Punkten  einer  Puiikt- 
reihe  und  zwei  festen  Punkten  der- 
selben in  Antwort  der  Frage  7  und 
Figur  7  des  zweiten  Teiles  dieses 
Lehrbuches.  Man  vergleiche  daselbst 
Erklärung  25  bis  27  sowie  hierunten 
Antwort  62. 

3)  Endlich  hat  sich  das  Auftreten 
involutorischer  Gebilde  auch  schon 
bemerkbar  gemacht  in  den  Be- 
trachtungen über  die  in  Bezug  auf 
eine  Kurve  zweiten  Grades  polar- 
zugeordneten   Elemente:    vergl. 

7* 
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Antwort  der  Frage  22  (S.  36) 
sowie  Figur  14  und  15  des  vor- 
liegenden dritten  Teiles  dieses 
Tjcln-buclies.  Und  dieselbe  Anf- 
fassungsweise  wiederholte  sich  bei 
der  Untersuchung  der  in  Bezug 
auf  eine  Kurve  zweiten  Grades 
konjugierten  E  1  e  in  e  n  t  e  in 
Antwort  der  Frage  34  bezw.  Figur 
24  und  25  dieses  Lehrbuches. 


Erkl.  17S.  l!ei  der  iuvolutori.scheu 
Lage  der  projektivischeii  Gebilde  auf 
gemeinsauieni  Träger  Avird  sich  ebenfalls 
dieser  ebengenannte  Unterschied  vor- 
finden, und  zwar  vom  ersten  der  beiden 
vorigen  Fälle  nur  immer  das  letzte  Bei- 
spiel. Betrachtet  man  darautliin  z.  B. 
die  Figur  46,  so  sieht  man,  daß  die 
Reilienfolge  ACBD  in  tj  bezw.  Sj  und 
ACBD  in  t^  bezw.  S-,  gleichgerichteten 
Uralauf  ergeben,  daß  also  zwischen  C^ 
und  Bj  der  dem  unendlich  fernen  Punkt 

G2  von  t)  zugeordnete  Punkt  Gj  von  t^,  und  ebenso  zwischen  A2  und  Do  der  dem 
unendlich  fernen  Punkt  F^  von  t,  zugeordnete  Punkt  F.,  von  t,  wird  liegen  müssen. 
Und  wegen  des  Zusammenfallens  F^  =  G^  muß  auch  in  Figur  46  der  Punkt 
F2  =  Gj  werden,  da  nach  der  Definition  nicht  nur  die  Elementepaare  A12B21, 
C12D21,  sondern  auch  allgemein  jedes  Punktepaar,  z.  B.  auch  F12  G2i  ein  selbst- 
entsprechendes Punktepaar  sein  soll.  Im  Strahlenbüschel  812-  fehlt  die  besondere 
Beziehung  zum  Unendlichen,  folglich  sind  dort  fi2  g2i  zwei  selbstentsprechende 
Strahlen   ohne  Besonderheit,  gerade  wie  auch  ai2  b2i    oder  c  ^3  ^21- 


Frage  52.  Wie  ist  das  Auftreten 
der  einzelnen  doppelt  ent- 
sprechenden Punktepaare 
gegenseitig  bedingt? 

Figur  47. 


^f^ 


<- 


i^k= 


^"?s^ 


^^ 


.Bi 


-J>i. 


Bo^S, 


Mu 


C2 


Antivort.  1)  Um  das  Auftreten 
der  doppelt  entsprechenden 
P  u  n k  t  p  a  a  r  e  zu  untersuchen, nehme 
man  auf  dem  gemeinsamen  Träger 


Fis-ur  48. 


Si<krj 


!  \ 


\B^ 


■% 


~-'''V^- 


^L:---''.'Br.     h 


~-A 


Bo'Sq   ^  A2      t2 


^m= 


\Ci 


^ 


^ 


iPu 


Erkl.  17*.).  Zur  Angabe  der  Durch- 
laufungsrichtiing  eines  Gebildes 
bedarf  es  der  Angabe  dreier  Elemente, 
die  nacheinander  berülirt  werden  sollen. 
So  isi  in  Figur  47  durch  die  Reihenfolge 
A^  Bj  Cj  angegeben,  daß  die  Reihe  tj^ 
durchlaufen  werden  soll  in  der  Richtung 
von  Aj  nach  links  ins  Unendliche  und 
aus  dem  Unendlichen  von  rechts  herein 
über  Bi   nach    C^    und    zurück    nach  A,. 


ti  to  der  beiden  Punktreihen  als 
beliebig  gegeben  an:  auf  ti  die  Punkte 
Ai  Bi  Ci  und  dazu  auf  t2  die  Punkte 
A2=Bi,  62  =  Ai  und  einen  will- 
kürlichen Punkt  Co,  bezeichnet 
den  letzteren  in  ti  als  D]  und  sucht 
nun  den  dazu  gehörigen  Punkt  D2 
in  tj  auf.  In  Figur  47  liegt  das 
Punktpaar  A,2  B2 1  durch  Ci  Di  ge- 
trennt, in  P'ignr  48  liegt  A12  B2 1 


über  die  involutorischen  Gebilde. 


101 


Für  t2  verlangt  die  entsprccliende  Reilien- 
folge  A2  B.)  0-2  den  Durclilanf  in  der 
Riciitiing-  von  Ao  nach  links  über  B2  bis 
ins  Unendliche  und  aus  dem  Unendlichen 
von  rechts  herein  über  C2  wieder  zurück 
nacli  A2.  Man  liat  also  in  Figur  47  gleiche 
Durchlaui'sr  i  chtung  des  gemein- 
samen Trägers,  weil  C^  auf  der  Innen- 
strecke und  C2  auf  der  Außenstrecke 
des  Punktepaares  A^  B^,  B2  A2  gewählt 
wurde.  Man  konnte  daher  schon  vor 
der  Einzeldurchfühnmg  nebenstehenden 
Beweises  vorhersagen,  daß  D2  auf  der 
den  Punkt  C2  n  i  c  h  t  enthalt  e  n  d  e  n 
Strecke  A2  B.2,  also  irgendwo  auf  der 
Innenstrecke  von  Ao  B2  sich  ergeben 
müsse;  —  daß  D2  auch  gerade  wieder 
mit  (\  zusammenfallen  müsse,  ist  eben 
das  für  die  in volu  torische  Lage  der 
beiden  Reihen  tj  und  t^  charakteristische 
Ergebnis. 

Erkl.  180.  In  Figur  48  ist  durch 
die  Reihenfolge  Aj  B^  i\  angegeben,  daß 
die  Punktreihe  t^  durchlaufen  w-erden 
soll  in  der  Richtung  von  Aj^  nach  rechts 
über  B^  und  C^  ins  Unendliche,  und  aus 
dem  Unendlichen  von  links  her  zurück 
nach  Aj.  Für  t2  bestimmt  die  ent- 
sprechende Reihenfolge  A2  Bg  Cl,  die 
Durchlaufuug  in  der  Richtung  von  A2 
nach  links  über  Bo  ins  Unendliche,  und 
aus  dem  Unendlichen  von  rechts  herein 
über  C2  wieder  zurück  nach  Ao.  Man 
hat  also  in  Figur  48  entgegenge- 
setzte Durchlaufsrichtung  des  ge- 
meinsamen Trägers,  weil  sowohl  C^  als  C2 
auf  der  Auß  en  st  recke  des  Punkt- 
paares Aj^  Bi,  B2  Ao  gewählt  wurde. 
Man  kann  daher  wieder  vorhersagen, 
daß  Do  auf  der  den  Punkt  B2  n  i  c  h  t 
enthaltenden  Strecke  A2  Co,  also 
irgendwo  auf  der  I  n  n  e  n  s  t  r  ecke  von 
A2  C2   sich  ergeben  müsse. 

Erkl.  181.  Das  Ergebnis  der  neben- 
stehenden Untersuchung  ist  noch  in 
einem  erweiterten  Sinne  von  Wichtigkeit. 
Die  Definition  der  involutorischen  Gebilde 
als  Erzeugnis  zweier  Einzelgebilde  mit 
lauter  doppelt  entsprechenden  Eleraen- 
tenpaaren  läßt  nämlich  zunächst  die 
Frage  offen,    ob  dies  nicht   zuviel   ver- 


diirch  Ci  Dj  nicht  getrennt- 
Man  hat  daher  in  Figur  47  gleich- 
lant'ende,  in  Figur  48  ungleich- 
laufende Punktreihen  ti  tg. 

2)  Um  die  Aufgahe  auf  Be- 
handlung von  Punktleihen  in  ge- 
trennten Trägern  zurückzuführen; 
legt  man  nun  durch  den  Punkt  Di 
eine  heliehige  Grade  als  Träger  t^ 
und  projiziert  die  Punktreihe  ti  aus 
beliebigem  Scheitel  Sj  auf  t.j.  Dadurch 
entstehen  die  Punkte  A.s  Bm  C3  D3, 
deren  letztgenannter  mitDi  identisch 
ist,  weil  t;!  durch  Dj  hindurchgeht. 

3)  Um  nun  die  Punktreihen  U 
und  to  in  Beziehung  zu  bringen, 
wählt  man  für  jede  einen  Pro- 
jektions-Sc'i eitel,  und  zwar  in  beiden 
Figuren  47  und  48  für  U  als- So  den 
Punkt  Bo,  für  to  als  So  den  Punki^Bg. 
Dann  ist  tiÄSiÄtsÄSo  und  t2AS2- 
Da  aber  auch  tj  A  tg  sein  soll,  so 
muß  auch  So  A  So ;  und  da  Strahl  So  B2 
und  So  B3  zusammenfallen,  so  sind 
So  und  S2  in  perspektivischer  Lage, 
also  SoÄSo.  Den  vermittelnden 
Träger  tt  für  So  und  S2  erhält  man 
daher  als  Verbindungsgerade  des 
Schnittpunktes  von  So  A2  und  So  A3, 
nämlich  S],  mit  dem  von  So  Co  und 
So  Ca,  nämlich  C3.  Der  erstere  Schnitt- 
punkt wird  A4,  der  letztere  d,  und 
zwar  Schnittpunkt  von  ti  und  tg ;  und 
U  fällt  zusammen  mit  dem  Pro- 
jektionsstrahl  Sj  0^ 

4)  Um  nun  den  zum  Punkte  Dj 
zugeordneten  Punkt  D2  zu  finden, 
verfährt  man  njich_  de^  Zeichen- 
vorschri f t  ti  A  S^  Ä  ts  7V  So  A  ti  7\  So  7\  t-i , 
und  erhält  der  Reihe  nach  die 
Elemente  D^  auf  t^,  Sj  D,  aus  S,, 
D3  auf  ts,  So  D3  aus  So,  Di  auf  ti, 
S-iTfi  aus  S2,  D2  auf  to.  Da  aber 
t4Ät2,  so  muß  der  Schnittpunkt 
beider  Reihen  selbstentsprechend 
sein,  also  muß  unbedingt  der  Schnitt- 
punkt von  ti  und  t2  zugleich  Dj  und 
D2  sein;  und  weil  t^  mit  Sj  C^  zu- 
sammenfallen muß,  so  muß  auch 
D2,4  mit  Ci  zusammenfallen. 

5)  Da  hierbei  aber  das  Punktpaar 
Ci  Co  völlig  willkürlich  war,  so  muß 
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langt  ist,  (1.  h.  ob  überhaupt  derartige 
Gebilde  bestehen,  bei  denen  sämtliche 
Elementepnare  doi)peltentprefheud  sind. 
Der  nebenstehende  Satz  :22  gibt  die 
Lösung  des  Zweifels,  indem  er  nacii- 
weist,  daß  allerdings  solche  Gebilde 
existieren,  indem  das  Doppeltentsprechen 
sämtlicher  vorhandenen,  also  unendlich 
vieler  Puid<tpaare  schon  dadurch  unbe- 
dingt festgelegt  ist,  daß  für  ein  einziges 
Punktpaar  die  Eigenscliaft  des  doppelten 
Entsprechens  zutrifft. 


auch  (las  Zusammenfallen  von  D? 
mit  Ci  jedesmal  stattfinden,  wie 
immer  C,  nnd  C,  ji^ewäilt  waren, 
n  id  daher  erhält  man  die  wichtige 
Tatsache : 

Satz  22.  Wenn  in  zwei  projek- 
tiviscli  verwandton  Punktreihen 
auf  jj-emeinsamem  Träger  irgend 
ein  Paar  zugeordneter  Punkte 
doppelt  entsprechend  ist,  so 
sind  sämtliche  Paare  zuge- 
ordneter Punkte  doppeltent- 
Sprech  e  n  d ,  und  die  beiden 
Punktreihen  liegen  in volutorisch, 
sie  bilden  eine  in  volu  tor  ische 
Punktreihe. 


Erkl.  1S2.  In  Figur  47  und  48 
sind  Aj  Ä.2,  C^  C2  dop])elt  entsprechende 
Puidvtpaare  der  involutorischeu  Punkt- 
reihe auf  dem  Träger  ti,^;  nach  dem 
letzten  Satze   der  Antwort  50   sind  aber 

in  beiden  Figuren  auch  Si  Aj,  S^  A-, ;  S^  Ci,  Sj  Cv  doppelt  entsprechende  Strahlen- 
paare des  involutorischen  Strahlenbüschels  Sj,  ebenso  A^,  B3;  Cg,  D3  dojjpelt  ent- 
sprechende Punktepaare  der  invo.utorisclien  Reihe  tg,  ebenso  S3  A3,  S3B3;  S3  Cg^ 
S3  D3  zugeordnete  Strahlenpaare  des  involutorischen  Strahlenbüschels  S3,  ebenso 
A4,  B4;  C4,  D4  iuvohitorisch  gepaarte  Pu:  kte  auf  t^,  und  So  Ao,  S2B2;  S^  C,,  89  Do 
involutorisch  gepaarte  Strahlen  des  Büschels  S2.  Man  sieht,  daß,  wo  die  Beziehung 
mit  zwe  erlei  Indices  1,2  nicht  vorhanden  ist,  durch  den  Striclipunkt  (;)  die  zu- 
sammengehörigen Paare  in  der  Schreibung  voneinander  unterschieden  werden. 

Weitere   Folgerungen    aus    dem    wichtigen    Satze    22    enthalten    die    folgendea 
Fragen  53  bis  56. 


Frage  53.  Welche  Folgerungen 
ergibt  der  vorige  Satz  für  involu- 
torische  S t r a h  1  e n b  ü  s c h  e  1? 

Erkl.  183.  Da  ein  Strahlenbüschel 
mit  Scheitel  S^  (Figuren  46,  47,  48) 
keinen  unendlich  fern  liegenden  Strahl 
besitzt,  so  ist  auch  die  Untersuchung 
der  Durchlaufungsrichtungen  viel  einfarher 
als  bei  der  Punktreihe.  Der  Strahlen- 
büschel Sj  in  Figur  47  wird  ebenso  wie 
der  Strah  enbüschel  S^  in  Figur  46  durch- 
laufen bei  der  Reihenfolge  Si  Ai,  S]  C^, 
Si  Bi,  Sj  Dl  im  Sinne  gegen  den  Uhr- 
zeiger, und  der  Strahlenbüschel  Si  A2, 
Si  Co,  Si  Bo,  Si  D2  in  beiden  Figuren 
ebenfalls  im  Sinne  gegen  den  Uhr- 
zeiger. —  In  Figur  48  dagegen  hat 
der  Strahlenbüschel  SiAi,SiB,,S,  Ci,S,  D^ 
Umlauf  im  Sinne  gegen  den  Uhr- 
zeiger, aber  der  Büschel  S,  Ao,  Si  B2, 
Si  C2,  Si  D2  zeigt  Umlauf  im  Sinne  mit 
dem  Uhrzeiger. 


Antwort.  Man  könnte  genau  die- 
selbe Überlegung,  welche  in  der 
vorigen  Antwort  für  Punktepaare 
durchgeführt  ist,  dualistisch  über- 
tragen auf  Strahlenpaare.  Das  dabei 
entstehende  Ergebnis  muß  aber  das- 
selbe werden,  welches  auch  unmittel- 
bar gewonnen  werden  kann  durch 
Übertragung  des  Satzes  22  selbst. 
Man  erhält  also  für  Strahlenbüschel : 

Satz  22a.  Wenn  in  zwei  pro- 
jektivisch  verwandten  Strahlen- 
büschelu  mit  gemeinsamem  Scheitel 
i  gend  ein  Paar  zugeo  dneter 
Strahlen  doppelt  entsprechend 
ist,  so  sind  sämtliche  Paai-e  zu- 
geordneter Strahlen  doppelt 
en  ts]) rechend,  und  die  beiden 
Strahlenbüschel  liegen  involu- 
torisch, sie  bilden  einen  involu- 
torischen S  t  r  a  h  1  e  n  b  ü  s  c  h  e  1. 


über  die  involutorisclieu  Gebilde. 
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Da  also  der  Strahl  S^  D^  in  Figur  47  in  dem  den  Strahl  S^  Ci  nicht  ent- 
haltenden Winkelj  also  im  Nebenwinkel  von  AiSiBi  liegt,  bo  muß  auch  Si  D2 
in  dem  den  Strahl  Si  C^  nicht  enthaltenden,  also  im  Innenwinkel  von  Ao  Si  B2 
erscheinen.  Ebenso  liegt  in  Figur  48  der  Strahl  Si  D^  in  dem  den  Strahl  Si  B^ 
nicht  enthaltenden  Winkel,  also  im  Nebenwinkel  von  A^  S^  Ci,  folglich  liegt  auch 
Sj^  Do   in  dem  den  Strahl  S^  B2   nicht  enthaltenden,  also  im  Innenwinkel  A2  S^  C2. 


Frage  54.  Welche  Unterscheidung 
unter  den  involntorischen  Gebiklen 
wird  herbeigeführt  durch  die 
gleiche  oder  verschiedene 
Umlaufsrichtung  der  beiden 
zu  einem  involntorischen  Gebilde 
vereinigten  Einzelgebilde  1 

Erkl.  184.  Von  den  Punkten  einer 
Punktreilie  hat  stets  besondere  Be- 
sprechung zu  finden  der  unendlich 
fern  liegende.  Es  wird  also  die  Reihe 
t^  zu  ihrem  unendlich  fernen  Punkt  F^ 
einen  Punkt  Fo,  und  ebenso  Reihe  t2  zu 
ihrem  unendlich  fernen  Punkt  G2  einen 
Punkt  G^  als  zugeordneten  haben.  Bei 
aufeinanderliegenden  Punktreihen  fallen 
aber  die  unendlich  fernen  Punkte  zu- 
sammen, also  ist  gesetzt  F^  =  Go  und 
F2  -=  Gl  (vergi.  Figur  46).  Dieser  Punkt 
F2  =  Gl,  welcher  dem  unendlich  fernen 
Punkte  jeder  Reihe  t^  oder  t2  zugeordnet 
ist,  bildet  also  in  der  involutorischen 
Reihe  den  gepaarten  Punkt  zum 
unendlich  fernen.  Er  wird  daher 
bei  der  metrischen  Behandlung  von  be- 
sonderer Bedeutung  und  erhält  in 
Figur  47,  48  den  Buchstaben  M.  Dem 
Strahle  SM  dagegen  kommt  keine  be- 
sondere Bedeutung  zu,  denn  daß  sein 
gepaarter  Strahl  parallel  wird  zu  t^  t2, 
ist  keine  besondere  Eigenschaft  des 
Büschels  Si,  sondern  nur  bedingt  durch 
die  zufällige  Lage  von  ti2  zu  S^. 

Erkl.  185.  Verfolgt  man  in  Figur  47 
streckenweise  die  Lage  der  gepaarten 
Punkte,  so  findet  man  die  Punkte  der 
Strecken  Fj  goA^,  A^  Ci,  C^  M,  MBi, 
Bi  Dl,  Dl  Fl  00  der  Reihe  nach  gepaart 
zu  den  Punkten  der  Strecken  MA2,  A2  Cg, 
C2  G2OO,  G2B2,  B2D2,  DoM.  Und 
ebenso  ergibt  sich  in  Figur  47  im 
StrahlenbUschel  S^  winkelweise  die  Lage 
der    gepaarten    Strahlen    von    der    Art, 


Antwort.  1)  Wenn  die  beiden 
Punktreihen  ti  t2  in  Figur  46  und  47 
gleiche  Durchlaufsrichtung 
bezw.  die  beiden  Strahlenbüschel 
Si  (ti)  und  Si  (12)  derselben  Figuren 
gleiche  Umlaufsrichtung  be- 
sitzen, so  ist  jeder  Punkt  der 
Innenstrecke  Ai  Bi  gepaart  mit 
einem  Punkt  der  Außenstrecke 
A2  B2  bezw.  jeder  Strahl  des 
Innenwinkels  Ai  Si  Bj  gepaart 
mit  einem  Strahl  des  A  u  ß  e  n  - 
w  i  n  k  e  1  s  A2  Si  B2  —  und  umge- 
kehrt. Es  wird  daher  nie  vor- 
kommen können,  daß  ein  Punkt 
von  ti  mit  seinem  projektivisch  zu- 
geordneten von  t2,  d.  h.  mit 
seinem  involutorisch  gepaarten  zu- 
sammenfallen kann,  oder  daß  ein 
Strahl  von  Si  (ti)  und  sein  projek- 
tivisch zugeordneter  von  Si  (t2), 
d.  h.  sein  involutorisch  gepaarter 
zusammenfallen.  Nicht  nur 
das  einzelne  weitere  Punktpaar 
C12  D>i,  sondern  jedes  Paar  zu- 
geordneter Elemente  muß  aber  bei 
dieser  gleichgerichteten  Durchlaufs- 
richtung der  beiden  Einzelgebilde 
so  liegen,  daß  das  eine  Element 
Ci  =  D2  bezw.  der  eine  Strahl 
Si  Ci  =  Si  D2  innerhalb,  das 
andere  Element  C2  =  Di  bezw. 
der  andere  Strahl  Si  C2  =  Si  Di 
außerhalb  der  Elemente  des 
Paares  A12  B21  liegt.  Somit  erhält 
man  die  erste  Tatsache: 

Satz  23.  Wenn  in  einem  invo- 
lutorischen Gebilde,  gebildet  durch 
Zusammenlegung  zweier  gleich- 
laufend projektivischen  Punkt- 
reihen oder  Strahlenbüschel,  die 
Elemente  eines  einzigen  Paares 
durch  die  Elemente  eines  anderen 
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daß  die  Stralilen  der  Winkel  Fj  Si  Aj, 
Ai  Si  C,,  Ci  Si  M,  M  8,  B,,  Bj  Sj  D,, 
Dl  Si  Fl  der  Reihe  nach  g-epaart  sind 
:zu  den  Strahlen  der  Winkel  M  Si  A2, 
A2  bi  Co,  Co  Si  Go,  G9  Si  B2J  B2  Si  Doj 
Do  Si  M.  Aus  später  hervortretenden 
Gründen  nennt  man  die  an  den  Punkt- 
reihen  und  Strahlenbüscheln  der  Figur  47 
erscheinende  Art  der  Involution  nach 
Satz  23  die  „elliptische  Invo- 
lution". 

Erkl.  186.  In  Figur  48  kommt  zu 
der  schon  vorgenannten  Eigentümlichkeit 
des  Punktes  M  nocli  hinzu  die  Eigen- 
tihulichheit  der  zwei  Punkte  X  und  Y, 
welche  in  beiden  Reihen  einander  selbst 
zugeordnet  sind.  Ihre  genaue  Lage 
und  Beziehung  zum  Punkte  M  wird  erst 
durch  die  metrische  Behandlungsweise 
zahlenmäßig  festgestellt  werden.  Aber 
auch  rein  geometrisch  haben  diese  Punkte 
besondere  Eigenheiten  aufzuweisen.  Und 
zwar  kommt  ihre  Eigentümlichkeit  zu- 
gleich auch  den  Strahlen  Si  X  und  Si  Y 
des  involutorischen  Büschels  Si  zu.  Denn 
die  Besonderheit  der  Punkte  X,  Y  ist 
nicht  Avie  bei  M  nur  eine  Beziehung  zum 
Unendlicheu,  die  bei  jeder  Projektion 
sich  ändert,  sondern  eine  Eigenschaft 
zusammenfallender  Punkte  bezw. 
Strahlen,  die  bei  Projektion  erhalten 
bleibt.  Ihrer  Wichtigkeit  wegen  er- 
halten diese  Elemente  daher  besondere 
Benennung,  und  zwar  wird  hier  bei  der 
Involution  entAveder  der  schon  bei  be- 
liebig liegenden  Gebilden  gemeinsamer 
Träger  gebrauchte  Name  D  0  p  ]>  e  1  - 
demente,  oder  auch  zur  linter- 
scheidung  von  jenem  allgemeinen  Falle 
der  besondere  Name  0  r  d  n  u  n  g  s  - 
demente  gebraucht.  Es  sind  also 
XY  die  Ordnungspunkte  der  invo- 
lutorischen Reihe  ti2,  Si  X  und  Si  Y 
die  Ordnungs  strahl  en  des  involu- 
torischen Büschels  Si  (tio). 

Ei'kl.  187.  Verfolgt  man  wieder 
streckenweise  die  Lage  der  gepaarten 
Puukte  in  Figur  48,  so  findet  man  die 
Punkte  der  Strecken  FiCXDAi,  A^  X,  XB^, 
BiM,  MCi,  CiY,  YDi,  Di  Fi  OO  der 
Reihe  nach  gepaart  zu  den  Punkten  der 


Paares  getrennt  liegen,  so  werden 
die  Elemente  jedes  Paares  innen 
nnd  anßen  getrennt  dnrcli  die 
Elemente  jedes  anderen  Paares, 
und  dieses  involutorische  Gebilde 
enthält  kein  Element,  welches 
mit  einem  gepaarten  Element 
zusammenfällt. 

2)  Wenn  aher  die  beiden  Punkt- 
reihen tj  t2  in  Figur  48  ungleiche 
Durchlaufsrichtungen  bezw. 
die  Strahlenbüschel  Si  (tj)  un  I  Sj 
(to)  derselben  Figur  ungleiche 
Umlaufsrich tungen  besitzen,  so 
entspricht  dem  Durchlauf  der  Innen- 
strecke Ai  Bi  bezw.  Ci  Di  der  ent- 
gegengesetzte Durchlauf  derselben 
Innenstrecke  ÄoBo  bezw.  Co  Do,  also 
muß  sowohl  zwischen  A^  und  Bi  als 
zwischen  Ci  und  Di  ein  Punkt  liegen, 
wo  beide  Reihen  übereinander  hin- 
weggehen; und  ebenso  muß  sowohl 
zwischen  Sj  A^  und  Sj  B^  als  zwischen 
Si  Ci  und  Si  Dl  ein  Strahl  liegen, 
wo  beide  Büschel  übereinander  hin- 
weggehen, es  muß  also  zweimal 
vorkommen,  daß  die  beiden  Ele- 
mente eines  involutorischen  Paares 
zusammenfallen:  das  einemal 
zwischen  Ai  und  Bi,  das  andere- 
mal  zwischen  Ci  und  Di  in  Fig.  48. 
Für  jedes  beliebige  Punktpaar  bezw. 
Strahlenpaar  Ai  Bi  oder  Ci  Di  be- 
steht die  Beziehung,  daß  zu  einem 
Punkte  der  Innenstrecke  wieder  ein 
Punkt  der  Innenstrecke,  zu  einem 
Punkte  der  Außenstrecke  wieder  ein 
Punkt  der  Außenstrecke,  bezw.  zu 
einem  Strahle  des  Innenwinkels 
wieder  ein  Strahl  des  Innenwinkels, 
zu  einem  Strahle  des  Außenwinkels 
wieder  ein  Strahl  des  Außenwinkels 
involutorisch  gepaart  sein  muß. 
Man  erhält  also  die  zweite  Tatsache : 

Satz  23a.  Wenn  in  einem  invo- 
lutorischen Gebilde,  gebildet  durch 
Zusammenlegung  zweier  un  gleich- 
laufenden projektivischen  Punkt- 
reilien  oder  Sti-ahlenbüschel,  die 
Elemente  eines  einzigen  Paares 
durch       die       Elemente       eines 
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StreckenMAo,  A,,X,XB.,B.,G.C>0,  G.OOC, 
C.,Y,  YD.,  D.M.  Und  ebenso  findet 
man  winkelweise  die  Lage  der  gepaarten 
Strahlen  von  Figur  48  von  der  Art,  daß 
die  Strahlen  der  Winkel  F^SiAi,  AiSiX, 
XSi  Bi,  B,  Si  M,  MS,  C,,  Gl  S^  Y,  YS,  D,, 
DjSiFi  der  Reihe  nach  gepaart  sind  zu 
den  Strahlen  der  Winkel  MSiA.,, 
Ag  Si  X,  XS]  B.j,  B2  Si  G2,  G-)  Si  0-2;  G2  S)  Y, 
YSiD2,D2Si  M.  Aus  später  hervortretenden 
Gründen  nennt  man  die  an  den  Punkt- 
reihen und  StrahlbUseheln  der  Figuren  48 
und  49  ersclieinende  Art  der  Involution 
nach  Satz  23  a  die  „h  yper  bolische 
-.  n  V  0 1  u  t  i  o  n  '"■ . 


Frage  55.  In  welcher  L  a  g-  e  - 
bezieh ung"  zu  den  getrennten 
gepaarten  Elementen  befinden  sich 
die  Ordnnngselemente,  d.  li.  die 
z  u  s  a  in  ni  e  n  f  a  1 1  e  n  d  e  n  gepaarten 
Elemente"? 

Fio-ur  49. 


£j>     Äf 


1,2 


t2      If2   ~\ 


1,2.3 


Cs^ 


''<^A 


Erkl.  188.  In  Figur  49  sind  die 
Ordnungs demente  X  und  Y  nur  zum 
Punktepaar  A^  B^  in  Beziehung  gesetzt. 
Man  könnte  dieselben  ebenso  zum  Punkt- 
paar Gl  Dl  in  Beziehung  setzen.  Dann 
würden  auf  demselben  Träger  t^  die 
Punkte  Xg  C;^  Y3 1)3  perspektivisch  liegen 
zu  den  Punkten  X2C2Y2D2-  Durch  den- 
selben Punkt  S'  auf  S  Xg  X12,  iu  welchem 
einander  die  Verbindungsgeraden  A.  A3, 
B2  B3  schneiden,  müssen  nun  auch  hin- 
durchgehen die  Strahlen  Gg  Cg  und  D2D3. 
Und  diese  bilden  diesmal  das  Viereck 
mit   einspringendem   Winkel    S  Gg  S'  Dg  S, 


anderen  Paares  nicht  getrennt 
liegen,  so  werden  die  Elemente 
keines  Paares  innen  und  außen 
getrennt  durch  die  Elemente  ir- 
gend eines  anderen  Paares,  und 
das  involutorische  Gebilde  enthält 
zwei  Elemente,  deren  jedes  mit 
seinem  gepaarten  Elemente  zu- 
sammenfällt: sog(,'n.  Doppel- 
elemente oder  Ordnungs- 
elemente. 


Antwort.  1)  Nach  den  Sätzen  23 
und  23a  gibt  es  zweierlei  involu- 
torische Gebilde:  solche  mit  Ord- 
nungselementen und  solche  ohne 
Ordnungselemente:  erstere  ent- 
stehend durch  involutorische  Zu- 
sammenlegung von  un  gleich- 
laufenden, letztere  von  gleich- 
laufenden Einzelgebilden  auf 
gemeinsamem  Träger.  Beide  können 
sein  Punktreihen  oder  Strahlen- 
büschel. Zur  Untersuchung  einer 
rei ! ! en  L  a  g  e  b  e  z  i  e  h  u  n  g  genügt 
aber  die  Behandlung  eines  dieser 
beiden  letzteren  Fälle,  indem  der 
andere  daraus  durch  dualistische 
Übertragung  gewonnen  werden  kann. 

2)  Seien  also  in  Figur  49  Ai, 
Xi,  B,,  Gl,  Yi,  Dl  die  aus  Figur  48 
übernommenen  Elemente  einer  in- 
volutorischen  Punktreihe,  wobei 
A12  B^i  und  C12D21  getrennte, 
Xi,2  und  Yi,2  die  beiden  zusammen- 
fallenden gepaarten  Punkte  dar- 
stellen. Man  wiederholt  die  an 
Figur  47  und  48  angestellte  Über- 
legung in  der  Weise,  daß  man  den 
Träger  tg  nicht  durch  D1C2,  sondern 
jetzt  durch  Y  hindurchlegt.  Mittels 
Projektion  aus  dem  Scheitel  S  ent- 
steht wieder  auf  tg  die  Reihe  der 
Punkte  AgXgBgCC^OYg,  deren  letzt- 
genannter sowohl  mit  Yi  als  Y2 
identisch  ist. 
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J3)  Nun  ist  sowohl  tiAt^,  als  auch 
tiAt.-;,  folglich  auch  t^Ät-i.  Da  ;.ber 
der  den  Reihen  U  und  U  gemein- 
same Punkt  Y  sich  selbst  zugeord- 
net ist,  so  muß  die  letztere 
Beziehung  nicht  in  schiefer,  son- 
dern in  perspektivischer  Lage 
sich  l)efinden,  also  t^^t;.  Ks  müssen 
also  die  Verl)indungstrahlen  ent- 
sprechender Punkte  von  t>  und  ts 
durch  einen  einzigen  Scheitel  S' 
hindurcligehen,  der  sein'  Lage  auf 
dem  Projektionsstrahl  SX12X3 
lial)en  muß. 

4)  Nun  bilden  aber  die  Geraden 
SA.s,  A3S',  S'Bh,  BoS  ein  Viereck, 
von  welchem  zw^ei  Gegenseiten  durch 
A,  und  Bi,  die  Diagonalen  durch  X 
und  Y  hindurchgehen,  und  folglich 
sind  X  und  Y  zu  A]  und  Bi  har- 
monisch gelegen;  und  daß  diese 
Lagebezielmng  nicht  nur  zu  Ai,  Bi, 
sondern  zu  jedem  anderen  gepaar- 
ten Punktpaare  stattfindet,  läßt  sich 
durch  abgeänderte  Wahl  der  Figur 
sofort  erkennen.  Sind  aber  die 
Punkte  Ai  Bi  harmonisch  getrennt 
durch  X,  Y,  so  sind  auch  die 
Strahlen  SAi,  SBi  harmonisch  ge- 
trennt durch  SX  und  SY.  Man 
erhält  also  die  weitere  Aussage: 

Satz  24.  In  einem  involutorischen 
Gebilde,  welches  zwei  Ordnungs- 
elemente enthält,  wird  jedes 
Paar  zugeordneter  Elemente  durch 
die  Ordnungselemente  —  bezw. 
werden  die  Ordnungselemente 
durch  jedes  zugeordnete  Ele- 
mentepaar harmonisch  ge- 
trennt. 

deslialb     die    Wahl    dreier    neuen    Ver- 


von  welchem  einander  .  die  Gegenseiten 
SC3  und  S'Dg  in  C,,  die  Gegenseiten 
S'Cs  und  D3  S  in  D^  sciineiden;  und  die 
eine  Diagonale  S  S'  geht  durch  X,  die 
andere  C3  D3  durch  Y.  Also  sind  X  Y 
und  CiDi   vier  harmonische   Punkte. 

Erkl.  189.  hl  Hinsicht  der  Lage  zu 
den  beiden  Orduungselementen  XY  kann 
man  daher  jeweils  Elemente])aare  von 
zweierlei  Lage  unterscheiden:  solche, 
die  das  I^lement  X  iinierhall»  und  Y  außer- 
halb haben,  und  solche,  die  X  auüerlialb 
und  Y  innerhalb  haben.  Von  ersterer 
Art  ist  in  Figur  48  und  49  das  l'unkte- 
paar  AiBi  bezw.  das  Strahlenpaar  SA,  SB, 
von  letzterer  Art  das  Punktepaar  C]  Di 
bezw.  das  Strahlenpaar  SC,  SD.  Und 
die  BeweisfUhruug  nebenstehender  Ant- 
wort fallt  für  beiderlei  Grujipierung  ganz 
gleichartig  aus,  nur  die  Figur  zeigt  den 
in  voriger  Erklärung  188  gezeigten  Unter- 
schied. Legt  man  den  Träger  t3  durch 
denjenigen  Ordnungspunkt,  welchen  die 
Elemente  des  gewählten  Punktepaares 
ausschließen,  so  entsteht  das  konvexe 
Yiereck  SA3  S'Bh  der  Figur  49;  legt 
man  aber  den  Träger  t^  dui-ch  denjenigen 
Ordnuugspunkt,  welchen  die  Elemente 
des  ausgewählten  Punktepaares  ein- 
schließen, so  entsteht  das  Viereck  mit 
einspringendem  Winkel  SC3  S'Ds  an  der- 
selben Figur. 

Erkl.  190.  Beachtet  man,  worin  der 
Unterschied  der  Figuren  48  und  49  be- 
ruht, so  erkennt  man  folgendes:  In 
beiden  Figuren  wird  die  Betraclitung 
der  auf  gemeinsamem  Träger  liegenden 
Punktreihen  t,  t2  zurückgeführt  auf  die 
Behandlung  der  Punktreihen  t,  tg  auf 
verschiedenen  Trägern.  Während  aber 
in  Figur  48  die  projektivisclien  Eeihen 
U  t^  in  schiefer  Lage  erscheinen  und 
mittlungsgebilde  [S3 1^  S2]  nötig  machen,  so  erscheinen  wegen  des  selbstentsprechenden 
Punktes  Y  die  Reihen  ta  t3  in  Figur  49  in  perspektivischer  Lage  und  maclien 
daher  bloß  die  Annahme  eines  einzigen  Vermittlungsgebildes  S'  nötig.  Und 
diese  einfacliere  Figur  läßt  dann  das  Viereck  mit  seinen  vier  harmonischen  Elementen 
heraustreten. 

Erkl.  191.  Während  die  metrische  Beziehung  des  Punktes  M  Figur  47  und 
48  beiderlei  involutorischen  Punktreihen  zukommt,  können  Ordnungseleraente 
nur  bei  der  zweiten  Art  involutorischer  Gebilde  auttreten,  wobei  die  beiden  involu- 
torisch  zusammengelegten  Einzelgebilde  entgegengesetzten  Durchlaufungssi nn 
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haben,  d.  h.  wobei  je  zwei  gepaarte  Elemente  nicht  dnrdi  einander  innen  nnd 
außen  getrennt  liegen.  Nur  in  diesem  Falle  aber  bilden  die  Ordnungspunkte 
mit  jedem  gepaarten  Punktepaar  vier  harmonische  Punkte,  und  die  Ordnungs- 
strahlen mit  jedem  gepaarten  Strahlenpaare  vier  harmonische  Strahlen. 


Frage  56.  Welche  Folgerungen 
ergeben  sich  aus  den  Sätzen  22  bis 
24  hinsichtlich  der  Bestimmungs- 
stücke und  der  Konstruktion 
eines  involutorischen  Gebildes! 

Erkl.  192.  Wenn  von  einem  involu- 
torischen Gebilde  schlechthin  die 
Rede  ist,  so  wird  auch  die  Bezeich- 
nung der  Elemente  nicht  mehr,  wie  in 
Figur  46  bis -49,  getrennt  durchgeführt 
für  die  beiden  Einzelgebilde,  durcli  deren 
Zusammenlegung  das  involutorische  ent- 
standen ist,  sondern  man  buchstabiert  je 
zwei  gepaarte  Elemente,  d.  h.  die 
beiden  Elemente  eines  zugeordneten  Paares 
mit  demselben  Buchstaben  des 
Alphabets,  nur  mit  Unterscheidung  durcli 
Ziffern  1  uiul  2  oder  mit  und  ohne  zu- 
gefügten Strich,  also  A^  und  A.2  oder  A 
und  A',  Bi  und  K,  oder  B  und  B'  .  .  .  . 
Hiernach  ist  in  Figur  50  jeder  der  Fälle 
aufgeführt  mit  Angabe  aller  Einzelarten, 
in  welchen  die  gewählten  Elemente 
gruppiert  werden  können, 

Figur  50. 
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Erkl.  193.  Figur  50,  I  gibt  jedesmal 
die  Bestimmung  einer  involutorischen 
Punktreihe  durch   zwei   zugeordnete 


Antwort.  Da  die  Entstehung 
eines  involutorischen  Gebildes  eine 
besondere  Art  von  projektivischer 
Verwandtschaft  darstellt,  so  wird 
auch  Bestimmung  und  Konstruktion 
des  involutorischen  Gebildes  nach 
Bestimmung  und  Konstruktion  der 
l)rojektivischen  Gebilde  erfolgen 
müssen.  Und  zwar  genügt  die 
Vorstellung  der  Beziehungen  an 
einer  involutorischen  Punkt 'ei  he, 
da  man  die  Beziehungen  in  dem 
involu  torischen  Strahlen  b  ü  s  c  h  e  1 
durch  Projektion  daraus  erhalten 
kann. 

Nun  sind  zwei  projektivische 
Punktreihen  eindeutig  zugeordnet 
durch  Zuordnung  dreier  Punkt- 
paare: Ai  Bi  Ci  und  A2  Bo  C2.  Da 
aber  bei  der  involutorischen 
Paarung  mit  dem  Paare  Ai  A2 
schon  dasjenige  Punktepaar  eben- 
falls zugeordnet  sein  muß,  welches 
die  Punkte  Ai  in  t>  und  Ao  in  ti 
darstellen,  so  ist  durch  Festlegung 
allein  von  Ai  Ao  als  involutorisch 
gepaartem  Elementepaar  schon  für 
dieses  zweite  Paar  die  Zuordnung 
ebenfalls  ausgesprochen.  Man  kann 
also  nicht  mehr  willkürlich  die 
Paare  B1B2  und  CiCo  hinzunehmen. 
Vielmehr  wird  durch  Hinzunehmen 
eines  weiteren  Paares  Bi  Bo  zu 
Ai  Ao  die  Bestimmung  vollständig 
erschöpft,  denn  mit  Festlegung  von 
Bi  B2  ist  ja  auch  schon  wieder  ein 
weiteres  Paar  als  zugeordnet  be- 
stimmt, nämlich  dasjenige,  welches 
durch  Bi  in  t2  und  Bo  in  ti  dar- 
gestellt wird.  Sind  also  die  beiden 
Paare  Ai  Ao  und  Bi  B2  als  involu- 
torisch gepaarte  bekannt,  so  kann 
man  jeden  der  vier  Punkte  in  ti 
und  to  getrennt  buchstabieren,  man 
kennt   so    vier   Paare   zugeordneter 
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Elemente p  a  a r e  Ai  A,,  B,  H._, .  1  )al)ei  ist 
aber  in  Figur  I«  das  Puukte])aar  A,  A-, 
durch  das  Punktepaar  1'.,  \'>.,  innen  uml 
außen  getrennt,  und  uiu.uckelirt;  man 
hat  also  hier  involntorische  Keilie  nach 
8atz  23.  erzeugt  durch  gleiclilauf ende 
Einzelpunktreihen  und  ohne  Ordnungs- 
elemente. In  Figur  Iß  liegen  beide 
Punkte  B  außerhalb  der  Punkte  A, 
in  Figur  ly  liegen  beide  Punkte  B 
innerhalb  der  Punkte  A,  also  ist  das 
Punktepaar  Aj  A.>  durch  das  Punktepaar 
B,  B2  nicht  getrennt,  und  umgekehrt; 
man  hat  also  hier  in  ji  und  /  involn- 
torische Reihen  nach  Satz  23  a,  erzeugt 
durch  n  n  g  1  e  i  c  h  1  a  u  f  e  n  d  e  Einzelpunkt- 
reihen imd  mit  Ordnungselementen. 
Soll  nun  zu  einem  beliebig  gegebenr-n 
Punkte  El  der  zugehörige  Punkt  Eo,  d.  h. 
der  iuNolutorisch  gepaarte  Punkt  Eo  be- 
stimmt werden,  so  versieht  man  die 
Punkte  Ax  A.,  Bj  B^  zunächst  mit  doppelter 
Bezeichnung  in  t^  und  t),  legt  einen 
Träger  t^  und  ti,  Mahlt  Sj,  So,  S3  und 
konstruiert  nach  Figur  47  bezw.  48.  — 
Eine  besondere  Aufgabe  stellt  es  dar, 
in  Ijj  und  I;'  die  Ordnungselemente 
aufzutind,  n,  welche  nach  Satz  23  a  vor- 
handen sein  müssen. 

Erkl.  194.  In  Figur  50 II  ist  zwei- 
fach angegeben  die  Bestiumuing  einer 
involutorischeu  Puuktreihc  durch  ein 
Elementepaar  nebst  einem  Ordnungs- 
elemente [bezw.  einem  Potenzpunkt  P]. 
Und  zwar  liegt  in  II«  das  gegebene 
Ordnungselement  X  [bezw.  Potenzpunkt] 
auf  d;r  Innenstrecke,  in  II/5'  auf  der 
Anßeustrecke  des  gegebenen  Punkte- 
paares A1A9.  Man  hat  also  mit  X  in- 
volntorische Reihe  nach  Satz  23  a  erzeugt 

durch  ungleichlaufende  Einzelpuuktreihen  [oder  mit  P^  involutorische  Reihe  nach 
Satz  23,  erzeugt  durch  gleichlaufende  Punktreihen].  Und  nach  Satz  24  ist  das 
zweite  Ordnungselemeut  Y  der  vierte  harmonische  Punkt  zu  A^  Ao  und  X, 
liegt  also  in  11«  auf  der  Außenstrecke,  in  11/5'  auf  der  Innenstrecke  von  A^Ao. 
Dann  ist  auch  die  Konstruktion  weiterer  zugeordneter  Punktepaare  bloß  durch 
Konstruktion  der  vierten  harmonischen  Punkte  zu  X  und  Y  zu  bewerkstelligen : 
der  involutorisch  zugeordnete  Punkt  E-,  zu  gegebenem  Punkte  Ei  wird  der  vierte 
harmonische  Punkt  zu  E^   und  XY. 

Erkl.  195.  In  Figur  50 III  ist  die  involutorische  Reihe  bestimmt  bloß  durch 
die  beiden  Ordnungselemente  X  imd  Y  [bezw.  die  beiden  Potenzpunkte  PiP-J.  Jedes 
Punktepaar,    das    durch  X  und  Y    harmonisch    getrennt   wird,    ist    ein  involutorisch 


Punkte  zweier  projektivisehenPunkt- 
reiheii  und  kann  dann  nach  Figuren 
47  und  48  zu  jedem  Punkte  der 
einen  Keilie  den  zugeordneten  der 
anderen  konstruieren.  —  Sind 
die  Punktreihen  von  der  in  Satz  23a 
betrachteten  Art,  so  kann  das  eine 
Paar  Bi  B,  als  ein  zusammenfallen- 
des Paar  Xi,2  gewählt  werden,  dann 
hat  man  die  einfachere  Konstruktion 
der  Figur  49,  indem  der  Punkt  Y 
der  vierte  harmonische  sein  muß 
zu  Ai  A>  und  X.  Endlich  könnte 
auch  jedes  der  Paare  A]  A-.>  und 
B]  B2  je  als  ein  zusammenfallendes 
Paar  gewählt  werden,  dann  sind 
die  Punkte  X  und  Y  gegeben,  und 
jedes  Punktepaar,  welches  mit  diesen 
beiden  eine  Gruppe  von  vier  har- 
monischen Geraden  bildet,  bildet 
ein  Paar  zugeordneter  Punkte  der 
involutorischen  Punktreilie.  Man 
erhält  also: 

Satz  25.  Die  Bestimmung 
eines  involutorischen  Gebildes 
geschieht:  entweder  durch  zwei 
beliebig  gewählte  Elementepaare 
Ai  A.>,  B]  Bo,  oder  durch  ein  Ele- 
mentepaar nebst  einem  Ord- 
nungselement Ai  A.2,  X,  oder 
durch  zwei  Ordnungselemente 
X,  Y.  —  Die  Konstruktion 
weiterer  E 1  e  m  e  n  t  e  p  a  a  r  e  ge- 
schieht im  ersteren  Falle  nach  der 
allgemeinen  projektivischen, 
in  beiden  letzteren  Fällen  nach  der 
harmonischen  Zuordnung  der 
Elemente, 
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gepaartes  der  verlangten  Reihe  iiacli  Satz  28a.  Dasselbe  kami  X  einschließen 
und  Y  aussclüießen,  wie  in  II«,  oder  X  anssehließen  und  Y  einschließen,  wie  in  11/:^. 
Zu  b(  liebig  gegebenem  Punkte  E,  ist  der  involutdrisch  gepaarte  E.,  der  vierte 
liarnionisclie  Punkt  zu  El,  und  XY.  —  Man  erkennt  sofort,  daß  die  zweite  und  dritte 
Bestimmungsweise  der  involutoriselien  Reihen  eigentlich  nicht  wesentlich  verschieden 
sind,  indem  durch  einfache  Konstruktion  eines  harmonischen  Punktepaares  die  eine 
auf  die  andere  zurückgeführt  wird.  Ebenso  kann  jede  weitere  auf  die  erste  Art 
zurückgefülirt  werden,  während  der  umgekehrte  Vorgang,  uämlicli  I/V  und  I;'  aiif  II 
oder  III  zu  bringen,  eine  besondere  Schwierigkeit  enthält,  die  durch  eine  metrisclie 
Behandlung  leichter  gelöst  wird  als  durch  die  rein  projekti\  isclie. 


b)  Maßbeziehungen   involutorischer 

Frage  57.  Welche  Gestalt  nimmt 
die  maßgeometrische  Behandlung- 
der  Definition  involutorischer 
Gebilde  an? 

Erkl.  196.  Über  die  Theorie  der 
Doppelverhältnisse  sehe  man  den  Ab- 
schnitt 4  des  ersten  Teiles  dieses  Lehr- 
buches nebst  den  dazu  gehörigen  Auf- 
gaben. Von  den  dort  l)ehandeltcn  Sätzen 
sind  liier  verwendet  erstens  derjenige, 
daß  ein  Doppelverhältnis  gleichen  Wert 
behält  bei  gleichzeitiger  Vertauschung 
zweier  beliebigen  Elementepaare,  und 
zweitens  derjenige,  daß,  wenn  von  den 
Elementen  zweier  gleichgroßen  Doppel- 
verhältnisse drei  Elemente  identisch  sind, 
auch  das  vierte  Element  identisch  sein 
mu''.  —  Es  bedarf  kaum  der  Erwähnung, 
daß  die  nebenstehende  Ausführung  genau 
gleicherweise  für  zwei  projektivische 
Strahlenbüschel  mit  gemeinsamem 
Scheitel  gilt,  in  denen  a2  =  bi,  b2  =  ai, 
C2=di  ist.  Wird  hier  (a]btC]d-^)  =  (a2b.2C2z) 
=  (bi  c^di  z)  =  (b]  a,  d,  Ci),  so  muß  auch 
wieder  d-,=z=Ci   werden. 

Erkl.  197.  Statt  nebenstehenden 
Beweis  durch  Benutzung  obiger  beiden 
Sätze  zu  führen,  kann  man  auch  die  Fi- 
guren 47  und  48  rechnend  verfolgen 
und  erhält  für  beide  Fiiruren:  (AiBjCiDi) 
=iA,R,C,n,)  =(AiBiC^,D,)  =  (AaB^C^D.), 
da  aber  in  der  Figur  A2=Bj,  63=  A^, 
C2=Di,  so  muß  D2  =  Ci   sein. 


Punktreihen   und  Strahlenbüschel. 

Antivort.  In  der  maßgeometri- 
schen Behandlung  wird  die  projek- 
tivische Verwandtschaft  festgelegt 
durch  die  Gleichheit  der  Doppel- 
verhältnisse unter  vier  zugeord- 
neten Elementen.  Wenn  also 
AiBiCDi  und  A2B2C2D2  vier  ent- 
sprechende Punkte  der  auf  gemein- 
samem Träger  liegenden  projek- 
tivischeii  Punktreihen  sind,  und 
deren  Aufeinanderlegen  in  der  Weise 
bewerkstelligt  ist,  daß  A2  mit  Bi, 
Bo  mit  Ai,  und  C2  mit  Di  zusammen- 
fällt, so  ist  zu  untersuchen,  wohin 
D2  fällt.  Bezeichnet  man  seine  noch 
unbekannte  Lage  vorerst  mit  Z,  so 
muß  (AiBiCiD,)  =  (A2B2C2Z)  sein. 
Nun  ist  aber  nach  voriger  Vorschrift 
über  die  Lage  der  Punkte 

(A2B2C2Z)  =  (BiAiDiZ), 
und  nach  dem  allgemeinen  Gesetze 
über      Gliedervertauschung       beim 
Doppelverhältnis  ist 

(AiB,C,D,)=(B,A,D,C,). 
Hieraus  folgt  aber 

(Bi  AiD,Z)  =  (B,  AiDiC), 
und  daher  muß  unbedingt  Punkt  Z 
mit  Ci  zusammenfallen,  d.  h.  Satz  22 
ist  durch  Rechnung  bewiesen  aus 
der  Definition  der  involutorischen 
Gebilde,  und  zwar  sowohl  für  Funkt- 
reilien  als  für  Strahlenbüschel. 


Frage  58.  Welche  Folgerung  für 
involutorische  Punkt  reihen 
erhält  man  durch  weitere  An- 
knüpfung an  die  metrische  Behand- 


Aiitwort.  1)  Wenn  je  zwei 
Punktepaare  der  beiden  involu- 
torisch    zusammengelegten    Reihen 
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lung    der    projektivischen    Piinkt- 
reihenl 

Fii;iir  öl. 


Erkl.  198.  Der  Satz  7  des  ersten 
Teiles  lautet:  ,,In  zwei  projektivisch  ver- 
wandten Puuktreilien  hat  das  Produkt 
der  Strecken  von  je  zwei  entspreclienden 
Punkten  zum  Fluchtpunkt  ihrer  Punkt- 
reihe einen  konstanten  Wert".  Dieser 
AVert  heißt  die  „Konstante  der  projek- 
tivischen Bezieliung"  oder  auch  die 
„Pdtenz  der  projektivischen  Bezielumg''. 
Sind  also  Fo  und  Gi  die  Fluchtpunkte 
in  den  getrennt  zu  denkenden  Punktreihen 
tj  und  U7  so  gilt  für  beliebige  projek- 
tivisch zugeordnete  Punktepaare  Aj^  Ao 
und  Bi  B._>  die  Gleichung  Gj  Ai  .  F2  A2 
=  Gl  Bi .  ¥-2  B2.  Ist  hierin,  wie  in  Figur  51, 
GiAi>GiBi,  d.  h.  Gl  ferner  von  Aj 
als  von  Bi,  so  muß  F.2A2<F2B2,  d.  h. 
F.,  näher  bei  A2  als  bei  B2.  Und  nur 
für  die  zwei  bestimmten  Punktepaare 
Pj  Qi  und  P2  Q2,  welche  beiderseits  in 
gleichen  Abständen  von  den  Flucht- 
punkten liegen,  ist  gleichzeitig  G^Pi 
=F2P2  und  GiQi=F2Q2,  erstere  beiden 
Strecken  je  nach  der  einen,  letztere 
beiden  je  nach  der  entgegengesetzten 
Richtung  in   ihrer  Reihe  gemessen. 

Erkl.  199.  In  Figur  51  ist  bei  I  und  II 
die  Reihe  tj  beidemale  identisch  aufge- 
tragen, und  zwar  von  links  nach  rechts  von 
C>OF,  nach  Pj,  G^  inmitten  von  Pi  Qj, 
Qi,  Ai,  Fl  00.  Darunter  ist  ebenfalls 
beidemale  identisch  die  Reihe  t2  auf- 
getragen, aber  in  Figur  51  I  gleich- 
laufend mit  ti,  also  ebenfalls  von  links 
nach  rechts  OOG2  nach  Q.,,  A',  Fo  hi- 
niitten  vonP2Q27  P2?G2  00;  dagegen  in 
Figur  51  II  dieselbe  Reihe  t2  entgegen- 
gesetzt zu  ti,  also  von  rechts  nach 
links  dieselbe  Punktfolge  CXDGo, 
1Q2,  A',  Fo,  P2,  00 G2.  Beidemale 
legt  also  Punkt  A  bezw.   Q,   rechts  von 


einander  doppelt  entsprechen, 
so  müssen  auch  die  Fliichti)unkte 
F2     nnd     Gl     beider     Reihen     zur 

Deckung  gelangen,  da  ja  auch 
oofj  die  unendlich  fernen  Punkte 
^       Fl 00    und    G2OO    aufeinander 

liegen.  Nun  bilden  aber  nach 
^^  Satz  7  des  I.  Teiles  die  Strecken 
°°f^2     zwischen    je    einem    von    zwei 

entsprechenden  Punkten  und 
dem  Flucht])uidvt  seiner  Reihe  mit- 
einander konstanteProdukte,  folglich 
muß  man  hier  gleiche  Produkte 
erhalten  aus  den  Abständen  je 
zweier  involutorisch  gepaarten 
Punkte  AA',  BB'  vom  gemeinsam 
zusammenfallenden  Flucht- 
punkte. Nennt  man  den  letzteren 
M,  so  ist  also  (Figur  51)  MA-MA' 
=  MB . MB'  =  MC.MC'  ....  =const. 

2)  Dieses  Produkt  wird  genannt 
die  Potenz  der  involutorischen 
Reihe.  Dasselbe  muß  positiven 
Wert  haben,  wenn  die  beiden 
Punktreihen  ungleichlaufend  auf 
dem  gemeinsamem  Träger  liegen 
(Figur  51  II),  denn  nur  dann  be- 
finden sich  zwei  gepaarte  Punkte 
auf  gleicher  Seite  vom  Flucht- 
punkte aus.  Dagegen  liat  das  Pro- 
dukt negativen  Wert,  wenn  die 
beiden  Punktreihen  gleichlaufend 
auf  dem  gemeinsamen  Träger 
liegen  (Figur  51  I),  denn  dann  be- 
finden sich  zwei  gepaarte  Punkte 
auf  ungleicher  Seite  vom  Flucht- 
punkt aus. 

3)  Das  Produkt  MA.MA'  entsteht 
aus  zwei  gleichgroßen  Faktoren, 
MPi  ^-hMPj,  wenn  man  als  gepasrte 
Punkte  die  beiden  sogenannten 
Potenzpunkte  der  beiden  Reihen 
ins  Auge  faßt,  -welche  beiderseits 
in  gleichem  Abstände  von  jedem 
einzelnen,  also  hier  auch  vom 
gemeinsamen  Fluchtpunkt  liegen. 
Selbstentsi)rechend  kann  jeder 
der  beiden  Potenzp  ;nkte  nach  dem 
vorigen  abei*  nur  im  Falle  der 
u n  g  1  e i c h  1  a  u  f e n  d  e n  Einzelpunkt- 
reihen werden  (Fig.  51  II).  Daher 
werden     dieselben     auch     nur     im 
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M,  dagegen  A'  bezw.  Q^  das  erstemal 
links  von  M,  nnd  nur  das  zweitemai 
ebenfalls  rechts  von  M.  Daher  haben 
im  ersten  Falle  die  Strecken  MA  und  MA' 
bezw.  MQi  und  MQo  entgegen- 
gesetztes, und  folglich  ihr  Produkt 
negatives  Vorzeichen,  im  zweiten 
Falle  aber  haben  die  Strecken  MA  und 
MA'  bezw.  MQi  und  MQ^  gleiches, 
und  folglich  ihr  Produkt  positives  Vor- 
zeichen. Wenn  aber  das  konstante 
Produkt  M  A .  M  A'  negativ  wird,  so 
müssen  die  Punkte  jedes  Paares  auf 
entgegengesetzter  Seite  von  M  liegen, 
der  eine  rechts,  der  andere  links;  wird 
das  Produkt  MA.MA'  positiv,  so  müssen 
die  Punkte  jedes  Paares  auf  gleicher 
Seite  von  M  liegen:  beide  rechts  oder 
beide  links. 

Erkl.  200.  Das  Streckenprodukt  wird 
geometrisch  dargestellt  durch  ein 
E  e  c  h  t  e  c  k ,  und  dieses  Rechteck  wird 
bei  Gleichheit  der  Faktoren  zu  einem 
Quadrat,  also  in  Figur  51  I: 

MA.MA'  =  MPi.MP2=MQi.MQ2 


=  -MPr'  =  — MQi^; 
in  Figur  51  II: 

MA.MA'  =  MPi  .MP2  =  MQi  .MQ., 

=  +  MPi-=  +  MQ;'. 
Im  ersten  Falle  werden  selbstentsprechende 
Ordnungselemente  ünmöglicli,  weil  ja  kein 
Punkt  rechts  von  M  mit  einem  Punkte 
links  von  M  zusammenfallen  kann.  Es 
ist  also  die  „Potenz  der  involutorischen 
Reihe"  im  ersteren  Falle  gleich  — k-,  im 
letzteren  gleich  -hk-;  und  daher  ist  im 
letzteren  Falle  der  Abstand  der.Ord- 
nungspunkte  von  M,  also  MX  bezw.  MY 

=  Hll^+k^  =  4;k,  d.  h.  der  eine  Punkt 
um  -hk,  der  andere  um  — k  von  M 
entfernt.  Wollte  man  im  ersten  Falle 
auch  OrdnuiV5«punkte  aufsuchen,  so  er- 
hielte man  +]/ — k^,  also  einen  imagi- 
nären Wert  für  die  Strecke  MX  bezw. 
MY.  Man  spricht  daher  auch  bei  der 
involutorischen  Reihe  der  Figur  51  1  von 
imaginären  Doppelpunkten  oder  imaginären 
Or<luungselementen,  zu  welchen  je  zwei 
in\  olutorisch  gepaarte  Punkte  harmonisch 


letzteren  Falle  zu  Ordnungs- 
elementen  X,  Y  der  Reihe,  nicht 
auch  im  ersten  Falle  der  gleich- 
laufenden Einzelpunktreihen.  — 
Durch  diese  beiden  Feststellungen 
2  und  3  sind  aber  die  beiden  Sätze 
23  und  23  a  für  involutorische 
Punktreihen  nachgewiesen. 

4)  Wenn  in  Figur  51  II  Pi  und  P2 
in  X,  Qi  und  Q...  in  Y  zusammen- 
fallen, so  ist  für  diis  willkürlich 
ausgewählte  Punktepaar  A  A' 

MA.MA'=MX-^  =  MYl 
Demnach  sihd  (vergl.  Satz  0  des 
II.  Teiles  dieses  Lehrbuches)  A  und 
A'  zw  i  Punkte,  deren  Strecke  durch 
die  Punkte  X  und  Y  innen  und 
außen  harmonisch  geteilt  wird, 
und  M  ist  der  Mittelpunkt  von  X 
und  Y.  Hiermit  ist  aber,  da  AA' 
ein  ganz  beliebiges  Punktepaar  ist, 
auch  Satz  24  für  involutorische 
Punktreihen  bewiesen.  Und  der 
Punkt  M,  zu  dessen  beiden  Seiten 
nicht  nur  in  Figur  51  II  die  Ord- 
nungselemente X  und  Y,  son- 
dern auch  in  Figur  51  I  die  zwei 
Potenzpunkte  Pi,.2  Qi,2  und  über- 
haupt je  zwei  das  Produkt  MA-MA' 
ergebende  Punktepaare  sym- 
metrisch angeordnet  liegen,  heißt 
auch  der  Mittelpunkt  der  invo- 
lutorischen Punktreihe. 

5)  Da  in  beiderlei  involutorischen 
Punktreihen  (mit  und  ohne  Ord- 
nungselemente) jedes  projektivisch 
zugeordnete  Punkte]  »aar  doppelt 
entsprechend  sein  muß,  so  entstehen 
lauter  gleiche  Strecken  zwischen 
den  projektivisch  zugeordneten 
Punkten:  die  Strecken  AiB]=B2A>, 
CiDi=D2C2  und  alle  ähnlichen  sind 
bei  gleicher  Länge  mit  ver- 
tauschten E  n  d  jj  u  n  k  t  e  n  a  u  f  - 
ein  an  der  gefallen.  In  der  Tat 
sind  nach  Satz  7a  des  ersten  T  i  es 
in  zwei  p  ojektivischen  Punktreihen 
stets  zwei  Gruppen  gleich- 
großer Strecken  zwischen  zu- 
geordneten Punkten  vorhanden, 
und  zwar   schließen    die   gleichen 
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liefien  müßten.  l'nd  dies  ^iltt  eine 
Verknüpfunj:-  der  projektivisclien  Geo- 
metrie mit  der  Lehre  v(»n  den  inuiiiinären 
Größen  in  der  Arithmetik,  weiche  zu 
äußerst  frucJitbaren  Untersuchungen  mit 
sehr  bemerkenswerten  Ergebnissen  ge- 
fuhrt hat. 

Ei'Ul.  201.  Sind  A  A'  und  BB'  zwei 
beliebige  involiitorisch  gepaarte  Punkte- 
paare,  so  ergibt  sich  aus  den  vorigen 
Überlegungen,  daß  bei  der  involutorischen 
Reihe  ohne  Ordnungselemente  das  Paar 
AA'  durch  BB'  innen  und  außen 
getrennt,  bei  der  involutorischen  Reihe 
m  i  t  Ordmmgspunkten  dagegen  nicht 
getrennt  liegen  muß.  Ist  nämlich  in 
Figur  51  I  A  und  B  rechts  von  M,  und 
zwar  A  näher  bei  M  als  B,  also  MA<MB, 
so  folgt  wegen  des  negativen  konstanten 
Produktes  MA'>MB',  A'  und  B'  links 
von  M,  und  zwar  B'  näher  bei  M  als  A'. 
Die  Reilienfolge  der  Punkte  ist  also  un- 
bedingt von  links  nach  rechts  A'B'MAB, 
also  AA'  innen  und  außen  getrennt  durch 
B  und  B'.  —  Ist  al)er  in  Figur  51  II 
ebenfalls  A  und  B  rechts  von  M,  und 
wieder  A  näher  bei  M,  als  B,  also  MA<CMB; 
so  folgt  wegen  des  i)ositiven  konstanten 
Produkts  MA'>MB',  A'  und  B'  rechts 
von  M,  und  zwar  B'  näher  bei  M  als  A'. 
Wenn  also  A  und  B  die  dem  Punkte 
M  näher  liegenden  Punkte  jedes  Paares 
waren,  so  muß  die  Reihenfolge  sein 
MABB'A',  also  BB'  beide  von  AA' 
eingeschlossen.  Wären  in  Figur  51  II 
überhaupt  A  und  B  auf  verschiedenen 
Seiten  von  M,  so  müßten  A'  und  B'  auf 
den  gleichen  Seiten  mit  ihren  zugehörigen 
Punkten  liegen,  also  jedenfalls  BIV  beide 
von  AA'  ausgeschlossen. 

Ei'kl.  202.  Zum  gleiclien  Ergebnis 
kann  man  durch  eine  andere  Überle,i;ung 
gelangen,  Avelche  zugleich  die  Eigentüm- 
lichkeit des  Mittel  p  u  n  k  t  e  s  der  Reihe 
noch  deutlicher  hervortreten  läßt.  Die 
Figur  51  1  geht  hi  Figur  51  II  über 
und  umgekehrt,  wenn  man  die  Reihe  t, 
um  den  Punkt  M  und<lapi)t,  d.  h  eine 
Drehung  um  180^  machen  läßt.  Nun 
enthält  aber  die  Reihe  t2  die  involutorisch 
gepaarten  Punkte    zu    den    Punkten    der 


Strecken  der  einen  Grnppe  je- 
weils den  Fluchtpunkt  der  be- 
troffenden Reihe  ein,  die  der  an- 
deren (jrui)pe  ans.  Es  ist  also 
bei  der  involutorischen  Reihe  ohne 
Ordnungspunkte  in  Figur  51  I, 
wo  A  und  A'  auf  verschiedenen 
Seiten  vom  Fluchtpunkt  =  Mittel- 
punkt M  liegen,  die  erstgenannte 
Gruppe  der  in  beiden  Punktreihen 
vorhandenen  gleichen  Strecken  zur 
Deckung  gelangt,  welche  den  Fluclit- 
punkt  einschließen.  Bei  der 
involutorischen  Reihe  mit  Doppel- 
punkten aber  in  Figur  51  II,  wo 
A  und  A'  auf  gleicher  Seite  vom 
Fluchtpunkt  =  MittelpunktM  liegen, 
ist  die  zweite  Gruppe  der  in 
beiden  Puriktreihen  vorhandenen 
gleichen  Strecken  zur  Deckung  ge- 
langt, d.  h.  jedesmal  die  eine  Strecke 
mit  vertauschten  Endpunkten  auf 
die  gleichgroße  aufgelegt. 

6)  Von  den  Strecken  der  ersten 
Art  ist  die  kleinste  die  Strecke 
zwischen  den  Potenzpunkten  Pt  Qi, 
welche  in  Figur  51  I  mit  P2  Qi»  um- 
gekehrt zusammenfällt;  Strecken 
der  zweiten  Art  gibt  es  von  allen 
Größen,  von  unendlich  bis  zu  Null, 
und  diese  kleinsten  Strecken  P]  Pi 
=  0  und  Qi  Qi  =0  in  Figur  51  II  sind 
in  den  als  Orduungspunkte  er- 
scheinenden Nullstrecken  P2  Po  bezw. 
Q._,Q2  zur  Deckung  gelangt.  Wenn 
aber  irgend  eine  Strecke  in  der 
Reihe  to  zur  Deckung  gelangt  mit 
einer  der  beiden  mit  ihr  gleich- 
großen Strecken  in  ti,  so  müssen 
auch  alle  derselben  Gruppe  an- 
gehövigen  gleichen  Streckenpaare 
beider  Reihen  ti  und  1-2  zur  Deckung 
kommeu.  So  sind  in  Figur  51  I 
M  und  MCX)  bezw.  PiQi=P..Q.'  die 
grundlegenden  gleichen  Strecken 
beider  Reihen,  in  Figur  51  II  eben- 
falls M  und  M(X5  bezw.  X  =  P,  Pi 
^O-P.P.  nnd  Y  =  Q,  Qi-0  =  Q.>Q2. 
Und  weil  diese  besonderen 
Streckenpaare  aufeinander  liegen, 
liegen  alle  gleichen  Streckenpaare 
aufeinander. 
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Reihe  ti.  Es  gehen  aho  die  iiivohitorischeu 
Reihen  in  Figur  51  I  und  Figur  51  II 
in  einander  über,  wenn  man  den  zu  jedem 
Punkte  gepaarten  Punkt  in  symmetrisclie 
Lage  zu  M  überführt.  Diese  letztere 
Überlegung  zeigt  nun  an  Figur  51  II,  daß 
die  ge-paarten  Punkte  von  den  selbstent- 
spreehenden  Pj  ,_>  bezw.  Q^ ,.,  aus  nach  beiden 
Seiten  auseinanderlaufen,  daß  also  immer 
zwei  näher  bei  I\.>  oder  Qi:«  liegende 
Punkte  zusammengehören  müssen  und 
zwei  ferner  von  da  liegende.  Wenn 
aber  so  die  gleicherseits  von  M  liegenden 
Punktepaai-e  in  Figur  51  II  einander 
einsehließen  müssen  hi  der  Punktf(dge 
MABB'A',  so  muß  bei  Umklappung  von 
B'  und  A'  auf  die  andere  Seite  die  Punkt- 
folge A'B'MAB  entstehen,  so  daß  jetzt 
A  A'  innen  und  außen  getrennt  sind  durch 
B  und  B'. 


7)  Man  erhält  also  aus  der  maß- 
geonietrischen  Auffassungsweise  der 
involutoriselien  Gebilde  zunächst  die 
Bestätigung-  aller  schon  durch 
die  geometrische  Auffassung  der 
involutorischen  Punktreihe  aufge- 
fundenen Eigenschaften  und  außer- 
dem als  neue  Hinzufügung  die 
metrischen  Beziehungen: 

Satz  26.  Der  zum  u  n  e  n  d  1  i  c  h 
fernen  Punkt  einer  Punktreihe 
involutorisch  gepaarte  Punkt  ist 
Mittelpunkt  der  involutori- 
schen Punk  tr ei  he.  Zu  ihm 
liegen  je  zwei  der  sämtlichen 
Punklepaare  symmetrisch,  und  die 
Abstände  jedes  Paares  von  ihm 
liefern  konstantes  Produkt: 
negativ  bei  der  Reihe  ohne, 
positiv  bei  der  Reihe  mit  Ord- 
nungspunkten, und  zwar  jeweils 
gleich  dem  -|-  Q  u  a  d  r  a  t  des  Ab- 
standes  von  einem  Potenzpunkte 
bezw.  Ordnungspunkte  zum 
Mittelpunkt. 


Erkl.  203.  Die  metrischen  Beziehungen 
des  konstanten  Produktes  MA.MA'  haben 
den  französischen  Mathematiker  Desargues 
zur  Aufstellung  der  Theorie  und  des 
Namens  der  „involutorischen  Gebilde" 
geführt  (1639).  Wie  übrigens  ein  Ver- 
gleich mit  den  oben  erwähnten  Unter- 
suchungen des  I.  Teiles  zeigt,  sind  die  metrischen  Beziehungen  der  involutorischen 
Puhktreihe  nur  spezielle  Fälle  dei-jenigen  Maßbezieliungen,  welche  überhaupt  bei 
projektivischen  Punktreihen  in  vereinigter  Lage  auftreten,  auch  wenn  diese  Lage 
nicht  gerade  die  involutorische  ist.  So  war  schon  in  Erklärung  304  des  I.  Teiles 
von  imaginären  Doppeli)unkten  die  Rede.  Figur  51  I  und  II  bildet  nur  einen 
besonderen  Fall  der  Figur  78  ;'  und  i)  im  I.  Teil,  indem  die  dort  jedesmal  dreifach 
getrennt  liegenden  Punkte  G,  M^  F.2  hier  in  den  einzigen  Punkt  M,  und  entsprechend 
die  dort  zweifach  getrennt  liegenden  Punkte  G-^^Fi  und  >L  in  den  einzigen  unendlich 
fernen  Punkt  der  involutorischen  Reihe  zusammengetallen  sind.  Als  besonderer 
Fall  bestätigt  sich  auch  der  in  Erklärung  305  des  I.  Teiles  ausgesprochene  Satz, 
„daß  Doppelelemente  durch  je  zwei  zugeordnete  Elemente  nach  konstantem  Doppel- 
verhältnis getrennt  werden",  welches  gleich  ist  dem  einfachen  Teilverhältnis  der 
Doppelpunkte  durch  Punkt  jVL.  Denn  M.,  liegt  unendlich  fern,  teilt  also  die  Dopi)el- 
punkte  im  Teilverhältnis  — 1,  und  dies  besagt,  daß  jedes  Punktepaar  zu  den  Doppel- 
punkten harmonisch  liegt.  —  Diese  letztere  Beziehung  läßt  sich  übrigens  auch 
d  rekt  aus  dem  Doppelverhältnis  entnehmen,  wie  in  Antwort  57.  Denn  da  in  den 
Ordnungselementen  X  und  Y  die  Punkte  PjPa  b(zw.  Q,  Q^  zusanunenfallen,  so 
erhält  man  gleiche  Doppelverhältnisse  (A,A.PiQ,,)=(AoA,P,,g,)=(AA'XY)=(A'AXY). 
Und  wenn  ein  Doppelverhältnis  gleichbleibt  bei  Vertauschung  eines  Elemente- 
paares, so  muß  sein  Wert  gleich  — 1  sein,  und  die  Punkte  XY  müssen  zu  den 
Punkten  des  beliebigen  Paares  AA',  also  zu  den  Punkten  jedes  Paares  har- 
monisch liegen. 

Erkl.  204.      B  e  s  t  i  m  m  u  n  g    u  n  d    K  o  n  s  t  r  u  k  t  i  o  n    ^■  o  n    I'.  1  e  m  e  n  t  e  n 
einer    involutorischen  Punktreihe  wird   durch    die  Maßbezieliungen    ebenfalls    ermog- 
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Hellt.     Und  zwar   lassen  sich  auch    hier    die    infolge    des  Hinzukommens  von  Punkt 

M  gegenüber    Satz  25    etwas    erweiterten    drei    verschiedenen   Fälle    unterscheiden: 

I)  Gegeben    der    Mittelpunkt  M   und    dazu    1 )  der   Z  a  h  1  e  n  w  e  r  t   von  +  k"? 

oder  12)  M  und  der  eine  Ordnungspunkt,  oder  13)  da  MX  =  MY,  nur  die 

beiden  0  r  d  n  u  n  g  s  p  u  n  k  t  e ;  bezw.  I  2)  M  und  der  eine  P  o  t  e  n  z  p  u  n  k  t,  oder 

13),  da  MP^MP',  die  beiden  Potenz))unkte.     Gegeben  ist  in  jedem  dieser 

Fälle  das  Produkt  der  Abstände  MA.MA'  eines  beliebigen  Punktepaares,  so  daß 

+  k2 
für    einen    beliebig   gegebenen  Punkt  A  sofort   gefunden  m  ird   M  A'  = 


MA 


oder 


MX' 


bezw.  + 


MP' 


—    II)    Gegeben    ein    zugeordnetes    Punktepaar   AA' 


MA  —  MA 

und    dazu    1)    M    oder   112)    A  A'    und    der   innere    Ordnungspunkt  X,    oder 

A  A'   und  der    äußere  Ordnungspunkt  Y;    bezw.  U  2)  A  A'   und  P    innerhalb 

n  3)   A  A'    und    P'    außerhalb.     Der    erste    dieser   Fälle    stimmt 

M  A    M  A' 
MA.MA'  bekannt,   also  MB' 


mit 


U3) 

oder 
den    vorigen 


darin    überein,    daß 
X  und  Y   bezw.  P 


Auch    kann    hier 


MB 

und  P'  sofort  dui-cli  Rechnung  oder  durch  Konstruktion  des 
geometrischen  Mittels  gefunden  werden,  da  MX  =  MY  bezw.  MP  =  MP'  gefunden 
wird  als  +yzlzMA.MA'.  In  den  beiden  nächsten  Fällen  weiß  man,  daß  zu 
AA'X  der  Punkt  Y  oder  zu  AA'Y  der  Punkt  X  der  vierte  harmonische  ist, 
also  liefert  die  Konstruktion  denselben  innerhalb  oder  außerhalb  A  A',  je  nachdem 
der  gegebene  Ordnungspunkt  außerhalb  oder  innerhalb  A  A'  liegt.  Durch  Berechnung 
findet  man  für  diesen  und  die  beiden  nachfolgenden  Fälle  M  zu  X  oder  M  zu  Y 
bezw.  M  zu  P  oder  M  zu  P'  und  damit  auch  den  zAveiten  Ordnungspunkt  bezw. 
Potenzpuukt,  indem  man  etwa  die  Strecke  AM  mit  a  bezeichnet,  die  Produkten- 
gleichung ansetzt  und  nach  a  auflöst,  oder  die  Strecke  MX  oder  MY  bezw.  MP  oder 
M  P'  mit  X  bezeichnet  und  dieselbe  Gleicliung  nach  x  auflöst  —  III)  Gegeben 
zwei  Punktepaare  A,  A';  B,  B'.  Auch  in  diesem  Falle  wird  durch  Benutzung 
derselben  Gleichung  für  die  Strecke  A  M  =  x  aus  der  Rechnung  die  Lage  des 
Punktes  M  gefunden.  Um  durch  Konstruktion  denselben  Fall  zu  lösen,  benutzt 
man  die  in  Antwort  der  Frage  59  erörterte  Maßbeziehung  der  involutorischen 
Reihe  zum  Kreisbüschel. 


Frage  59.  Welclien  Zusamineii- 
hang  mit  der  Planimetrie  zeigt  die 
involutorische  Punktreihel 

Erkl.  20.5.  Die  Lehre  vom  Kreis- 
büschel wird  erstmals  berührt  in  dem- 
jenigen Abschnitte  der  Planimetrie,  wo 
die  Mittelsenkrechte  von  H  K  als  geome- 
trischer Ort  festgestellt  wird  für  den 
Mittelpunkt  eines  Kreises,  welcher  durch 
die  zwei  festen  Punkte  H  und  K  geht 
(Vgl.  Phuiimetrie,  IV.  Teil  Antwort  143). 
Eingehender  werden  die  dreierlei  Arten 
Kreisbüschel  behamlelt  bei  der  Lehre 
von  den  proportionalen  Strecken  am 
Kreise  (Planimetrie,  VI.  Teil,  Aufg.  2S3) 
imd  besonders  bei  der  Lehre  von  den 
Potenzlinien  oder   Chordalen  (Plani- 


Aiitwort.  1)  Wenn  man  dnrcli 
zwei  beliebige  feste  Pnnkte  H  nnd  K 
(Fignr  52)  beliebig  viele  Kreise 
zieht,  so  bilden  dieselben  einen 
Kreisl)üschel,  für  welchen  die  Ver- 
bindnngsgerade  HK  selber  die  ge- 
meinsame Potenzlinie  ist.  Wird 
nnn  dieser  Kreisbüschel  von  einer 
beliebigen  Geraden  t  gescl mitten, 
so  entsteht  durch  die  Schnittgerade 
auf  der  Potenzlinie  ein  Schnitt- 
punkt M,  in  jedem  geschnittenen 
Kreise  eine  Sehnenstrecke,  und 
auf  den  beiden  von  t  etwa  nur  be- 
rührt en  Kreis]  inien  zwei  Berührungs- 
punkte X  und  Y. 
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Figur  52. 


metrie,  Vm.  Teil,  Autwort  78  bis  81), 
sowie  endlich  uocli  bei  der  Lehre  vou 
der  Trausformatiou  der  reciproken  Radieu 
(VIII.  Teil,  Antwort  98).  Au  vorliegender 
Stelle  gelangen  zur  Verwendung  folgende 
auf  den  KreisbUschel  bezügliche  Eigen- 
schaften: Die  Potenzlinie  zweier  Kreise 
ist  der  geometrische  Ort  für  einen 
Punkt,  der  für  diese  Kreise  gleichgroße 
(gleichartige)  Potenz,  also  gleichlange 
Tangentenabschnitte  bezw.  gleich- 
lange senkrechte  Halbsehnen  liefert. 
Die  Gesamtheit  aller  Kreise  mit  gemein- 
samer Potenzlinie  bildet  einen  Kreis- 
büschel, und  zwar  von  erster  oder 
zweiter  oder  dritte  r  Art,  Avenn  die 
Kreise  zwei  getrennte  reelle,  oder  zwei 
zusammenfallende  oder  zwei  imagi- 
näre Punkte  gemeinsam  haben. 

Erkl.  206.  In  Figur  52  ist  ein  Kreis- 
büschel erster  Art  gezeichnet,  indem  H 
und  K  zwei  getrennte  Punkte  sind. 
In  diesem  Falle  liegen  die  Mittelpunkte 
aller  Kreise  auf  der  Mittelsenkrechten 
JN  der  Strecke  HK.  Man  könnte  aber 
nach  voriger  Erklärung  205  auch  die 
beiden  Punkte  HK  auf  ihrer  Verbindungs- 
strecke in  einem  Doppelpunkte  (etwa  J 
in  Figur  52)  zusammenfallen  lassen:  dann 
liegen  die  Mittelpunkte  aller  Kreise  auf 
der  im  Doppelpunkte  H  K  auf  der  Geraden 
H  J  K  errichteten  Senkrechten.  Jeder 
einzelne  Punkt  M  der  gemeinsamen  Tan- 


t 


2)   Liegt    nun    die    Schnittgerade 
so,    daß    der  Schnittpunkt  M  auf 


die  Innens  trecke  der  Punkte  HK 
fällt  (Figur  52  I),  so  müssen  auf  t 
notwendig  durch  alle  Kreise 
des  Kreisbüschels  Sehnenstrecken 
ausgeschnitten  werden,  für  welche 
nach  dem  Sehnensatz  der  Plani- 
metrie das  Produkt  der  von  M  und 
den  Kreisschnittpunkten  begrenzten 
Abschnitte  gleich  groß  ist,  und 
zwar  gleich  dem  Quadrat  der  senk- 
rechte Halbsehne  durch  M  in  allen 
Kreisen,  also 

MA.MA'  =  MB.MB'--- 
-  M  H  .  M  K. 

Demnach  sind  hier  A,  A';  B,  B'... 
involutorisch  gepaarte  Punkte 
einer  Reihe,  welche  den  Punkt  M 
als  Mittelpunkt  und  das  kon- 
stante Produkt  MH-MK  als  Potenz 
hat.  Und  zwar  ist  es  eine 
involutorische  Reihe  ohne 
Doppelpunkte,  da  der  Punkt  M 
auf  der  lunenstrecke  von  H  K, 
also  auch  von  jeder  Sehne  A  A', 
B  B'  .  .  .  liegt. 

3)  Liegt  die  Schnittgerade  t  so, 
daß  der  Schnittpunkt  M  auf  die 
Außen  strecke  der  Punkte  H  K 
fällt  (Figur  52  II),  so  wird  t  nicht 
v^m  allen  Kreisen  des  Büschels  ge- 
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gente  aller  dieser  Kreise  hat  dann  eben- 
falls für  alle  Kreise  dieses  Kreisbüsehels 
zweiter  Art  gleieliiiroße  Potenz 
=  M  H  .  M  K  bezw.  =  M  .)-.  Tni  einen 
Kreisbilseliel  dritter  Art  mit  gej>'el)eneni 
Tunkt  M  zu  zeichnen,  benutzt  man  die 
Eigenschaft  gleichlanger  Tangenten  von 
jedem  Punkte  der  Potenzlinie.  Man 
zeichnet  also  am  eint'.-iciisten  über  will- 
kürlich gewählter  Centrale  MAP  als  Hy- 
potenusenrichtung (Figur  54)  beliebig  viele 
rechtw  iuklige  Dreiecke  mit  gemeinsamer 
Katlietenlänge  MR  =  MS=---  nnd  kon- 
struiert die  Kreise,  welche  ihren  Mittel- 
punkt auf  MAB  und  die  in  R,  8  ■  •  •  senk- 
recht zu  errichtenden  zweiten  Katheten 
zu  Radien  haben. 

Erkl.  207.  In  Figur  52  I  ist  als 
Schnittgerade  t  eine  Gerade  A'  E'  so  ge- 
wählt, daß  ihr  Schnittpunkt  M  auf  der 
Yerbindungsgeraden  HK  innerhalb 
dieser  Sehne  H  K,  also  auch  innerhalb 
jeder  von  t  ausgeschnittenen  Kreissehne 
AA',  BB'--  liegt.  Würde  man  M  mit 
jedem  Kreisraittelpunkt  verbinden  und 
in  M  die  Senkrechte  auf  dieser  Zentrale 
errichten,  so  würde  die  ,, senkrechte  Halb- 
sclme''  in  jedem  Kreise  entstehen.  Und 
deren  Länge  wäre  jedesmal  gleich 
IM  H .  M  K,  also  j edesmal  g  1  e  i  c  h  1  a  n  g , 
so  daß  die  Findi)unkte  aller  dieser  Halb- 
sehnen auf  einem  Kreise  um  M  liegen 
müssen.  Für  einen  einzigen  von  allen 
Kreisen  des  Büschels  fällt  diese  Halb- 
sehne durch  M  mit  t  zusammen;  und 
um  seinen  Mittelpunkt  zu  erhalten,  ein- 
richtet man  auf  t  in  M  die  Senkrechte 
und  bringt  diese  zum  Schnitt  mit  der 
gemeinsamen  Zentrale  aller  Kreise.  Der 
Schnitti)unkt  N  liefert  den  Mitte ipniikt 
desjenigen  Kreises,  dessen  Sehne  t  in  M 
halbiert  wird.  Folglich  sind  MP  =  MP' 
die  Abstände  der  beiden  von  M  beider- 
seits gl  eich  weit  entfernten  involutorisch 
gepaarten  Punkte,  <1.  li.  P  und  P'  sind 
die  beiden  Potenzpunkte  der  involu- 
torischen  Reihe  52  I,  welche  keine  Ord- 
nungspunkte hat.  (Und  der  llall)kreis 
über  PP',  als  Gegenstück  zum  Ortho- 
gonalkreis, wird  von  sämtlichen  Kreisen 
des  Büschels    halbiert    oder    unter  einem 


sehnitteii,  sondern  mir  von  denen, 
welche  beiderseits  H  K  größer  sind 
als  die  Berülirungskreise  durch 
H,K  mit  t.  Alle  mit  t  zum  Schnitt 
kifmmenden  Krei  e  aber  liefern 
Sehnenstrecken,  für  welche  nach 
dem  Sekantensatz  der  Planimetrie 
wieder  das  Produkt  der  von  M  und 
(Um  Kreisschnittpunkten  be<>renzten 
Abschnitte  gleich  groß  ist,  und 
zwar  gleich  dem  Quadrat  des  Tan- 
gentenabschnittes von  M  an  alle 
Kreise,  also  M  A  •  M  A'  =  MB  .  MB' 
=  ••••=MX'-  =  MH.MK.  Demnach 
sind  auch  hier  A,A';  B,B' •  •  •  •  in- 
volutorisch gepaarte  Punkte 
einer  Reihe,  welche  den  Punkt  M 
als  Mitteljuinkt  und  das  konstante 
Produkt  MH.MK  als  Potenz  und 
die  Berührungspunkte  X  und  Y  als 
Ordnungs punkte  hat.  Und  zwar 
ist  es  eine  involutorische  Reihe 
mit  Doppelpunkten,  da  der 
Punkt  M  auf  der  Außen  st  recke 
von  H  K,  also  auch  von  jeder 
Sehne  AA',  BB'  liegt 

4)  Die  vorliegende  Beziehung  der 
involutorischen  Puuktreihe  zum 
Kreisbüschel  ermöglicht  nun  auch 
die  Konstruktion  beliebig  vieler 
gepaarten  Elemente  der  involu- 
torischen Reihe  beiderlei  Art  in 
Figur  51 1  und  Figur  51  II.  Denn 
wenn  zu  einem  beliebigen  Punkte 
C  der  gepaarte  Punkt  C  gesucht 
wird,  so  braucht  man  nur  den  durch 
H,  K  und  C  gehenden  Kreis  zu 
konstruieren.  Sein  zweiter  Schnitt- 
l)unkt  mit  t  ist  'er  verlangte  Punkt 
C,  weil  MCMC'-MH.MK.  Man 
hat  also  ein  sehr  einfa;'hes  Mittel, 
um  die  involutorische  Reihe  in 
ihrer  ganzen  Erstreckung  punkt- 
weise vollständig  darzustellen  und 
vollkommen  zu  überschauen. 

5)  Aber  auch  umgekehrt  dient 
dieselbe plani metrische  Auffassungs- 
weise zur  Konstruktion  der  involu- 
torischen Reihe  aus  gegebenen 
B  e  s  t  i  m  m  u  n  g  s  s  t  ü  c  k  e  n ,  insbe- 
sondere  auch    in    dem    einen  Falle, 
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Durclimesser  gesclinitten.)  Bei  der  Lag'e 
in  Figur  52  I  wird  die  Gerade  t  von 
allen  Kreisen  des  Büschels  geschnitten*, 
der  kleinste  von  allen  Kreisen  der 
Figur  52  hat  seinen  Mittelpunkt  im 
Mittelpunkt  .1  zwischen  H  und  K,  doch 
sind  seine  Schnittpunkte  in  t  in  keiner 
Weise  ausgezeichnet,  sondern  bilden  ein 
Paar  L,L',  wie  alle  anderen  aucli: 
ML.ML'  =  MH.MH'  =  MP.MP'  =  — MpT 

Ei'kl.  208.  In  Figur  52  II  ist  als 
Schnittgerade  t  eine  Gerade  A'  C  so 
gewählt^  daß  deren  Schnittpunkt  M  mit 
der  Veriiindungsgeraden  HK  außerhalb 
dieser  Sehne  HK,  also  auch  außerhalb 
jeder  von  t  ausgeschnittenen  Kreissehne 
A  A',  B  B'  •  •  •  liegt.  Würde  man  von  M 
an  jeden  Kreis  des  Büschels  die  Tangente 
legen,  so  wäre  auf  derselben  die  Länge 
des  Tangentenabschnitts  von  M  an  den 
Kreis  jedesmal  gleicli  }MH.MK,  also 
jedesmal  gl  eich  lang,    sodaß    die  End- 


für welchen  die  rein  geometrische 
Behandlungsweise  versagte,  und 
auch  die  Rechnung"  nur  7Air  Auf- 
lösung einer  Gleichung  führte.  Sind 
etwa  gegeben  zwei  beliebige 
Punktepaare  AA',  BB'  einer  in- 
volutorischen  Reihe,  einerlei  ob 
erster  oder  zweiter  Art,  s  >  legt  man 
durch  das  eine  Paar  A  A'  einen 
völlig  beliebigen  Kreis  und  durch 
das  andere  Paar  BB'  einen  zweiten 
Kreis,  der  den  ersten  schneidet, 
sonst  aber  ebenfalls  ganz  beliebig 
liegen  darf.  Dann  liefern  die 
Schnittpunkte  H  und  K  beider 
Kreise  auf  t  den  Mittelpunkt  M 
der  involutorischen  Punktreihe,  und 
jeder  weitere  Schnittkreis  durch  H 
und  K  liefert  auf  t  zwei  gepaarte 
Punkte,  die  Berührungskreise  durch 
H  und  K  aber  liefern  die  Ord- 
nungspunkte, falls  solche  vor- 
handen. 


Figur  53. 


punkte  aller  dieser  Tangentenabschnitte 
auf  einem  Kreise  um  M  (dem  sogenannten 
Orthogonalkreise)  liegen  müssen.  Für 
zwei  Kreise  des  Büschels  fällt  diese 
Tangente  durch  M  mit  t  zusammen:  ihre 
Berührungspunkte  liegen  auf  t  beiderseits 
M  im  AbStande  MX-MY^/MH-MK, 
und  diesen  erhält  man  als  Tangentenlänge 
von  M  an  einen  beliebigen  Kreis  des 
Büschels,  bezw.  durch  Konstruktion  des 
geometrischen  Mittels  aus  MH  und  MK. 
Für  diese  Berührungspunkte  X  und  Y  ist 
MX2  =  MY2  =  MH.ilK  =  MA.MA'---, 
also  sind  X  und  Y  die  Ordnungspunkte 
der  involutorischen  Reihe.  Die  in  X  und 
Y  berührenden  Kreise  des  Büschels  haben 
ihre  Mittelpunkte   in   den   Schnittpunkten 


G)  Zeichnet  man  Halbkreise 
über  der  Strecke  jedes  Pimktepaares 
einer  involutorischen  Reihe  ohne 
O  r  d  n  u  n  g  s  e  1  e  m  e  n  t  e  (Figur  53), 
so  gibt  es  für  jeden  dieser  Halb- 
kreise eine  im  Punkte  M  auf  t  er- 
richtete senkrechte  Halbsehne  MK, 
für  welche  MK^==MA.MA'.  Da 
aber  M  A-M  A'  =  MB.MB'=  •  •  •,  so 
muß  auch  MK  für  alle  Halb- 
kreise dieselbe  Länge  haben,  d.  h. 
alle  diese  Halbkreise  gehen 
durch  denselben  Punkt  K.  Sie 
gehen  natürlich  auch  alle  durch 
den  zu  K  in  bezug  auf  t  sym- 
metrisch liegenden  Punkt  H;  und 
t  bildet  hier  die  in  Figur   52    nur 
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0  und  Q  von  JX  mit  den  in  X  und  Y 
auf  t  errichteten  Senkrechten.  Die  Gerade 
t  wird  nur  von  denjenii;en  Kreisen  ge- 
troffen, weiclie  ihre  Mittelpunkte  auf. IN 
beiderseits  außerlialb  der  Strecke  dieser 
beiden  genannten  Kreismittelpunkte  liaben. 

Erkl.  209.  Die  in  Figur  52  an- 
gegebene Konstruktion  gestattet  aufs 
einfachste  an  beiderlei  Arten  der  involu- 
torischen  Reihe  den  gegenseitigen  Durch- 
lauf der  gepaarten  Punkte  zu  erkennen: 
In  Figur  52  I  entspricht  dem  Punkte  P 
der  Punkt  P',  jedem  Punkt  zwischen  P 
und  M  ein  Punkt  zwischen  P'  und  COM', 
indem  die  Kreismittelpunkte  auf  der 
Mittelsenkrechten  von  HK  von  N  nach 
rechts  unten  ins  Unendliche  rücken;  jedem 
Punkte  zwischen  M  und  P'  entspricht 
ein  Punkt  zwischen  OOM'  und  P,  indem 
die  Kreismittelpunkte  aiif  der  Zentralen 
von  links  oben  bis  zum  Punkte  N  wieder 
hereinrücken.  —  In  Figur  52  U  sind  sich 
selbstentsprechend  der  Punkt  X  und  ebenso 
der  Punkt  Y,  jedem  Punkte  zwischen  X 
und  M  entspricht  ein  Punkt  zwischen  X 
und  CXDM',  indem  die  Kreismittelpunkte 
auf  JN  von  0  nach  links  oben  ins  Un- 
endliche rücken;  jedem  Punkte  zwischen 
M  und  Y  entspricht  ein  Punkt  zwisclien 
Y  und  COM',  indem  die  Kreismittelpunkte 
von  Q  nach  rechts  unten  ins  Unendliche 
rücken.  Die  Kreise  mit  Mittelpunkten 
zwischen  0  und  Q  kommen  für  Figur  52  II 
gar  nicht  in  Betracht.  —  Gemeinsam  bei 
beiderlei  involutorischen  Punktreilien  ist 
also  der  Umstand,  dai3  allen  Punkten 
zwischen  P  und  P'  bezw.  zwisclien  X 
und  Y  (welche  in  der  Figur  mit  den 
ungestrichenen  Buchstaben  bezeichnet 
sind)  Punkte  außerhalb  PP'  bezw.  XY 
zugeordnet  sind,  aber  in  Figur  52  I  auf 
ungleicher,  in  Fiuur  52  II  auf  der  gleichen 
Seite  von  M.  Ferner  entspricht  beide- 
male  dem  Punkt  M  der  unendlirhe 
Punkt  COM',  denn  die  Gerade  HMK 
ist  selbst  einer  der  Kreise  durch  HK, 
nändich  der  Kreis  mit  unendlich  großem 
Piadius,  den  man  geschlossen  denken 
kann  je  nach  Zutreffen  durch  die  linke 
oder  rechte  Hälfte  der  unendlicli  fernen 
Geraden. 


angedeutete  Mittelsenkrechte  J  N" 
der  gemeinsamen  S  'hne  H  K  des 
Kreisbüseliels.  Wegen  der  Halb- 
kreise sind  aber  die  Winkel  A  K  A', 
BKB',  CKC'--  als  Peripherie- 
wini  el  über  dem  Durchmesser  jedes 
zugehörigen  Kreises  sämtlich 
rechte  Winkel,  also  erhält  man 
folgende    merkwürdige    Beziehung: 

Die  Punktepaare  einer  invo- 
lutorischen Reihe  ohne  Doppel- 
punkte können  durch  einen 
rechtwinkligen  involutori- 
schen Strahlenbüschel  proji- 
ziert werden  aus  einem  Punkte, 
der  senkrecht  über  dem  Mittel- 
punkt der  Reihe  liegt  in  einer 
Entfernung  gleich  dem  A  >- 
stände  der  Potenzpunkte  vonM. 

7)  Zeichnet  man  Halbkreise 
über  der  Strecke  jedes  Punktepaares 
einer  involutorischen  Reihe  mit 
Doppelpunkten  (Figur  54),  so 
wird  beiderseits  von  M  jede  Strecke 
bezw.  jeder  Halbkreis  umfaßt  von 
jeder  größeren  Strecke  bezw.  jedem 
größeren  Halbkreis.  Daher  entsteht 
kein  Kreisbüschel  der  in  Figur  52  I 
und  53  erhaltenen  Art,  sondei-n  ein 
Kreisbüschel  mit  imaginären 
Schnittpunkten  (vergl.  Erkl.  206). 
Die  Halbkreise  über  den  Nullstrecken 
(er  selbstentsprechende  \  Ordnungs- 
punkte schrumpfen  zu  Punkten 
zusammen,  aber  die  Strecken  MX 
=  MY  sind  wieder  gleich  der  ge- 
meinsamen Länge  aller  von  M  an 
die  sämtlichen  Kreise  ge  ogenen 
Tangentenstrecken.  Auf  jeder  be- 
liebigen Sekante  dieses  Kreisbüschels 
wird  ebenfalls  eine  involutorische 
Reilie  ausgeschnitten,  und  zwar 
jedesmal  eine  solche  mit  Ord- 
nungspunkten, da  ihr  Schnitt- 
punkt M  mit  der  gemeinsamen 
Potenzlinie  stets  außerhalb  der 
Strecke  jeder  Sehne  liegt.  Sobald 
die  Sekante  t  nicht  mit  der  gemein- 
samen Zentrale  aller  Kreise  zu- 
sammenfällt, gibt  es  zwei  Kreise, 
welche  t  beiderseits  M  in  gleichen 
Abständen      berühren:      und      ihre 
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Berührungspunkte    sind     die    Ord- 
nungspunkte X,  Y. 


Erkl.  210.  Der  Kreisbiiscbel  erster 
Art,  welcher  in  Figur  52  verwendet  ist, 
gestattet  zweierlei  schneidende  Geraden: 
innerhalb  nnd  außerhalb  HK.    Zu  ersterer 

Art  gehört  auch  die  Zentrale  OJNQ  selber;  auch  auf  dieser  ist  also  eine  involu- 
torische  Punktreihe  ausgeschnitten,  und  zwar  von  der  Art  wie  Figur  52  I:  Mittelpunkt 
ist  J,    Potenzpvuikte    sind    hier    die    Schnittpunkte    des    kleinsten    Kreises   H  L  K  L'. 


Fieur  54. 


Der  Kreisbüschel  zweiter  Art,  welcher  aus  der  Gesamtheit  der  eine  Gerade  H[!K 
in  gemeinsam  bestimmtem  Punkte  berührenden  Kreise  besteht,  liefert  bloß  involu- 
torische  Reihen  der  Art  Figur  52  II,  da  der  lunenraum  HK  zu  Null  zusammen- 
geschrumpft ist.  Und  mit  diesem  Umstände  ganz  übereinstimmend  zeigt  sich  die 
Erscheinung  beim  Kreisbüschel  dritter  Art  (Figur  54).  Auch  dieses  erlaubt  nur 
Sekanten  der  Art  52  n,  denn  da  die  Potenzlinie  völlig  außerhalb  aller  Kreise  läuft, 
so  liegt  auch  Punkt  M  stets  außerhalb  der  Sekantenstrecken.  Aber  in  beiden 
letzteren  Fällen  des  Kreisbüschels  zweiter  und  dritter  Art  wiederholt  sich  das  Ein- 
treten der  Potenzgeraden  selber  als  Kreis  mit  unendlich  großem  Radius,  der  [zum 
Punkt  M  den  unendlich  fernen  Punkt  ^COM'  zuordnet. 

Erkl.  211.  In  Berücksichtigung  des  übereinstimmenden  Ergebnisses  der 
dreierlei  Kreisbüschel  kann  die  Angabe  der  obigen  Antwort  über  die  Konstruktion 
der  involutorischen  Reihen  aus  zwei  gegebenen  Punktepaaren  dahin  erweitert  werden, 
daß  die  beiden  zur  Zeichnung  erforderlichen  Kreise  bei  der  involutorischen  Reihe  der 
Figur  52  n  nicht  unbedingt  einander  schneiden  müssen.  Es  dient  nur  zur  Verein- 
fachung der  Konstruktion,  wenn  die  Kreise  einander  schneiden,  weil  dann  die 
Sekante  HK  sich  unmittelbar  ergibt  als  Potenzlinie  eines  Kreisbüschels  erster 
Art.  Wenn  die  Kreise  einander  berühren,  so  liefert  ebenso  die  gemeinsame 
Tangente  als  Potenzlinie  eines  Büschels  zweiter  Art  den  Mittelpunkt  M  durch 
ihren  Schnittpunkt  mit  t.  Und  wenn  die  Kreise  einander  gar  nicht  treffen,  so 
bestimmen  sie  dennoch  einen  Kreisbüschel  dritter  Art;  aber  dessen  Potenzlinie 
kann  leicht  konstruiert  werden  (durch  gleichlange  Tangenten  oder  durch  Hinzunehmen 
eines  dritten  beliebigen  Schnittkreises)  und  liefert  wiederum  den  Mittelpunkt  M  und 
zugehörige  Punktepaare.  —  Daß  bei  einer  involutorischen  Reihe  nach  Figur  52  I 
überhaupt  nur  Kreise  möglich  sind,  die  einander  schneiden,  geht  aus  der  Lage  der 
Punkte  hervor  und  stimmt  damit  überein,  daß  nur  der  Kreisbüschel  erster  Art  durch 
Sekanten  zwischen  H  und  K  überhaupt  solche  Reihen  liefern  kann. 
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Erkl.  212.  In  Fif>nr  ö3  gilt  als  gegeben  die  iinohitorisebe  Reihe 
MAA'BB'EF/PP'- •  •  Und  zwar  ist  dies  in  der  Zeichiinng.  soweit  in  Figur  52  I 
und  5.3  dieselben  Bnchstaboii  auftreten,  aucli  genau  dieselbe  Keilie,  d.  Ii.  die  gleich- 
benannten  Punkte  beidemale  in  gleiclien  Abständen.  Dabei  wird  aber  in  Figur  53 
t  angesehen  als  Zentrale  aller  Hiisclielkreise.  Es  fallen  also  in  dieser  Zeichnung  die 
Punkte  M,  J,  N  in  den  einen  Punkt  M  zusammen;  der  Kreis  L  K  L' H  mit  Mittel- 
punkt N  fällt  mit  dem  Kreis  P  K  P'  H  zusammen  in  den  Halbkreis  über  P  P'.  In 
Figur  52  I  ist  nur  ein  einziger  Büschelkreis,  für  welchen  t  Durchmesser  ist:  derselbe 
hat  seinen  Mittelpunkt  im  Schnittpunkt  von  JN  mit  t,  etwa  im  Punkte  B;  —  in 
Figur  53  haben  sämtliche  Büsciieikreise  die  Gerade  t  als  Durchmesser.  Daher 
erzeugen  in  Figur  53  gleichgroße  Kreise  beiderseits  MK  auch  symmetrisch  liegende 
Punktepaare  beiderseits  M,  in  Figur  52  I  aber  gehören  zu  gleichgroßen  Kreisen 
nicht  symmetrische  Punktepaare,  und  umgekehrt  zu  synnnetrischen  Punktepaaren 
nicht  gleiche  Kreise.  —  Daß  aber  Halbkreise,  welche  über  involutorisch  zugeordneten 
Punktepaaren  einer  Punktreihe  gezeichnet  werden,  sämtlich  d  msclben  Kreisbüschel 
iingehören  müssen,  f(dgt  aus  dem  in  vorstehender  Antwort  geführten  Beweise,  daß 
die  auf  dem  Durchmesser  t  senkrechte  Halbselnie  MK  für  alle  Kreise  dieselbe  sein  niuü. 

Erkl.  213.  Die  besondere  Wichtigkeit  der  Figur  53  liegt  weniger  in  der 
Eigenschaft  der  Halbkreise  selber,  als  in  der  Bezieliung  der  Punktreihe  zu  dem 
involutorischen  Büschel  mit  Scheitel  K.  Die  Besonderheit  dieser  Art  von  Büschel 
Avird  später  noch  besonders  behandelt.  Der  in  obiger  Antwort  ausgesprochene  Satz 
aber  zeigt  keinesw'egs  eine  Eigentümliclikeit  bloß  der  involutorischen  Punktreihen, 
sondern  bildet  nur  die  Wiederiiölimg  eines  auch  für  nicht  involutorisch  liegende 
Punktreihen  auf  gemeinsamem  Träger  bereits  in  Erklärung  306  des  I.  Teiles  nach- 
gewiesenen Satzes.  Dort  war  gezeigt,  daß  auch  beliebig  liegende  gleichlaufende 
projektivische  Pnnktreilien  ohne  Doppelpunkte  auf  gemeinsamem  Träger  stets  pro- 
jiziert werden  können  durcli  zwei  kongruente  gleichlautende  Strahlenbüschel  in 
vereinigter  Lage.  Dasselbe  ist  aber  in  Figur  53  eingetreten.  Denn  faßt  man  die 
Sti-ahlen  von  K  nach  den  Punkten  E'  C  P  B  A  der  Reihe  nach  als  Strahlen  eines 
ersten  Büschels  auf,  so  sind  die  Strahlen  von  K  nach  den  gepaarten  Punkten 
ECP'B'A'  die  entsprechenden  Strahlen  eines  zweiten  Büschels;  und  da  die  Punkte 
E'C'PBA  und  ECP'B'A'  zugeordnete  Punkte  zweier  projektivischen  Punkt- eilten 
auf  gemeinsamem  Träger  in  involutorischer  Lage  sind,  so  ist  auch  das  erste  Büschel 
projektivisch  zum  zweiten.  Da  aber  die  Winkel  E' KE  =  C' K  C  =  P'K  P  =  B  K  IV 
=  AKA'  =  900,  so  sind  auch  die  Einzelwinkel  E'KC'  =  EKC,  C'KP  =  CKP', 
PKB=P'KB',  BKA=B'KA'  u.  s.  w.  Demnach  besagt  der  Satz  im  sechsten  Teile 
obiger  Antwort    genau    das  Gleiche,    wie    der  Satz    in  Erklärung  306    des  1.  Teils. 

Slrkl.  214.  Die  Lage  des  Punktes  K,  aus  welchem  die  beiden  projektivischen 
Reihen  durch  kongruente  Büschel  projiziert  Averden  kfinnen,  ist  in  Erklärung  300  des 
I.  Teils  bestimmt  durch  den  Abstand  l'FgMi.MiMä,  wobei  F.,  der  eine  Fluchtpunkt, 
M,  der  Mittelpunkt  beider  Fluclitpunkte  und  M^  der  diesem  Punkte  M,  projekti\'isch 
zugeordnete  ist.  Werden  die  beiden  projektivischen  Punktreihen  in  involutorischer 
Lage  auf  dem  gemeinsamen  Träger  zusammengelegt^  so  werden  beide  Fluclitpunkte 
Fo  und  (ii  zum  Mittelpunkt  M  der  Reihe,  so  fallen  also  F2  Gi  Mi  in  einen  einzigen 
Punkt  M  zusammen,  und  sein  gepaarter  Punkt  Mo  wird  zum  unendlich  fernen  Punkt. 
Daher  erhält  jener  Ausdruck  F._,  Mi .  Mj  M.^  den  unbestimmten  Wert  O.OO.  Und  als  Wert 
dieses  unbestimmt  werdenden  Produktes  tritt  nun  bei  der  involutorischen  Lage  beider 
Reihen  die  bestimmte  Größe  M  K  =  M  P'  =  V mXjÖ7  =  V M  M .  M  W  =  ]'  0 .  CO  ein. 
In  der  Tat  liefern  die  Potenzpunkte  PP'  das  einzige  gleichschenklige  rechtwinklige 
Dreieck  mit  Spitze  K;    und  wenn  K  auch    mit  OOM'  verbunden  wird,    so  ist    auch 
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der  Winkel    MKM'    ein    Recliter 
Stnililen  aus  K. 


wie    alle    anderen    Winkel    zweier    zugeordneten 


Erkl.  215.  Daß  auch  bei  einer  in\ olutorischen  Reihe  mit  Oi-dnungspunktcn 
die  Halbkreise  über  den  Strecken  zugeordneter  Punktepaare  zu  Kreisen  eines  Kreis- 
biischels  gehören,  beweist  man  am  einfachsten  durch  die  Tangenten  von  M  an 
diese  Kreise.  Für  jedes  Punktepaar  ist  /MA.M A'  =  yMB.MB'  gleichgroß,  und 
jwar  ist  dies  gleich  der  Tangentenstrecke  von  M  an  jeden  Kreis.  Demnach  liegen 
die  Endpunkte  R,  8  all  dieser  Tangenten  gleichweit  von  M,  also  auf  einem  Kreise 
um  M,  und  M  ist  ein  Punkt  gleicher  Potenz  für  alle  Kreise.  Hiernach  ist  aber  die 
in  M  auf  der  Zentralen  enielitete  Senkrechte  die  Potenzlinie,  und  die  Gesamtheit 
aller  Kreise  bildet  das  Büschel,  welches  diese  Senkrechte  zur  Potenzlinie  hat.  Da 
jeder  Punkt  dieser  Potenzlinie  ebenfalls  gleichlange  Tangenten  an  alle  Kreise  liefert, 
so  sind  nach  Antwort  80  des  VHl.  Teiles  der  Planimetrie  niclit  nur  der  Kreis  XRSY, 
sondern  auch  alle  anderen  Kreise  durch  X  und  Y  Orthogonalkreise  des  vorhandenen 
Kreisbüschels  und  liefern  selber  ein  Kreisbüschel  erster  Art,  dessen  Kreise  sämtlich 
durch  die  beiden  Punkte  X  und  Y  liindurchsehen. 


Frage  (>0.  Welche  Eigenschaften 
des  in volntorischen  Strahlen- 
büschels ergeben  sich  durch  An- 
knüpfung an  die  metrische  Be- 
handlung der  projektivischen 
Strahlenbüschelf 

Fiii'ur   55. 


Erkl.  216.  Unter  den  zugeord- 
neten Strahlen  zweier  projektivischen 
Strahlenbüschel  sind  in  der  rein 
geometrischen  Auf fassungs weise 
keinerlei  besonders  ausgezeichnete 
Strahlenpaare.  Anders  in  der 
metrischen  Auffassung:  da  treten 
zweimal  zwei  Strahlen  des  einen 
Büschels  in  eigentümliche  Beziehung 
zu  ihren  entsprechenden  des  anderen. 
Es  sind  nämlich  erstens  diejenigen 
beiden       aufeinander       senkrecht 


Antwort.  Wenn  je  zwei  Strali- 
lenpaare  der  beiden  involutorisch 
zusammengelegten  Büschel  einander 
doppelt  entsprechen,  so  muß 
dies  auch  zutreifen  für  die  beiden 
einander  entsprechenden 
Normalstrahlen  beider 
Büschel  Ui_Lvi  und  u>  I  v-,. 
Nun  liefern  aber  nach  Satz  8 
des  I.  Teiles  die  Winkel  von 
je  zwei  entsprechenden 
Strahlen  mit  je  einem  un- 
gleichnamigen der  zugeord- 
neten Normalstrahlen  ein 
konstantes  Produkt 
ihrer  trigonometrischen 
Tangentenfunktionen, 
folglich  muß  man  auch  hier 
gleiche    Produkte    erhalten 


Fieur 
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stehenden  Strahlen  iii  v,  des  ersten 
Büschels,  welchen  auoli  im  zweiten 
Büschel  wieder  zwei  aufeinander  senk- 
recht stehende  Straldou  U;,  \.,  entsprechen, 
also  die  sogenannten  z  n  g-  e  o  r  d  n  e  t  e  n 
Normalstrahlen.  Und  es  sind  zweitens 
diejenigen  beiden  zu  Uj  (bezw.  \\)  beider- 
seits gleichgeneigten  Strahlen  p^  qj  des 
ersten  Büscliels,  denen  auch  im  zweiten 
Büschel  wieder  zwei  Strahlen  p^  q_>  ent- 
sprechen, welclie  zu  vo  (bezw.  U2)  beider- 
seits die  miteinander  und  mit  beiden 
vorigen  Winkeln  gleichgroßen  Neigungs- 
winkel besitzen: 

(Pi  "1)  =  (ui  qi)  =  (P2  Vä)  =  (v2  q-i) 
bezw. 

(Pi  Vi)  =  (vi  q, )  =  (p,,  u,>)  =  (u.  q.,). 
Diese  beiden  letzteren  Strahlen  heißen 
die  Potenzstrahlen  beider  Büschel. 
Diese  Beziehungen  sind  zur  Verdeutlichung 
der  Figuren  55  und  56  nochmals  be- 
sonders dargestellt  in  den  Figuren  57 
und  58.  Man  hat  also  in  Figur  55  und 
56  ebenso  wie  in  Figur  57  und  58  je 
fünf  Strahlen  der  beiden  Büschel  Si  89, 
darunter  jeweils  die  besonderen  Strahlen 
Uj  \u,  Vi  Vo,  pi  P2,  qi  q-)  und  nur  das 
einzige  allgemeine  Strahlenpaar  ai  a^. 
Und  zwar  in  Figur  58  links  und  rechts 
zweimal  dasselbe  Büschel  So,  nur  links 
gleiclilauf end  mit  Si  in  Figur  57, 
rechts  ungleichlaufend  mit  Si  in 
Figur  57. 


aus  den  Tangentenfunktionen  der 
Winkel  je  zweier  involntoriseh  ge- 
paarten Strahlen  a  a',  b  b'  mit  den 
ungleiclmaniigen  Nornialstralilen. 
Man  hat  also  an  Figur  55  und  56 
einerseits  mit  u  und  v: 

tg  (ui  ai) .  tg(v2  a2)= tg  (ui  bi) .  tg  (v.  h^) 

=  •  •  •  const., 
bezw. 

ig  (11  a) .  tg  (u  a')  =  const., 
anderseits  mit  v  und  u: 
tg(vi  ai) .  tg(u2  a2)=tg(vi  bi) .  tg(u2b2) 

=  •  •  •  const., 
bezw. 

tg  (u'  a)  .  tg  (u'  a')  =  const. 

Da  aber  UiJ_Vi,  bezw.  u_Lu',  so 
ist  <  (u  a)  =  90«  —  (u'  a)  und  <$  (u  a') 
=  90«— (u'a'),  also  tg(ua)  =  ctg(u'a) 
und  tg  (u  aO  =  ctg  (u'  a').  und  folg- 
lich sind  das  erste  und  zweite  der 
vorgenannten  konstanten  Produkte 
zwei  reziproke  Werte. 

2)  Diese  beiden  Produkte  werden 
genannt  die  Potenzen  des  involu- 
torischen  Strahlenbüschels  und 
haben  als  reziproke  Größen  stets 
beide  das  gleiche  Vorzeichen. 
Und  zwar  besitzen  sie  das  positive 
Vorzeichen,  wenn  die  beiden 
Strahlenbüschel  ungleichlaufend 


Figur  57. 


Figur  56 


Erkl.  217.  Der  Satz  8  des  ersten  um  den  gemeinsamen  Scheitel 
Teiles  lautet:  „In  zwei  projektivisch  ver-  herumgehen  (Figur  56);  denn  dann 
wandten  Strahlenbüscheln  hat  das  Produkt      liegt    jedes    zugeordnete    Strahlen- 
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der  trigonometrischen  Tangenten  der 
Winkel  von  je  zwei  entsprechenden 
Strahlen  mit  je  einem  nngleichnaniigen 
der  zugeordneten  Normalstrahlen  einen 
konstanten  Wert."  Dieser  Wert  heißt 
die  „Konstante  der  projektivischen  Be- 
ziehung" oder  die  „Potenz  der  projek- 
tivischen Beziehung".  Sind  also  u.  I  v, 
und  Uo  I  V)  in  Figur  57,  58  bezw.  55,  56 
die  zugeordneten  Normalstrahlen,  so  gilt 
für  beliebige  projektivisch  zugeordnete 
Strahlenpaare  a^  a2,  bi  hi  die  Gleichung 
tg  (u,  ai) .  tg  (v^  a.)  =  tg  (ui  bi)  .  tg  (v.,  b.,). 
Ist  hierin  (wie  in  Figur  55  und  56) 
(ui  ai)Xui  bi),  d.  h.  u^  ferner  von  a,, 
als  ^■on  bj  —  so  muß  (da  die  Tangenten- 
funktionen mit  den  Winkelgriißen  zu- 
und  abnehmen)  '  v.>  a2)<C(v2  bi),  d.h.  v^ 
näher  bei  a2,  als  bei  b^.  Und  nur  für 
die  zwei  bestimmten  Strahlenpaare  pi  qy 
und  p2  (12,  welche  beiderseits  in  gleichen 
Neigungswinkeln  zu  den  ungleiclmamigen 
Normalstrahlen  u^  und  V2  bezw.  v^  und 
U2  liegen,  ist  gleichzeitig  (uiPi)  =  (v2P2) 
"^Ob  qi)  =  ('^"2 12)?  erstere  beiden  Winkel 
je  nach  der  einen,  letztere  beiden  je 
nach  der  entgegengesetzten  Riclitung  in 
ilirem  Büschel  gemessen. 

Erkl.  218.  In  Figur  57  sind  die 
Strahlen  des  Büschels  Si  in  der  Reihen- 
folge pi  Uj^  qi  a^  Vi  mit  der  Umlaufs- 
richtung gegen  den  Uhrzeiger  durch 
den  Pfeil  bezeichnet.  In  Figur  58  sind 
im  projektivischen  Büschel  S2  links  und 
rechts  die  Strahlen  ebenfalls  in  der  Reihen- 
folge P2  U2  q2  a2  V2  durch  den  Pfeil  be- 
zeichnet. Hier  ist  aber  in  Figur  58  a 
wieder  Umlaufsrichtung  gegen  den 
Uhrzeiger,  in  Figur  58b  aber  mit  dem 
Uhrzeiger,  denn  Figur  58  a  und  b  geben 
dasselbe  Büschel  S^  in  der  einen  und 
anderen  Umlaufsrichtung,  gerade  gespiegelt 
gegen  die  Mittelaxe.  —  In  Figur  55 
gelangt  nun  Büschel  S^  der  Figur  57  zur 
Deckung  mit  dem  gl  eich  wendigen 
Büschel  S2  der  Figur  58  a,  in  Figur  56 
mit  dem  gegen  wendigen  Büschel  S2 
der  Figur  58  b,  und  zwar  so,  daß  jedes- 
mal die  Schenkel  des  rechten  Winkels 
Ui  Vi  von  Si  vertauscht  auf  die  Schenkel 
des  rechten  Winkels  V2  Ug  zu  liegen  kommen, 


paar  im  gleichen  rechtwinkligen 
Winkelranm  von  u  und  v,  so  daß 
die  Winkel  (uj  aj  und  (v2  ao)  bezw. 
(ua)  und  (ua')  beide  spitze  Winkel 
sind.  Und  die  Strahlen  aa'  liegen 
nicht  getrennt  durch  die  Strahlen 
uu'.  Dagegen  hat  das  Produkt  das 
negative  Vorzeichen,  wenn  die 
beiden  Strahlenbüchel  gleich- 
laufend um  den  gemeinsamen 
Scheitel  herumgehen  (Figur  55); 
denn  dann  liegen  die  Strahlen  jedes 
zugeordneten  Strahlenpaares  in  un- 
gleichen rechtwinkligen  Winkel- 
räumen von  u  und  v,  so  daß  von 
den  Winkeln  (uiai)  und  (v2a2)  bezw. 
(u  a)  und  (u  a')  stets  der  eine  spitz, 
der  andere  stumpf  ist,  also  der 
eine  Funk tions wert  tg  bezw.  ctg 
positiv,  der  andere  negativ.  Und 
die  Strahlen  a  a'  liegen  innen  und 
außen  getrennt  durch  die 
Strahlen  u  u'. 

3)  Das  Tangentenprodukt 
tg  (u  a) .  tg  (u  aO  entstellt  aus  zwei 
gleichgroßen  Faktoren  tg  (u  p) 
=  +  tg(up'),  wenn  man  als  gepaarte 
Strahlen  die  beiden  sogenannten 
Potenzstrahlen  der  beiden  Einzel- 
büschel ins  Auge  faßt,  welche  beider- 
seits unter  gleichen  Winkeln 
gegen  die  beiden  ungleichnamigen 
Normalstrahlen  liegen.  Selbst- 
entsprechend  kann  jeder  der 
beiden  Potenzstrahlen  nach  dem 
vorigen  aber  nur  im  Falle  der  un- 
gleich laufen  den  Einzelbüschel 
werden  (Figur  56).  Daher  werden 
dieselben  auch  nur  im  letzteren 
Falle  zu  Ordnungselementen  x,  y 
des  Büschels,  nicht  auch  im  ersteren 
Falle  der  gleichlaufenden  Einzel- 
büschel. —  Durch  diese  beiden  Fest- 
stellungen 2  und  3  sind  nun  die 
beiden  Sätze  23  und  23  a  auch  für 
involutorische  Strahlenbüschel  selb- 
ständig nachgewiesen. 

4)  Wenn  in  Figur  56  pi  und  p2 
in  X,  Qi  und  Qo  in  y  zusammen- 
fallen, so  ist  für  das  willkürlich 
ausgewählte  Strahlenpaar  aa': 


124 


Projektivisclie  (neuere)  Geometrie.     ITT.  Teil. 


also  v^  auf  n,,  ii.>  auf  v,.  Aon  den  IMVilen 
geben  dabei  wieder  die  einfach  geliederten 
den  beidemale  gleichbleibenden  Umlauf 
von  Si  an,  die  dopiteltgf'Fiederfcii  den 
I^mlauf  von  S.,. 

I'ii'kl.  219.  Dabei  entsprechen  ein- 
ander in  Figur  55  die  Winkel  (qi  Vj) 
und  (qo  Vo).  Wenn  also  aj  im  AVinkel 
(qi  Vi)  liegt,  so  liegt  a^  im  Winkel  (q^  v^,), 
so  daß,  wenn  der  Wiid<el  (u,  a, )  ein 
spitzer  wird,  der  Winkel  (v.,  a^, )  bei 
Messung  in  derselben  Umlauf srichtung 
vom  gemeinsamen  Schenkel  Uj  =  x-,  aus 
ein  stumpfer  Winkel  wird,  und  nur 
bei  Messung  in  entgegengesetzter 
T'ndaufsrichtung  als  si)itzer  AVinkel 
erscheint.  Beide  Umstände  machen 
tg(v2a2)  negativ,  also  das  I^rodukt 
tg(^i  R])  .  tg(v2  ao)  negativ,  und  ebenso 
haben  die  Winkel  (v^  aj  und  (u^  a-2), 
wenn  beide  als  s])itze  Winkel  gemessen 
werden  sollen,  entgegengesetzte  Umlaufs- 
richtung vom  gemeinsamen  Schenkel 
Vi=U2  aus,  liefern  also  wieder  negatives 
Tangentenprodukt.  —  Auch  bei  Figur  56 
entsprechen  einander  die  Winkel  (qi  v,) 
und  (q2  V2).  Wenn  also  wieder  a^  im 
Winkel  (q,  Vj)  liegt,  so  liegt  a^  im  Winkel 
(%  V2),  aber  diesmal  so,  daß,  wenn  der 
Winkel  (u^  ai)  ein  spitzer  ist,  der  Winkel 
(v2  a2)  ebenfalls  ein  spitzer  ist,  gemessen 
vom  gemeinsamen  Schenkel  Ui=V2  aus, 
daß  also  das  Tangentenprodukt  positiv 
wird;  und  ebenso  haben  die  Winkel  (via^) 
und  (u2a2)  spitze  Winkelwerte  bei  gleicher 
Messungsrichtung  vom  gemeinsamen 
Sclienkel  Vi  =  Uo   aus. 

Erkl.  220.  In  Figur  55  und  56  sind 
die  Stralilen  a,  von  S^,  aufgefaßt  als 
Strahlen  des  anderen  Büschels  S2,  be- 
zeichnet als  h.>.  Wegen  des  Doppelt- 
entsprechens in  jedem  Paare  zugeordneter 
Stralilen  muß  daher  a^  von  S2,  aufgefaßt 
als  Strald  des  Büschels  Si,  als  b^  be- 
zeichnet werden,  so  daß  ai=b2,  a2=bi. 
Zugleich  sind  unterhalb  der  die  Büschel 
schneidenden  Geraden  die  den  Strahlen 
Pi  =  q2,  Uj=V2,  ai  =  b2  bezw.  p,  u,  a 
involutorisch  zugeordneten,  nämlicli  P2=qi  j 
U2=A'i,  a2=bi,  bezw.  als  p',  u',  a'  be- 
zeichnet.    Man    hat    also  zwai"  in    jedem 


tg:  (11  a)  tj?  (11  a')  =  tg-  (u  x)  =  tg-  (u  j) 

=  ctfi:  (u'  a) .  ctg-  (u''  a')  =  ctg-  (u'  x) 


ctü-'di'v 


.    „(xy)       ^   J80-(xy) 
tg-    2    =  ctg-         2 • 


Dt'iniiacli  sind  (vergl.  Antwort  1  der 
Frage  23  dos  II.  Teils)  a  und  a'  zwei 
Strahlen,  deren  Winkel  durch  die 
Strahlen  x  und  y  innen  und  außen 
harmonisch  geteilt  wird,  nnd  u 
und  u'  sind  die  Winkelhalbierenden 
der  Strahlen  x  und  y.  Hiermit  ist 
aber,  da  a  und  a'  ein  ganz  beliebiges 
Strahlenpaar  ist,  aucli  Satz  24  für 
involutorische  Strahlenbüsehel  be- 
wiesen. Und  die  Strahlen  u,  u',  zu 
deren  beiden  Seiten  nicht  nur  in 
Figur  56  die  Ordnungselemente 
X  und  y,  sondern  auch  in  Figur  55 
die  zwei  Potenzstrahlen  P]2  qi2 
und  überhaupt  je  zwei  das  gleiche 
Produkt 

tg(ua) .  tg(u  a')  bezw.  ctg  (u'  a)  •  (u'  a') 
ergebende  Strahlenpaare  sym- 
metrisch angeordnet  liegen, 
heißen  auch  die  Axenstrahlen 
oder  die  Axen  des  involutori- 
sch en  Strahlenbüschels. 

5)  Da  in  beiderlei  involutorischen 
Strahlenbüscheln  (mit  und  ohne 
Ordnungselemente)  jedes  projek- 
tivisch  zugeordnete  Strahlenpaar 
doppelt  entsprechend  sein  muß,  so 
entstehen  lauter  gleichgroße 
Winkel  zwischen  den  projektivisch 
zugeordneten  Strahlen:  die  Winkel 
(ai  bi)  =  (b2  a2),  (Ci  di)  =  (d2  C2)  und 
alle  ähnlichen  sind  bei  gleicher 
Winkelgröße  mit  vertauschten 
E  n  d  s  c  h  e  n  k  e  1  n  aufeinander- 
gefallen.  In  der  Tat  sind  nach 
Satz  8a  des  ersten  Teils  in  zwei 
projektivischen  Stralilenbüscheln 
stets  zwei  Gruppen  gleich- 
großer Winkel  zwischen  zuge" 
ordneten  Strahlen  vorhanden, 
und  zwar  schließen  die  gleichen 
Winkel  der  einen  Gruppe  jeweils 
von  den  zugeordneten  Normal- 
strahlen des  betreffenden  Büschels 
den  einen  ein,    den   andern  aus. 
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der  involutoriseh  zusammengelegten 
Einzelbii.schel  S^  und  S._>  je  sechs  Einzel- 
strahlen ab  pq  UV,  aber  im  involutorischen 
Büschel  doch  nur  je  drei  Paar  zusammen- 
gehörige Htrahlenpaare  aa',  aiu',  und  dazu 
in  Figur  55  p  p',  in  Figur  56  die  Ord- 
nungsstralüen  x  und  y.  Und  zwar  liegen 
in  Figur  55  die  Paare  sämtlich  getrennt, 
nämlich  a  a'  mit  u  u'  und  a  a'  mit  p  p'. 
In  Figur  56  aber  liegen  aa'  nicht  ge- 
trennt mit  uu',  wohl  aber  aa'  getrennt 
durch  X  und  y,  uu'  getrennt  durch  x  und  y. 

Erkl.  221.  Das  konstante  Tangenten- 
produkt der  Winkel  gepaarter  Strahlen 
mit  den  Normalstrahlen  ist  in  Figur  55  : 

tg  (u  a)  .  tg  (u  aO  =  tg  (u  p)  .  tg  (u  p') 
=  —tg-  (u  p)  =  — tg-  (u  pO 
bezw. 
=  ctg (u' a) .  ctg(u' a')  =  ctg(u' p) .  ctg  (u' p') 

=  -ctg2(u'p)=  _ctg-'(u'p'). 
Denn  weil  (u'a)  =  90*^  -  (ua)  und  (u'a/) 
=  90^  +  (u  a'),  also 

ctg  (u'  a)  =  ctg  (90*^  —  u  a)  =  tg  (u  a) 
und 
ctg  (u'  a')  =  ctg  ( !>0"  +  ua')  =  —  tg  (u  a'), 

bestätigt  sich  die  erste  Gleichheit.  Ebenso 
liefern  (u'  p)  =  90**  +  (u  p),  (u'  p')  =  9O0 
—  (up')  auf  dieselbe  Weise  d  e  Gleichheit 
der  einzelnen  Größen  der  zweiten  Zeile  mit 
den  jeweils  darüberstehenden  Tangenten- 
produkten bezw.  Tangenten(iuadraten  der 
ersten  Zeile.  Und  zum  Beweise  der  Gleich- 
heit der  Größen  der  zweiten  Zeile  unter 
sich  dient  eine  Ersetzung  etwa  des  Winkel- 
schenkels p  durch  seinen  Gegenschenkel, 
also  (u'pi)=l800— (vi'q.)=180''— (u'pO, 
folglich  ctg  (u'  p)  =  —  ctg  (u'  p'). 

Erkl.  222.  In  Figur  56  sind  die  ent- 
sprechenden Werte  der  Potenz  des  in- 
volutorischen Büschels 

tg  (u  a) .  tg  (u  a')  =  tg  (u  })) .  tg  (u  p') 

=  +  tgMnx)=  +  tg'-^(uy) 

bezw. 

=  ctg  (u'  a)  .  ctg  (u'  a')  =  +  ctg"-'  (u'  x) 

=  +  ctg-Mu'y). 

Die  Gleichheit  der  entsprechenden  Größen 
der  zweiten  und  ersten  Zeile  ergibt  sich 


die  der  anderen  Gruppe  beide 
aus  bezw.  beide  ein.  Es  ist  also 
bei  dem  involutorischen  Strahlen- 
büschel ohne  Ordnnngsstrahlen 
in  Figur  55,  wo  a  und  a/  in  ver- 
schiedenen Winkelräumen  der 
Normalstrahlen  ii  u'  lieg-en,  die 
erstgenannte  Gruppe  der  in 
beiden  Strahlenbüscheln  vorhan- 
denen gleichen  Winkel  zur  Deckung 
gelangt,  deren  Schenkel  je  einen 
der  Normalstrahlen  einschließen. 
Bei  dem  involutorischen  Strahlen- 
büschel mit  Ordnungsstrahlen 
aber  in  Figur  56,  wo  a  und  a'  im 
gleichen  Winkelraume  der  Nor- 
malstrahlen uu'  liegen,  ist  die 
zweite  Gruppe  der  in  beiden 
Strahlenbüscheln  vorhandenen  glei- 
chen Winkel  zur  Deckung  gebracht, 
d.  h.  jedesnuil  der  eine  Winkel  mit 
vertauschten  Endschenkeln  auf  den 
gleichgroßen  aufgelegt.  Von  den 
Winkeln  der  ersten  Art  ist  der 
kleinste  der  Winkel  zwischen  den 
Potenzstrahlen  (p,  qi),  welcher  in 
Figur  55  mit  (p-j  q_')  umgekehrt  zu- 
sammenfällt; Winkel  der  zweiten 
Art  gibt  es  in  allen  Größen  von 
180  bis  zu  Null,  und  die  Winkel 
(PiPi)  =  0  und  (q,  qi)  =  0  in  Figur  6 
sind  mit  den  als O r  d  n  u n gs s  t r  ah  1  e n 
erscheinenden  Nullwinkeln  (p^  p.)) 
bezw.   iq-y  q-,)  zur  Deckung   gelangt. 

Wenn  aber  irgend  ein  Winkel 
des  Büschels  S_.  zur  Deckung  ge- 
langt mit  einem  der  beiden  mit 
ihm  gleichgroßen  Winkel  in  Si,  so 
müssen  auch  alle  derselben  Gruppe 
angehörigen  gleichen  Winkelpaare 
beider  Büschel  Si  und  S2  zur 
Deckung  kommen.  So  sind  in 
Figur  55  (ui  Vi)  =  90''  =  (u,.  v.)  bezw. 
(pi  qi)  =  (pL' Q:.')  clie  grundlegenden 
gleichen  Winkel  beider  Büschel,  in 
Figur  5  )  ebenfalls  (uiVi)=9ü^=(u._,V2) 
bezw.  X  =  (pi  pi)  =  0  =  (p2  P2)  nnd 
y  =  (q,  qi)  =  0  =  (q2  qi).  und  weil 
diese  besonderen  Winkelpnare 
aufeinander  liegen,  liegen  alle 
gleichen   Winkelpaare   aufeinandei-. 

6)    Außer    der    Bestätigung    der 
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schon  durch  die  geometrische  Auf- 
fassung des  in  volntorischen  Strahlen- 
büschels aufgefundenen  Eigen- 
schaften erhält  man  somit  als  neue 
Hinzufügung  die  metrischen  Be- 
ziehungen: 

Satz  26a.  Die  beiden  recht- 
winklig stellenden  gepaarten 
Strahlen  eines  involutorischen 
Strahlcnbüschels  sind  die  Axen- 
strahlen  des  Büschels.  Zu  ihnen 
liegen  je  zwei  der  sämtlichen 
Strahleni)aare  symmetrisch,  und  die 
von  den  beiden  Strahlen  jedes 
Paares  mit  ihnen  gebildeten  Winkel 
liefern  konstantes  Produkt  der 
.trigonometrischen  Tangenten  bezw. 
Kotangenten:  negativ  bei  dem 
Büschel  ohne,  i)ositiv  bei  dem 
Büschel  mit  Ordnungsstrahlen, 
und  zwar  jeweils  gleich  dem 
-[-Quadrat  dieser  Funktionen  der 
Winkel  zwischen  einem  Potenzstrahl 
bezw.  Ordnungsstrahl  und  einem 
der  Normalstrahlen. 


hier  wie  oben  aus  der  Bezieliiins-  (u'x) 
=  90«  +  (iix),  (u'y)=90"  — (uv);  und 
innerhalb  der  zweiten  Zeile  selber  gilt 
(u'x)=180«— (u'p2)=180«— (u'y),  alsc 
ctg  (n'  x)  =  —  ctg  (m'  y ). 

Erkl.  223.  Hat  man  in  einer  involu- 
torischen Punktrellie  ein  Punktepaar  AA', 
so  erhält  man  ein  zweites  Paar  zuge- 
ordneter Punkte  C,  C,  indem  man  die 
Strecke  AA'  um  den  l*unkt  M  lunklappt, 
also  zu  A  und  A'  die  symmetrischen 
Punkte  C  und  C  aufsucht:  die  involu- 
torische  Punktreihe  besitzt  Symmeti-ie 
in  bezug  auf  den  einen  Punkt  M.  Hat 
man  in  einem  involutorischen  Strahlen- 
büschel ein  Strahlenpaar  aa',  so  erhält 
man  ein  zweites  Paar  zugeordneter 
Strahlen  cc',  indem  man  den  Winkel  aa' 
umklappt  entweder  um  u  oder  um  u': 
der  involutorische  Strahlenl)üschel  besitzt 
Symmetrie  in  bezug  auf  die  zwei  Strahlen 
u,  u'.  Aber  man  findet  nicht  etwa  zwei 
verschiedene  neue  Strahlenpaare  durch 
Umklappung  um  den  einen  oder  anderen 
Axenstrahl,  sondern  bei  Umklappung 
um  u  wird  a  zu  e,  a'  zu  c',  und  bei 
Umklappung  um  u'  wird  wieder  a  zu  c, 
a'  zu  c'.     Denn  da  (uu')=90°,  so  wird 

im  ersteren  Falle  (au)^(uc)  =  90*^ — (u'a)  =  90''  —  (cu');  folglich  wird  auch  hier 
sclion  (cu')  =  (u'a),  und  dieselbe  Gleichheit  wäre  im  zweiten  Falle  das  l'rgebnis 
der  Umklappung  um  u'.  Und  zwar  gilt  diese  Überlegung  sowohl  für  involutorische 
Püschel   mit  Ordnungselementeu,   als  für  solche  ohne   Ordnungselemente. 

Erkl.  224.  Die  Strahlen  uu'  führen  hiernach  den  Namen  Axenstrahlen 
nicht  in  einem  abweichenden  Sinne,  sondern  wirklich  im  Sinne  von  Symmetrie- 
axen  für  die  Strahlenpaare  des  Büschels.  Wie  man  bei  der  involutorischen  Punkt- 
reihe schon  alle  Beziehungsweisen  gepaarter  Punkte  kennen  gelernt  hat,  Avenn  num 
zu  allen  Punkten  etwa  zwischen  M  und  P  oder  zwischen  M  und  X  die  gepaarten 
aufgesucht  hat,  so  erkeinit  man  beim  involutorischen  Büschel  alle  Beziehungsweisen 
gc])aarter  Strahlen,  wenn  man  zu  allen  Strahlen  zwischen  u  und  p  oder  zwischen 
u  und  X  die  gepaarten  aufgesucht  hat.  —  Bei  einer  involutorischen  Punktreihe  mit 
Ordnungspunkten  ist  die  harmonische  Beziehung  des  Mittelpunkts  M  zum  unendlich 
fernen  Punkte  in  bezug  auf  die  Ordnungspunkte  X,  Y  von  selbst  erkennbar ^  und 
ebenso  ist  beim  involutorischen  Büschel  mit  Ordnuugsstrahlen  auch  die  harmonische 
Beziehung  der  N<»rnialstrahlen  u  u'  zu  den  Ordnuugsstrahlen  x,  y  offensichtlich, 
weil  erstere  den  Winkel  und  Nebenwinkel  der  letzteren  halbieren.  Für  andere  Punkte 
der  Reihe  bezw.  andere  Strahlen  des  Büschels  ergibt  sich  die  hannonisclie  Be- 
ziehung zu  den  Ordnung^selemcnten  aus  den  (Jleichungen  MX-  =  MA.MA'  bezw. 
tg2(ux)  =  tg(ua).tg(ua''). 

Erkl.  225.  Auch  für  involutorische  Stralilenbüschel  lassen  sich  hier  dieselben 
Überlegungen  durcliFühreu,  welche  in  den  Erklärungen  '200  bis  204  für  involu- 
torische Punktreihen  augestellt  werden:  Man  spricht  von  imaginären  Ordnuugsstrahlen 
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bei  dem  Büschel,  welcher  keiue  reellen  Ordnungsstrahlen  hat  (200);  man  findet 
die  gepaarten  Strahlen  aa'  in  Figur  55  stets  innen  und  außen  getrennt  durch  u  u' 
und  die  Strahlen  jedes  anderen  Strahlenpaares,  in  Figur  56  stets  nicht  getrennt 
durch  uu'  und  die  Strahlen  jedes  anderen  Strahlenpaares  (201);  man  kann  Figur  55 
und  56  ineinander  überführen,  indem  man  den  Büschel  S^  jeweils  festhält,  aber  S2 
um  u  bezw.  um  u'  umklappt  (202)  u.  s.  w.  Auch  die  Bestimmung  des  involu- 
torischen  Büschels  geschieht  nacli  denselben  Einzelfällen,  wie  in  Erklärung  204  für 
die  invülutorischen  Punktreihen;  und  während  dort  die  Strecken  zwischen  einzelnen 
Punkten  berechnet  werden  konnten,  so  erhält  man  hier  die  Winkelgrößen  der 
einzelnen  Strahlen,  indem  z.B.  tg  (ua')  =  tg^(ux) :  tg(ua)  =  tg'(ux)  .ctg(ua)  bezw. 
tg  (u  a')  =  —  tg2  (u  p) :  tg  (u  a)  =  —  tg-  (u  p)  .  ctg  (u  a). 

Erkl.  226.  Einer  besondei'en  Erörterung  bedarf  noch  die  Frage  nach  der 
Beziehung  zwischen  den  involutorischen  Büscheln  der  Figur  55  und  56  und  den 
auf  der  schneidenden  Geraden  entstehenden  involutorischen  Punktreihen.  Die 
Strahleupaare  aa',  uu',  ])p'  erzeugen  involutorisch  gepaarte  Punkte  AA',  UU',  PP'; 
auch  die  in  Ordnungsstrahlen  zusammenfallenden  oder  selbstentsprechenden  Strahlen 
Pi  =  p-2  =  x  imd  qi  =  q>^=y  erzeugen  die  in  Ordnuugspunkten  zusammenfallenden 
oder  selbstentsprechenden  Punkte  P^  =  Po  ^  X,  Qi  =  Q.^  ^  Y,  denn  alle  diese  Be- 
ziehungen sind  ohne  Maßeigenschaften,  also  durch  Projektion  übertragen.  Aber 
während  uu'  und  pp'  in  den  Strahlenbüsclieln  besondere  metrische  Bedeutung  haben, 
bleiben  U  U'  und  P  P'  Punktepaare  ohne  jede  Auszeichnung  in  der  Reihe.  Und 
während  umgekehrt  M  und  M'OO  in  der  Punktreihe  besondere  metrische  Bedeutung 
haben,  bleibt  mm'  im  Strahlenbüschel  ohne  jede  Auszeichnung:  m  ist  der  Strahl  SM, 
m'  ist  der  Parallelstrahl  zur  Schnittgeraden  durch  S.  In  Figur  55  liegt  der 
Paralle  strahl  m'  zwischen  u'  und  p  im  Winkel  (vi  Pi)  =  (u.>  q^),  folglich  SM  zwischen 
u  und  p'  im  Winkel  (ui  q,)  =  (v2  p.,);  in  Figur  56  liegt  der  Parallelstrahl  m' 
zwischen  u'  und  x  im  Winkel  (v,  p^)  =  (u^  Y>->),  folglich  S  M  zwischen  u  und  x  im 
Winkel  (v^  P2)  =  (ui  i)i). 

Erkl.  227.  Da  in  Figur  56  die  Ordnungsstrahlen  x  und  y  auch  die 
Ordnungspunkte  X  und  Y  ausschneiden  müssen,  so  liegt  hier  M  auch  im  Mittel- 
punkt von  XY.  Diese  Beziehung  bleibt  unbeeinflußt  durch  jegliche  Veränderung 
der  schneidenden  Geraden,  denn  da  xymm'  stets  vier  harmonische  Strahlen  sind, 
müssen  auch  die  Punkte  XYMMCXO  vier  harmonische  Punkte  werden,  also  M 
Mittelpunkt  von  X  Y,  sobald  MOO  unendlich  fern,  d.h.  die  Schnittgerade  parallel  m'. 
Anders  liegt  die  Sache  bei  Figur  55  mit  PP'.  In  der  involutorischen  Reihe  ohne 
Ordnungselemente  liefert  die  Potenzpunkte  jenes  Punktepaar,  dessen  Abstände 
beiderseits  M  gleichgroß  werden,  in  dem  involutorischen  Büschel  ohne  Ordnungs- 
elemente liefert  die  P(»tenzstralilen  jenes  Strahlenpaar,  dessen  Winkel  beiderseits  uu' 
gleichgroß  werden.  Während  also  bei  der  Projektion  das  Zusammenfallen  der 
Punkte  Pj  l\,  in  X,  Q,  Q,>  in  Y  und  das  Znsammenfallen  der  Strahlen  p,  p.,  in  x, 
qi  qi  in  y  erhalten  bleiben  muß,  trifft  dies  keineswegs  zu  für  Gleichheit  von 
Strecken  und  Winkeln.  Daher  sind  PP'  in  Figur  55  keineswegs  Potenzpunkte, 
M  keineswegs  Mittel])unkt  von  PP'.  Man  hat  also  festzuhalten  das  bemerkenswerte 
Ergebnis : 

Satz.  Bei  Projektion  involutorischer  Gebilde  werden  unverändert 
übertragen  die  Eigenschaften  der  Ordnungspunkte  und  Ordnungsstrahlen  und 
deren  harmonischer  Beziehung  zu  den  gepaarten  Elementepaaren,  nicht  aber 
die  Eigenschaften  der  Potenzpunkte  bezw.  Po  tenzs  trali  len  und  des  Mittel- 
punktes bezw.  der  zugeordneten  Normalstrahlen. 
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Frage  61.  Welche  Besonder- 
heiten bezw.  Spezialfälle  von 
i  n  V  o  1  u  t  o  r  i  s  eh  e  n  Verwandt- 
schaften können  durch  besondere 
Einzel  werte  der  Potenz  auf- 
treten? 

Erkl.  228.  Die  iiivoliitorisdie  Ver- 
waiidtsohaft  in  einer  Punktrcilic  oder 
einem  8tralilenl>Uscliel  ist  jedenfalls  fest- 
gelegt durch  ein  beliebi'zes  Anfangs- 
element und  den  Wert  der  Potenz, 
also  durch  Punkt  M  und  +k-  oder  durch 
X  und  Y  oder  1'  und  P'  bezw.  durdi  u,  u' 
und  +k-  oder  durch  x  und  y,  oder  p  und  p'. 
Auf  der  Punktreihe  sind  alle  Punkte 
gleichwertig  bis  auf  den  unendlich  fernen, 
welcher  als  einziger  besondere  Eigen- 
schaften aufweist,  bei  dem  Strahlen- 
büschel  sind  sämtliclie  Strahlen  ohne 
Ausnahme  gleichwertig.  Dalier  wird  es 
allein  der  Wert  der  Potenz  sein, 
welcher  Verschiedenheiten  der  involu- 
torischen  Verwandtschaft  hervorbringt ; 
und  zwar  sind  die  Potenzwerte  Null, 
unendlich  und  +  1  diejenigen,  welche 
besondere  Beziehungen  entstehen  lassen, 
letztere  nur  beim  Strahlenbüschel,  erstere 
bei  beiderlei  Gebilden,  wobei  noch  in 
der  Punktreihe  die  unendlich  ferne  Lage 
eines  Ausgangselementes  Berücksichtigung 
erfordert. 

Erkl.  221).  Nicht  nur  durch  die 
rechnende  Behandlung  aus  dem  Grenz- 
werte der  Potenz  gelangt  man  zu  der  im 
zweiten  Abschnitt  nebenstehender  Antwort 
erörterten  besonderen  Art  einer  imolu- 
torischen  Punktreihe,  sondern  auch  aus 
der  Figur  52  (8.  S.  115)  erliält  man  die- 
selbe Besonderheit,  wenn  man  nämlich 
die  Senkreclite  t  durcli  einen  der  festen 
Punkte  H  (oder  K)  des  Kreisbüschels 
hindurchgehen  läßt.  Dann  fallen  M  X  Y 
bezw.  MPP'  mit  11  (bezw.  Iv)  zusammen, 
und  jeder  Kreis  des  Kreisbüschels  hat 
dann  den  einen  Sclinittpunkt  in  diesem 
Punkte  MH,  den  anderen  beliebig  sonstwo 
auf  t,  einer  der  Kreise  durch  H  und  K 
beiührt  tll  in  H=X,  der  kleinste  aller 
Kreise  ist  der  Nullkreis  II  selber, 
welcher  P  und  1"  in  II  zusammenfallen 
läßt. 


Antwort.  1)  Da  bei  positiver 
P  o  t  e  n  z  eine  in volu torische  Ver- 
wandtschaft mit  Ordnunj^selemen- 
ten,  bei  negativer  P  o  t  <^  i .  z  eine 
solche  ohne  Ordnungseloniente  auf- 
treten muß,  so  erhält  man  eine 
dazwischenliegende  Art  von 
involu  torisch  er  Verwandtschaft, 
wenn  der  Wert  der  Potenz  wischen 
diesen  beiden  Größengebieten  steht, 
also  den  Wert  +  Null  hc/AV.  Hl  tm- 
endlich  annimmt. 

2)  Ist  bei  der  involutorischen 
Punktreihe  MX'=0  bezw.  MF.  MF' 
=0,  so  muß  Punkt  X  (also  auch  Y) 
bezw.  P  (also  auch  P')  mit  Punkt  M 
zusammenfallen.  Zwischen  X 
und  Y  bezw.  zwischen  P  und  P'  ist 
al)er  von  jedem  Punktei)aar  stets 
der  eine  Punkt  enthalten,  also 
muß  bei  verschwindendem  Werte 
der  Potenzgröße  von  jedem 
Punktepaar  der  eine  Punkt  in 
den  Punkt  M  hineinfallen;  bezw.  zu 
jedem  sonstigen  Punkt  der 
Reihe  ist  der  Punkt  M  der  zuge- 
ordnete. Dasselbe  geht  auch  hervor 
aus  der  Gleichung  MA.MA'  =  4:0: 
auch  hier  kann  der  Wert  0  nur 
entstehen,  wenn  der  eine  der  beiden 
Faktoren  gleicli  Null  wird.  Der 
andere  Faktor  bezw.  die  andere 
Strecke  kann  dann  jeden  be- 
liebigen Wert  annehmen. 

3)  Ist  bei  dem  involutorischen 
Strahlenbüschel  tg"-(ux)=ü  bezw. 
tg(up)  -  tg(up')  =  0,  so  muß  wegen 
der  Tangentenfunktion  auch  <$  (ux) 
=  (uy)  =  0  bezw.  <J(u  p)  =  (upO  =  0 
werden  folglich  muß  Strahl  x  (also 
auch  y)  bezw.  p  (also  auch  p')  mit 
u  zusammenfallen.  Zwischen  x 
und  y  bezw.  zwischen  p  und  p'  ist 
aber  von  jedem  Strahlenpaar 
stets  der  eine  Strahl  enthalten, 
also  muß  bei  verschwindendem 
Werte  der  Potenzgröße  von  jedem 
Strahleui)aar  der  eine  Strahl  in 
den  Strahl  u  hineinfallen;  bezw.  zu 
jedem    sonstigen     Strahl    des 
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Ei'kl.  230.  Die  in  Figur  52  ver- 
s  c  h  i  e  d  e  n  erscheinenden  Involutioi  en  I 
und  II,  je  nachdem  t  die  Potenzliuie 
zwischen  HK  oder  außerhalb  HK  tritt, 
verlieren  ihre  Unterscheidung,  wenn  t 
durch  H  selbst  hindurchgeht,  indem  beide 
Arten  gemeinsam  in  die  neue  dritte 
Art  ül)ergehen:  der  Punkt  M  entspricht 
dann  involutorisch  nicht  nur  dem  un- 
endlich fernen  M',  sondern  jedem  be- 
liebigen Punkte  der  Reihe,  er  mag  einer- 
seits oder  anderseits  M  gelegen  sein: 
Auch  beim  Kreisbüschel  zweiter  Art 
entsteht  die  neue  Art  Involution,  wenn 
die  schneidende  (ierade  t  durcli  den 
gemeinsamen  Berührungspunkt  aller  Kreise 
hindurch  geht,  z.  B.  jedesmal,  wenn  die 
Axe  dieses  Kreisbüschels  als  t  genommen 
wird;  dagegen  kann  das  Kreisbüschel 
dritter  Art  (Figur  54)  keine  Involution 
dieser  neuen  Art  liefern,  da  diese  Kreise 
keinen  gemeinsamen  Punkt  besitzen. 

Erkl.  231.  Da  die  Eigentümlichkeit 
der  neuen  Art  von  Involution  keine  aus- 
schließlich metrische  ist,  sondern  nur  in 
der  Zuordnung  aller  p]lemente  des  (le- 
bildes  zu  einem  einzigen  desselben 
besteht,  so  bleibt  auch  die  Art  dieser 
Involution  erhalten  bei  Projektion  der 
Reihe  aus  beliebigem  Punkte.  Die  Art 
von  Strahlen-Involution  beim  Strahlen- 
büschel, welche  im  dritten  und  vierten 
Abschnitt  nebenstehender  Ai.two)t  be- 
handelt wird,  geht  tatsächlich  durch  ein- 
fache Projektion  aus  der  vorigen  Invo- 
lution in  der  Punktreihe  hervor.  Und 
zwar  entsteht  die  eine  (3)  oder  andere  (4) 
Art,  je  nachdem  der  einzelne  Strahl, 
mit  welchem  alle  anderen  involutorisch 
gepaart  werden,  als  u  oder  u'  be- 
zeichnet wird.  Umgekehrt  erzengt  auch 
die  neue  Art  Involution  eines  Büschels 
auf  jeder  Schnittgeraden  wieder  dieselbe 
neue  Art  Involution  in  der  Punktreihe, 
indem  der  vom  Hauptstrahl  u  bezw.  u' 
ausgeschnittene  Punkt  zum  Punkt  M  bezw. 
X  oder  P  wird. 

Erkl.  232.  Zum  ausgezeichneten 
Strahle  u  ist  bei  dieser  Art  von  Sti'ahlen- 
Involution  jeder  andere  Strahl  zuge- 
ordnet, darunter  also  jedenfalls  auch  der 
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Büschels  ist  der  Strahl  ii  der  zu- 
g-eordnete.  Dasselbe  gellt  auch 
h'.  rvor  aus  der  Gleichung 

lg(ua).tg(ua')  =  +0: 
auch  hier  kann  der  Wert  0  nur 
entstehen,  wenn  der  eine  der  beiden 
Faktoren  gleich  Null,  also  hier  der 
eine  der  beiden  Winkel  gleich  0*^ 
oder  180-'  wird.  Der  andere  Faktor 
bezw.  andere  Winkel  kann  dann 
jeden  beliebigen  Wert  an- 
nehmen. 

4)  Da  bei  dem  involutorisch  en 
Büschel  zweierlei  Potenzgrößen 
mit  reziproken  Werten  auf- 
treten, so  ist  mit  tg'-(iix)  =  +  0  zu- 
gleich festgelegt  tg-(u'x)  =  ctg'-(ii  x) 
=  +  unendlich.  Also  muß  der 
zweite  Potenzwert  unendlich  sein, 
wenn  der  erste  Null  ist,  und  um- 
gekehrt. Würde  also  tg-'^nx)  bezw. 
tg-  (u  p)  gleich  unendlich  gesetzt, 
so  wäre  gleichzeitig  tg-  (u'  x)  =  0 
bezw.  tg-(u'p)  =  0;  folglich  würde 
nun  von  jedem  Strahlenpaar  der 
eine  Strahl  mit  u'  zusammenfallen, 
der  andere  beliebige  Lage  haben. 
Was  üben  vom  Strahle  u  gilt,  würde 
jetzt  vom  Strahl  u'  zu   sagen   sein. 

5)  Ist  bei  einer  involutorischen 
Punktreihe  M  X- =  OO  oder 
MP.MP'  =  CX3,   so   müssen  X   und 

Y  bezw.  P  und  P'  von  M  unend- 
lich großen  Abstand  haben. 
Also  liegt  entweder  M  im  End- 
lichen,   und    dann   müssen  X    und 

Y  bezw.  P  und  P'  mit  dem  un- 
endlich fernen  Punkte  M'  nach 
dessen  entgegengesetztenBichtungeu 
zusammenfallen;  oder  es  liegt 
X  bezw.  P  im  Endlichen,  und  dann 
müssen  M  und  X  bezw.  M  nnd  P' 
gleichzeitig  mit  dem  unendlich 
fernen  Punkte  der  Reihe  zusammen- 
fallen (s.  u.  7).  Im  ersten  sowie 
im  letzten  Falle  verliert  aber 
der  im  Endlichen  liegende  Punkt  M 
bezw.  P  völlig  seine  ausgezeich- 
nete Eigenschaft  als  Mittelpunkt 
oder  Potenzpunkt  der  Reihe,  denn 
nicht    nur    zu    M    bezw.    P    ist    der 
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zu  u  senkrechte  u'.  Mißt  man  die 
Winkelgrößen  von  diesem  Strahle  u'  aus, 
unter  Berücksichtigung  des  Zusammen- 
fallens  jedes  zugeordneten  Stralils  a' 
mit  u,  so  wird 
ctg  (u'  a)  .  ctg  (u'  a')  =  ctg  (u'  a)  .  ctg  (u'  u) 

=  ctg  (u'  a) .  ctg  90°  =  0. 
Man  kann  also  dem  Strahle  n',  obwdlil 
er  nur  einer  von  den  vielen  zugeordneten 
Strahlen  ist,  dennoch  die  Eigenschaft 
als  zweiter  Axenstrahl  zuschreiben,  da 
wegen  des  rechten  Winkels  zu  u  das 
Produkt  der  Kotangenten  der  von  u' 
aus  gemessenen  Winkel  innner  nocli  gleicli 
bleibt  dem  Produkt  der  Tangenten  der 
von  u  aus  gemessenen  Winkel.  Umge- 
kehrt erhält  man 

tg  (u'  a) .  tg  (u'  aO  =  tg  (u'  a)  .  tg  (u'  u ) 
=  tg(u'a).tg90"  =  OO, 
und  da  0  und  OO  reziproke  Werte  sind, 
so  müssen    für    die    beiden    Axenstrahlen 
stets  beide  Werte  wechselseitig  zusammen 
auftreten.     Man  erhält  also  den 

Satz:  Wird  für  irgend  einen  Strahl 
eines  Büschels  als  Axenstrahl  das 
T  a n  g e  n  t  e  n  p  r  o  d  u k  t  der  involutorischen 
Beziehung  gleich  Null,  oder  das  Kotan- 
gentenprodukt  gleich  unendlich,  so 
sind  alle  Strahlen  des  Büschels  zu 
diesem  einzigen  zugeordnet;  wird  für 
irgend  einen  Strahl  als  Axenstrahl  das 
Tangentenprodukt  gleich  unendlich 
oder  das  Kotangentenprodukt  gleich 
Null,  so  sind  alle  Strahlen  des  Büschels 
zu  dem  Xormalstralil  jenes  Strahls 
zugeordnet. 

Erkl.  283.  Der  vorige  Satz  zeigt, 
daß  für  den  involutorischen  Strahlen- 
büschel die  beiden  Potenzwerte  Xull 
und  unendlich  zur  gleichen  neuen  Art 
von  Invdlution  fülircn.  Anders  ist 
dies  bei  dei-  Puiiktreilie-  Der  Potenz- 
wert Null  zwar  liefert  als  ein- 
deutiges Ergebnis  die  neue  Art  der 
Involution.  Der  Potenzwert  Unendlich 
aber  liefert  l)ei  der  Punktreihe  dreierlei 
Untej-scheidung,  eigentlich  sogar  viererlei, 
woraus  aber  nur  zweierlei  verscliirdcne 
Ergebnisse  entstehen : 

a)  Hat  man  eine  Punktreilic  olme 
Or  dn  u  n  gs  e  1  e  ni  e  n  t  e  ,    so    kiiiiiuicn    in 


gepaarte  Punkt  M'  bezw.  P'  im- 
eiidlich  fern,  sondern  aucli  zu 
jedem  anderen  Punkte  der  Reihe 
ist  der  unendlich  ferne  Punkt  zu- 
geordnet, weil  die  ganze  äußere 
Strecke  der  Punkte  XY  bezw.  MM', 
innerlialb  welcher  sonst  der  eine 
Punkt  jedes  Punktepaares  liegen 
niuü,  in  den  unendlich  fernen 
Punkt  zusammensclirumpft.  Auch 
MA.MA'  =  +  O0  kann  nur  erfüllt 
werden,  wenn  einer  der  Faktoren 
unendlich  großen  Wert  hat;  der 
andere  Faktor  kann  dann  beliebigen 
Wert  besitzen. 

6)  Man  erhält  also  für  Potenz- 
werte von  der  Größe  Null  oder 
Unendlich  involutorische  Gebilde, 
bei  welchen  die  Eindeutigkeit 
der  Zuordnung  verloren  gegangen 
ist:  alle  Elemente  des  Gebildes 
sind  zu  einem  einzigen  Element, 
dieses  einzige  Element  zu  allen 
anderen  zugeordnet.  Dieses  ein- 
zige Element  ist  bei  der  Punkt- 
reihe die  Nullstrecke  zwischen 
den  zusammenfallenden  Ordnungs- 
punkten bezw.  Potenzpunkten, 
welche  entweder  im  Endlichen  liegt 
und  dann  auch  den  Mittelpunkt  in 
sich  enthält,  oder  im  Unendlichen 
liegt  und  dann  jeden  beliebigen 
Punkt  im  Endlichen  als  Mittelpunkt 
haben  kann.  Bei  dem  Strahlen- 
büschel  ist  jenes  besondere  Ele- 
ment der  Nullwinkel  zwischen 
den  zusammenfallenden  Ordnungs- 
strahlen bezw.  Potenzstrahlen,  unter 
deren  beliebig  vielen  zugeordneten 
Strahlen  jedenfalls  auch  der  dazu 
senkrechte  Axenstrahl  sich  befindet. 


C'  S' 


M^ 


X    A 
-^ 1— 


B  r 


M- 


V'vswY  59. 


7)  Ist  bei  einer  involutorischen 
Punktreihe  die  Potenz  unendlich, 
also  der  Mittel  i)unkt  samt  dem 
einen  Ordnungspunkt  im  Un- 
endliclieu   gelegen  (s.  o.  5),  so  liegt 
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Betracht  die  Punkte  MPP'.  Wird 
M  I'  =  CO,  so  wird  auch  M  P'  =  CXD ; 
und  entweder  Ml'  oder  MP'  iiejit  jedes- 
m;>l  innerluilb  einer  Strecke  gepaarter 
Punkte  (Figuren  51  I  und  52  I).  Oh 
nUo  (al)  M  im  Endlichen  bleibt  und  P 
mit  P'  ins  Unendliche  rückt,  oder  (a  II) 
der  eine  Potenzpunkt  im  Endli(  hen  bleibt 
und  der  andere  mit  M  ins  Unendliche 
rückt,  j  e  d  e.  s  m  a  1  müssen  A  und  A' 
(hirch  eine  unendlich  große  Strecke  ge- 
trennt sein,  also  kann  nur  der  eine 
Punkt  im  Endlirhen  bleiben,  der  andere 
muß   ins   Uuendliclie   liinausrücken. 

b)  Hat  man  eine  Punktreihe  m  i  t 
Ordnungselementen,  so  kommen  in 
Betracht  die  Punkte  M  X  Y.  Wird 
MX  =  MY^=0O,  so  erhält  man  ver- 
schiedenerlei Ergebnis,  j e  nachdem 
(b  I)  M  im  Endlichen  bleibt  und  X  mit  Y 
ins  Unendliche  rückt,  oder  (b  II)  der 
eine  Ordnungspunkt  im  Endliclien  bleibt 
und  der  andere  mit  M  ins  Unendliche 
liickt.  Im  ersten  Falle  entsteht  die 
gleiche  Art  Zuordnung  wie  zuvor  (a  I  und 
a  II),  denn  der  eine  Punkt  eines  jeden 
Paares  liegt  (Figuren  51  II  und  52  II) 
innerhalb  X  Y,  also  im  Endlichen,  der 
andere  außerhalb,  also  im  Unendlichen. 
Im  ZAveiteu  Falle  aber  bleibt  im  Endlichen 
der  eine  Ordnungspunkt,  von  welchem 
beiderseits  die  Punkte  der  zugeordneten 
Paare  auseinanderrücken.  Daher  entsteht 
aus  dieser  letzten  Auffassungsweise  eine 
neue  Art  der  involutorischen  Beziehung 
(Abschnitt  7  der  nebenstehenden  Antwort). 

Erkl.  234.  Untersucht  man,  wie  die 
vorstehenden  Erörterungen  sich  aus  den 
Figuren  52  bis  54  ergeben,  so  zeigt  sich 
das  gemeinsame  Ergebnis  der  Fälle  a  I 
und  a  II  aus  Figur  52  1.  Von  zAvei 
Punkten  AA'  liegt  stets  der  eine  inner- 
halb, der  andere  außerhalb  des  Kreises 
der  Potenzpunkte  P  P'.  Damit  also 
MP  =  MP'^00  werden  kann,  muß 
dieser  Kreis  selbst  unendlich  gi-oß  werden, 
folglich  die  Punkte  HK  uneiullich  großen 
Abstand  erhalten,  es  kann  also  etwa  H 
im  Endlichen  bleiben,  K  in;  Unendliche 
rücken.  Dadurch  werden  alle  Einzel- 
kreise zu  geraden  Linien  durch  Punkt  IT, 


nur  der  andere  Ordnungspnnkt  X 
allein  im  Endlichen,  nnd  zu 
dessen  beiden  Seiten  liegen  die  zu- 
geordneten Punkte.  Nun  kann  die 
Gleichung  MA.MA'  =  MX-  stets 
durch  Einführung  der  Strecke  MA 
als  Grundstrecke  auf  die  Form  ge- 
bracht werden: 

MA(MÄ+ÄrÄO=(MA+AX)-,  oder 
MÄ-^  +  MÄ  .  Äl^'  =  M  A- 

4-2MÄ.  AX-f  A^X-. 

Hier  fällt  MA"^  beiderseits  fort,  und 
durch  Division  der  übrigen  Glieder 
mit  MA  entsteht: 

AX- 


AA'  =  2AX 


MA 


Läßt  man  nun  in  dieser  für  jede 
involutorische  Punktreihe  geltenden 
Gleichung  M  A  unendlich  groß 
werden,  so  entsteht  für  das  letzte 
Glied  der  Wert  Null,  und  es  bleibt 

ÄÄ'  =  2Ä'X,  oder 


AX 


XA'=  _  AA'. 


Man  erhält  also  eine  involutorische 
Punktreihe  aus  lauter  solchen 
Punktepaaren,  welche  beiderseits 
des  selbstentsprechenden  Ordnungs- 
punktes X  in  gleichem  Abstände 
liegen:  je  zwei  symmetrisch  zu 
X  liegende  Punkte  sind  zuge- 
ordnete. 

8)  Während  unter  den  Strecken- 
größen zwischen  0  und  CO  keine 
besonders  ausgezeichnete  sich  vor- 
findet, ist  unter  den  Winkel- 
größen  noch  besonders  zu  nennen 
diejenige,  für  welche  der  Potenzwert 
tg"^  (u  p)  bezw.  tg'  (u  x)  gleich  der 
Einheit  wird.  Setzt  num  wie 
früher  zunächst  tg"  (up)  =  l,  also 
tg  (u  p)  .  tg  (u  pO  =  —  1 ,  so  wird 
<$  (u  p)  =  +45^  <$  (u  p')  =  —45«, 
man  hat  einen  involutorischen 
Strahlenbüschel  mit  gleichlaufen- 
den Einzelbüscheln,  wobei  die 
Potenzstrahlen    p  p'    aufeinander 
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welclie  (luroli  je  eine  Hälfte  der  unend- 
lich fernen  (ieraden  zu  gesclilossenen 
Kreisen  rrgänzt  werden.  Der  (Mne 
Schnittpunkt  mit  t  ist  also  stets  im  End- 
liclien,  der  andere  stets  im  Unendlichen. 
Für  Fijrur  52  H  entstellt  die  g'leiche 
Beziehunjisweise,  wenn  die  Kreise  aus- 
geartet sind  zu  geraden  Linien  durch  H; 
dann  hat  wieder  jeder  der  UHciidlich 
großen  Kreise  einen  Schnittpunkt  mit  t 
im  Endlichen  und  einen  im  Unendliclien. 
Es  ist  aber  in  Figur  52  H  für  Erzeugung 
einer  unendlich  großen  Strecke  M  X  gar 
nicht  unbedingt  erforderlicli,  daß  diese 
Ausartung  der  Kreise  eintritt.  Denn  da 
hier  t  außerhalb  HK  verlaufen  muß, 
und  M  stets  der  Schnittpunkt  von  t  mit 
H  K  ist,  so  kann  man  nnendlicli  ferne 
Lage  von  M  auch  dadurch  erzielen,  daß 
man  t  parallel  zu  HK  verlaufen  läßt. 
Dann  liegt  t  symmetrisch  zur  Mittel- 
senkrechten OJNQ,  wird  also  von  jedem 
Kreis  in  zwei  zum  Schnittpunkt  sym- 
metrischen Punkten  getroffen.  Einer 
der  Kreise  berührt  t  im  Schnittpunkt 
selber,  dieser  Berührungspunkt  wird  zum 
Ordnungspunkt  Z,  und  in  gleichen 
Abständen  zu  deren  beiden  Seiten  liegen 
die  gepaarten  Tunkte  TT',  UU',  W 
(vergl.  Figur  54  rechts).  Man  hat  also 
die  im  Absclniitt  7  der  nebenstehenden 
Antwort  erörterte  Art  der  Involution. 

Erkl.  235.  Die  A'orgenainiten  Aus- 
nahmefälle der  involutorisclien  Beziehung 
bleiben  in  tJbereinstimmung  mit  dem  Satze 
24,  wonach  beimAuftretenzweierOrdnuiigs- 
elemente  je  zwei  zugeordnete  Elemente 
zu  diesen  harmonisch  liegen  müssen. 
Denn  wenn  einerseits  von  vier  har- 
monischen Elementen  zwei  zugeordnete 
z  u  s  a  m  m  e  n  f  a  1 1  e  n  ,  so  mu  ß  von  d  em 
anderen  Elementepaar  auch  noch  das 
eine  Element  mit  jenem  gleichen  zu- 
sammenfallen. So  erhält  man  die 
nicht  mehr  eindeutige  Beziehung,  daß  zu 
jedem  beliebigen  Punkte  l)ezw.  zu  jedem 
beliebigen  Strahle  nur  der  einzige 
besondere  Punkt  bezw.  der  einzige 
besondere  Strahl  harmonisch  zugeordnet 
ist.  Und  wenn  anderseits  der  eine  von 
vier    harmonischen  Punkten    unendlich 


Figur  GG. 
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senkrecht  stehen  und  mit  den 
Normalstrahlen  n  n'  beiderseits  je 
gleiche  Winkel  von  45"  bilden.  Für 
jedes  beliebige  Strahlenpaar  wird 
auch     tg  (ua)  tg  (u  a')  =  — 1,     also 

tg(uaO  =  --^--^=-ctg(ua), 

und  folglich  <$  (u  aO  =  90*^  +  (u  a), 
denn  tg  (90*^  +  u  a)  =  —ctg  (u  a). 
Demnach  wird  (uaO-(na)=(aa')  =  90^: 
Der  zugeordnete  Strahl  zu  einem 
gegebenen  ist  also  immer  um  einen 
rechten  Winkel  gegen  jenen 
weiter  gedreht,  die  zugeordneten 
Normalstrahlen  verlieren  ihre  aus- 
gezeichnete Eigenschaft,  indem 
jedes  zugeordnete  Strahlenpaar 
senkrecht  steht,  der  involutorische 
Büschel  liat  nicht  nur  ein,  sondern 
beliebig  viele  Paare  von  Axen- 
strahlen.  Man  erhält  einen  Büschel 
der  in  Figur  53  bezw.  60  dargestellten 
Art,  welcher  durch  Drehung  eines 
rechten  Winkels  um  seinen 
Scheitel  entsteht,  indem  stets 
der  eine  Schenkel  desselben  zum 
a  n  deren  Schenkel  i  n  v  o 1 u  - 
t  o  r  i  s  c  h  zugeordnet  ist. 

9)  Setzt  man  endlich  tg-(ux)  =  -f  1, 
so  wird  <$  (u  x)  =  <^  (y  u)  =  45^ 
man  hat  einen  involutorisclien 
Strahlenbüschel  mit  entgegen- 
gesetzt laufenden  Einzel- 
büscheln, wobei  die  O  r  d  n  u  n  g s  - 
strahlen  xy  anfeinander  senk- 
recht      stehen       und       mit       den 
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weit  i'oi't  i'ällt,  so  muß  der  zugeordnete 
zuui  Mittelpunkt  der  beiden  anderen 
werden.  Letzteres  zeigt  sich  bei  der  im 
Abschnitt 7  erörterten Invohition (Figur 59) : 
Von  ihren  zwei  selbstentsprechenden 
Doppelpunkten  ist  einer  der  im  Endlichen 
liegende  Punkt  X,  der  andere  der  un- 
endlich ferne  Punkt  M  =  M' =  Y.  Und 
deshalb  liegt  X  als  Mittelpunkt 
zwischen  je  zwei  zugeordneten  Punkten 
AAV  BB'... 

Erkl.  236.  Entsprechend  dem  Ge- 
<lankenkreise,  aus  welchem  für  die  Invo- 
lution ohne  Ordnungselemente  der 
Name  „elliptische  Involution",  für 
jene  mit  Ordnungselementen  der 
Name  „h  y  p  e  r  b  o  1  i  s  c  h  e  I  n  v  o  1  u  t  i  o  n" 
(Erkl.  185  und  187)  entnommen  wurde^ 
nennt  man  die  dazwischenliegende  Art 
von  Involution,  bei  welcher  alle  Elemente 
einem  einzigen  zugeordnet  sind,  die 
„parabo lisclie  Involution  .  Nun  sind 
die  im  siebenten  Abschnitt  nebenstehender 
Antwort  erörterte  Punktinvoliition  und  die 
im  neunten  Abschnitt  behandelte  Strahlen- 
involution Involutionen  mit  Ordnungs- 
elementen,  also  eine  besondere  Art 
der  hyperbolischen.  Und  wegen  der 
gleichgroßen  Strecken  bezw.  gleichgroßen 
Winkel  je  zweier  gepaarten  Elemente 
beiderseits  der  Ordmmgselemente  nennt 
man  dieselbe  die  „gleichseitig- 
hyperbolische Involution".  Die 
im  achten  Abschnitt  obiger  Antwort  be- 
handelte Strahleninvolution  aber  ist  eine 
solche  ohne  Ordnungselemente,  also 
eine  besondere  Art  der  elliptischen;  und 
wegen  ihrer  engeren  Beziehung  zum  Kreis 
nennt  man  sie  die  „zirkuläre  Strahlen- 
involution", oder  auch  die  recht- 
winklige oder  ortliogonale  Strali- 
leninvolution,  weil  je  zwei  gepaarte 
Strahlen  senkrecht  zu  einander  stehen.  — 
Endlich  kann  auch  noch  jede  gewöhnliche 
oder  besondere  Punktinvolution  durch 
Projektion  auf  die  unendlich  ferne 
G  e  r  a  d  e  übertragen  werden  als  eine 
Punktinvolutiou  auf  unendlich  fernem 
Träger,  oder  sie  kann  durch  Projektion 
Erzeugung  eines  in volutorischen  Para 
verschiedenen  Gattuno-en  verwendet  Averden 
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Fiiiur  61, 


jedes  beliebige  Strahlenpaar  wird 
auch  tg  (n  a)  tg  (u  a'j  =  1,  also 

tg  (n  aO  =  —-, ^  =  ctg  (n  a), 

tg  (n  a) 

folglich  (n  a')  =  90°  —  (n  a),  denn 
tg  (90°  —  u  a)  =  ctg  (u  a).  Der  7ai- 
geordnete  Strahl  a'  zu  jedem  ge- 
gebenen ist  also  von  u'  nm  einen 
ebensolchen  Winkel  zurück- 
gedreht, als  a  vom  anderen 
Normalstrahl  u  vorwärts  gedreht 
ist:  bei  beiderseitigem  Winkelabstand 
von  45°  von  uu'  fallen  die  beiden 
gepaarten  Strahlen  in  einen  Ord- 
nungsstrahl X  bezw.  y  zusam- 
men, um  dann  von  x  bezw.  y 
aus  wieder  in  entgegengesetzter 
Drehungsrichtung  von  gleicher 
Winkelgröße  auseinanderzurücken. 
Man  erhält  also  einen  Büschel  der 
in  Figur  61  dargestellten  Art, 
welcher  durch  zwei  entgegengesetzt 
kongruente  Strahlenbüschel  gebildet 
wird:  zugeordnet  sind  je  zwei 
Strahlen,  welche  mit  den  Ausgangs- 
strahlen X  bezw.  y  nach  ent- 
gegengesetzten Richtungen 
gleichgroße  Winkel  bilden. 


aus  einem  unendlich   fernen  Punkte   zur 
llelstrahlenbnschels  von  jeder  der 
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Erkl.  2B7.  Setzt  man  l)ei  den  beiden  letztgenannten  Arten  der  .Strahlen- 
involution statt  des  Tangentcnproduktes  der  Winkel  von  u  das  Kotangentenprodukt 
der  Winkel  von  u'  an,  so  wird  in  Figur  GO  <^  (u  p)  =  45'^,  (u  a')  =  20^,  also 
(la'p)  =  45«,  (u'  p')  =  135"  bezw.  (u'  p')  =  —45,  also  ctg  (n'  p) .  ctg  (u'  p')  =  —1.   Wird 

dann  auch  gesetzt  ctg(u'a).ctg(u'a')  =  —  1,  so  folgt  ctg(u'a')== -—    = — tg(u'a)^ 

ctg(u'a) 

also  (u' a')  =  90'^' +  (u' a )  für  stumpfen  Winkel  (  u' aM,  oder  (u' a')  =  (u' a)  —  IM )"  für 
spitzen  Winkel  (u' a')-  Beides  bestätigt  Figur  (io.  —  In  Figur  61  dagegen  ist 
^(ux)  =  45,    (uuO  =  90",    also   (u' x)  =  45   und  ctg- (u' x)  =  1.      Setzt    man    also 

ctg  (u'a)  .  ctg(u'a')  =  1,     so    folgt     Avieder    (•tü-(ua')= 7  .^  =  tu' (u' a),    also 

ctg(u'a) 

<$  (u'  aO  =  90"  —  (u'  a). 

Ei'kl.  238.  Überträgt  man  die  Winkelmessungen  in  den  beiden  vorgenannten 
Fällen  von  den  Ausgangsstrahlen  u  bezw.  u'  auf  die  Ausgangsstrahlen  p  bezw.  p' 
und  X  bezw.  y,  so  ist  im  erstereu  Falle  (Figur  60)  <^  (u  a)  =^  (u  p) -|- (p  a)^ 
<^ (u a')  =  (u p) H"  (p 'i') ;  also  ergibt  die  Beziehung  (u a')  =  90"  +  (u a)  die  folgende: 
(u  p)  +  (p  aO  ^  90" -["  (u  p)  +  (p  a).  Hier  fällt  (u  p)  beiderseits  weg,  und  es  bleibt 
(p  a')  =  90"  4"  (p  a),  d.  h.  p,  p'  haben  dieselbe  Beziehung  als  Axenstrahlen,  wie  u,  u'; 
und  ferner  90"  =  (pa')  — (pa)  =  (pa')  +  (ap)  =  (ap)  +  (paO  =  (aa').  —  Für  Figur  61 
ergibt  sich  ebenso  <^  (u  a)  =  (u  x)  -|-  (x  a),  <J  (u  a')  =  (u  x)  -|-  (x  a'),  also  liefert  die 
Beziehung  (u  a')  =  90"  —  (u  a)  die  folgende :  (u  x)  +  (x  a')  =  90"  —  (u  x)  —  (x  a). 
Hier  fällt  (ux)  nicht  weg,  sondern  verdoppelt  sich  links,  so  daß  2  (ux)-i-(xaO  +  (xa) 
=  90".  Nun  ist  aber  (u  x)  =  45",  2  (u  x)  =  90",  also  bleibt  (x  a')  +  (x  a)  =  0, 
(xaO  =  — (xa). 

Erkl.  239.  Die  Strahleninvolution  nach  Figur  60  kann  nach  dem  bisherigen 
auf  vier  verschiedene  Weisen  erzeugt  Averden.  In  obiger  Antwort  geschieht  es 
durch  Festsetzung  des  Wertes  —  1  für  die  Potenz.  Gleichbedeutend  ist 
zweitens  die  Zusammenlegung  zweier  kongruenten  gleichlaufenden  Strahlen- 
büschel mit  senkrechter  Lage  eines  beliebigen  und  folglich  jedes  zugeordneten 
Strahlenpaares.  In  Figur  53  entstand  dieselbe  Strahleniuvolution  drittens  durch 
Projektion  der  auf  der  Axe  des  Kreisbüschels  H  K  ausgeschnittenen  Punktinvolutiou 
aus  dem  einen  der  festen  Punkte  H  oder  K.  Eine  Aveitere,  also  A'ierte  Krzcugungs- 
Aveise  ebenfalls  mehr  geometrischer  Xatur  ergibt  sich  aus  der  Tatsache  des  Satzes  25,. 
daß  ein  involutorisches  Gebilde  bestimmt  ist  durch  ZAvei  willkürlich  ausgeAväidte 
Elementepaare.  Man  wiihle  nämlich  zur  Bestimmung  einer  Involution  zAvei  Paare 
senkrechter  zugeordneter  Geraden:  dann  müssen  jedenfalls  die  Schenkel  des 
einen  rechten  Winkels  diejenigen  des  anderen  innen  und  außen  trennen,  also 
entsteht  eine  Involution  ohne  0  rdnuugselem  en  te ;  und  da  die  Stiahleni)aare 
beide  senkrecht  zu  einander  stehen,  so  kann  man  das  eine  als  u  u',  das  andere 
als  a  a'  bezeichnen.     Dann   ist  jedenfalls 

tg  (u  a)  tg  (u  a')  =-  tg  (u  a)  tg  (u  a  +  90")  =  tg  (u  a)  .  -  ctg  (u  a)  =  —  ^^-^  =  —  1.. 

■^Ö  ytl  df 

Folglich    hat    man    die    in   ol)iger  Antwort   8    beliandelte    Art    der  Strahleninvolution 
mit  Potenzwert    — 1. 

Ei'kl.   240.      Ebenso   erhält  man  vier  vcrsi-hied^'nc  Entstehungsweisen   für    die 
Strahleninvolution    nach  Figur    61.     In    obiger    Antwort    geschieht    die    Bestimmung^ 
durch  Festsetzung    des  Wertes  -\-  1    für    die    Potenz    der    Involution.      Gleich- 
bedeutend   ist    ZAveitens    die  Zusammenlegung    zweier    kongruenten    nngleich- 
auf  enden  Strahlenbüschcl :   daliei   erscheinen   dei-    in   liciden   Büscheln   zur  Deckung 
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Figur  62. 
gebrachte  Ausgangsstrahl  und  sein  senkrechter  als  die  Ordnungstrahlen  x,  y,  ihre 
Winkellialbierenden  als  die  zugeordneten  Normalstrahlen  u,  u'  (Figur  61).  Als  dritte 
kommt  hierzu  die  Erzeugung  beim  Kreisbüschel  zweiter  Art  (Figur  62).  Nach 
Erklärung  210  entsteht  auf  jeder  Sekante  eine  involutorische  Reihe^  und  nach 
Erklärung  214  wird  jede  dieser  so  erzeugten  Reihen  aus  dem  gemeinsamen 
Berührungspunkt  H  durch  eine  Strahleninvolution  projiziert.  Nun  gibt  es  aber  für 
jede  Sekante  des  Kreisbüschels  irgend  zwei  berührende  Kreise  0  und  Q;  und  für 
den  Punkt  M  sind  am  Kreise  0  Tangentenabschnitte  M  H  =  M  X,  am  Kreise  Q 
Tangentenabschnitte  M  H  =  M  Y,  folglich  ist  MX  =  MH  =  MY,  daher  XHY  ein 
rechter  Winkel.  Die  Schenkel  dieses  rechten  Winkels  müssen  aber  nach  Satz  24 
je  zwei  sonstige  zugeordneten  Strahlen  der  Involution  harmonisch  trennen,  also 
sind  diese  Geraden  x  und  y  die  Winkelhalbierenden  jedes  gepaarten  Strahlenpaares 
der  Involution.  Und  hieraus  ergibt  sich,  daß  jede  auf  beliebiger  Sekante  des 
Kreisbüschels  (Figur  62)  erzeugte  Punktinvolution  von  H  aus  durch  eine 
gleichseitig-hyperbolische  Strahleninvolution  nach  Figur  61  projiziert 
wird.  Endlich  kann  dieselbe  besondere  Strahleninvolution  auch  erzeugt  werden 
auf  Grund  der  Bestimmung  einer  Strahleninvolution  mittels  zweier  senkrechten 
Ordnungsstrahlen.  Dann  folgt  die  Eigentümlichkeit  entweder  aus  der  Winkel- 
halbierenden Einenschaft  senkrechter  harmonischer  Strahlen,  oder  aus  der  Aufstellung 

(xy) 
des  Potenzwertes:  Es  wird  nämlich  tg- (ux)  =^  tg- (uy)  =  tg- — —  =  tg- 45  = -|- 1, 

also  wie  im  neunten  Teile  obiger  Antwort. 


c)   Involutorische   Beziehungen   am   Viereck   und   Vierseit. 
Frage  62.      Auf     welche     Weise 


liefern  Viereck  und  Vierseit  am 
einfachsten  die  involutorische  Be- 
ziehung in  Punktreihe  oder  Strahlen- 
büschel ? 

Erkl.  241.  Der  Inhalt  nebenstehender 
Antwort  ist  bereits  angedeutet  in  der 
Antwort  der  Frage  51.  —  Die  Vierecke 
der  Figur  63  haben   sämtlich   er  e  mein - 


Antwort.  1)  Gehen  durch  die- 
selben zwei  Punkte  E  und  F  einer 
Geraden  (Figur  63)  je  zwei  Gegen- 
seiten beliebig  vieler  einfachen 
Vierecke  Ai  B  C  Di  bis  A12  B  C  D12, 
so  schneiden  die  Diagonalen  dieser 
Vierecke  auf  der  Geraden  EF  jedes- 
mal   zwei  Punkte  Hx  und  Kx   aus. 
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sara  diefEckpunkte  B  und  C,  also  die  welche  mit  E  und  P  vier  liar- 
Seite  BC,  sowie  die  Richtungen  CE^  BE  monisclie  Punkte  bilden.  Nach 
der  Seiten  C  D  und  B  A.  Es  bleiben  Satz  24  bilden  aber  nun  je  zwei  zu- 
also  fest  die  drei  stark  ausgezogenen  sammengehörige  Punkte  H  K  ein 
Geraden  C  E,  B  E  und  C  F,  und  daher  involutorisch  gepaartes  Punktepaar 
sind  auf  den  beiden  ersteren  die  Punkte  der  in volu torischen  Punkt- 
Ai  bis  Ai2  bezw.  D^  bis  Di-,  zur  Ver-  reihe  auf  Träger  E  F,  welche  die 
nieidung  der  Buchstabenhäufung  nur  durch  Punkte  EF  als  Ordnungspunkte 
die  entsprechenden  Ziffern  angegeben.  hat.  Man  kann  aber  auch  die  in- 
Veränderlich  ist  nur  nocli  die  stets  volutorische  Eigenschaft  der  Reihe 
durch  F  gehende  Viereckseite  AD.  Mau  nachweisen  durch  die  ursprüngliche 
würde  aber  zu  jedem  Punkte  H  x  auf  Beziehung  der  beiden  mit  je  zwei 
EF  denselben  zugeordneten  Punkt  Kx  doppelt  entsprechenden  Punkte- 
erhalten  (wobei  der  Zeiger  x  jedesmal  paaren  zusammenfallenden  projek- 
eiue  beliebige  der  Zahlen  von  1  bis  12  tivischen  Punktreilien  (Antwort  der 
in  der  P'igiu-  bedeuten  kaim),  wenn  auch  Frage  50).  Es  bildet  nämlich  die 
andere  Geraden  durch  E  und  F  benutzt  Gesamtheit  der  Vierecksdiagonalen 
würden.  Denn  nach  dem  Fundamental-  C  Hi  bis  C  H12  einen  Strahlen- 
satze über  die  harmonische  Beziehung  büschel  mit  Scheitel  C,  und  schneidet 
am  Viereck  muß  die  zAveite  Diagonale  auf  der  Vierecksseite  EBA  eine 
jedes  Vierecks  durch  Kx  gehen^  dessen  Punktreihe  Ai  bis  Aio  aus;  die 
erste  Diagonale  durch  II  x  geht,  Avährend  letztere  Punktreihe  wieder  ist  per- 
je  zwei  Gegenseiten  durch  E  und  F  gehen,  spektivisch     zur     Punktreihe     der 

Punkte  Dl  bis  Di-»  auf  der  Viereck- 

Erkl.  242.     Bezeichnet   man    für  den  seile  E CD  durch  Vermittelung  des 

Augenblick    (wie    in    Erklärung    27    des  Strahlenbüschels     mit    Scheitel    F, 

II.  Teils)  die  Reihen  der  Punkte  H  bezw.  welches    gebildet    wird    durch    die 

K  als  Punktreihen  h  bezw.  k,  sowie  der  Gesamtheit  der  Viereckseiten  FAiD, 

Reihe  nach  C  als  Si,  EBA  als  t^,  F  als  \,\^    F  A12  Dj..     Die    Punktreihe  Di 

So,  ECD  als  t,,  B  als  S.,    so   hat   mau  \^\^  j)^.,  endlich  wird   projiziert  auf 

m  Figur_63  ^e  Zuordnuiig     _  füp    Punktreihe   K,    bis   Yiy.    durch 

h  Ä  Si  A  ti  A  So  A  t>  Ä  S3  A  k,  den  Strahl enbüschel  mit  Scheitel  B, 
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f()ijj,lich  li  Ak  als  projektiviscliePiuiktreilieu 
auf  gleieliein  Träger.  Lind  wegen  der 
Eindeutigkeit  der  liarmonischen  Bezielning 
muß  zu  jedem  Punkte  der  Reihe  li  der- 
selbe Punkt  von  k  zugehören,  als  wenn 
man  jenen  Punkt  als  Punkt  von  k  nähme 
und  den  zugehörigen  von  h  konstruierte. 
So  liefert  das  Viereck  BCA|I)j  durch 
die  Reihenfolge  H^,  H]  C,  A, ,  FA,,  Dj, 
BD^,  K]  das  Punktepaar  ll,  K,,  und 
sodann  das  Viereck  BCA^Dh  durch  die 
Reihenfolge  H^,  II3  C,  A3,  FA3,  D.^BD^, 
K;:j  das  l'unktepaar  H3  K3,  welches  mit 
dem  Puuktepaar  Hi  K,  identisch  ist. 
Ebenso  Avird  der  zugeordnete  Punkt  zum 
unendlich  fernen  gefunden  sowohl  durch 
das  Viereck  CBAioDi^?  als  auch  durch 
das  Viereck  CBA4D4. 

Erkl.  243.  Man  bestätigt  leicht  an 
Figur  68  die  Eigentümlichkeiten  der  in- 
volutorischen  Punktreihe:  Die  Orduungs- 
punkte  sind  selbstentsprechende  Punkte 
K.2  IV2,  Hs  Ky",  Mittelpunkt  der  involu- 
torischen  Reihe  ist  der  dem  unendlich  fernen 
Punkte  Hj. 2  K^  zugeordnete  Punkt  H4  K]2, 
zugleich  j\ritteli)unkt  der  Ordnungspunkte. 
Zu  jedem  Punkte  zwischen  tL,  und  Hs 
gehört  ein  Punkt  K  außerhalb  EF  und 
umgekehlt;  denn  die  Punktreihen  H^  bis 
H,2  und  Kl  bis  K12  haben  entgegengesetzte 
Duichlaufsrichtung;  ist  ein  Punkt  H;j  ebenso- 
weit vom  Mittelpunkt  II j  nach  rechts  ent- 
fernt, wie  etwa  H,;  nach  links,  so  liegtauch 
der  Punkt  K;j  ebensoweit  nach  rechts  vom 
Mittelpunkt  bezw.  vom  Ordnungspunkt  F, 
Avie  der  Punkt  Ki;  nach  links  vom  Mittelpunkt 
bezw.  vom  Ordnungsi)unkt  E  u.   s  w. 

Erkl.  244.  Als  Gegenecken  der  zur 
Verwendung  gelangenden  Vierseite 
könnten  auf  CE  und  CF  jedesmal  zwei 
ganz  beliebige  Punkte  ausgewählt  werden. 
In  Figur  63  haben  alle  Vierseite  ge- 
meinsam auf  CF  die  Punkte  B  und  F 
als  Gegenecken,  auf  C  E  die  Ecke  E, 
so  daß  nur  die  einzige  Ecke  D^  bis  D,2 
auf  C  E  veränderlich  ist  und  damit  der 
Eckpunkt  A^  bis  Ai2-  Daher  haben 
sämtliche  Vierseite  gemeinsam  die 
Seiten  B  E  und  E  F,  veränderlich  die 
Seiten  B  D  und  F  D.  Bezeichnet  man 
also  hier  mit  hj  bis  h]2   bezw.  k,  bis  k,2 


welcher  gebildet  wird  diircli  die 
Gesamtheit  der  Vierecksdiag'onalen 
B  Kl  bis  BK12.  Es  ist  also  jeden- 
falls die  Punktreihe  der  H  projek- 
tivisch  verwandt  zur  Punktreihe 
der  K  auf  demselben  Träger  EF; 
und  zwar  gehört  zu  einem  beliebigen 
Punkte  von  EF  beidemale  der- 
selbe Punkt  als  zugeordneter,  ob 
man  den  Punkt  auffaßt  etwa  als 
H7  und  konstruiert  dazu  K7,  oder 
als  K,i  und  konstruiert  dazu  H.,. 

2)  Liegen  auf  denselben  zwei 
Strahlen  CDE  und  CBF  eines 
Punktes  C  (Figur  63)  je  zwei  Gegen- 
ecken beliebig  vieler  einfachen 
Vierseite  BEFD,  bis  BEFD12,  so 
werden  die  Nebenecken  A  und  K 
dieses  Vierseits  aus  dem  Scheitel  C 
als  dritter  Nebenecke  jedesmal  durch 
zwei  Strahlen  CAx  oder  CHx  und 
CKx  projiziert,  welche  mit  CDE 
und  CBF  vier  h  a  r  m  o  n  i  s  c  h  e 
Strahlen  bilden.  Nach  Satz  24 
bilden  aber  nun  je  zwei  zusammen- 
gehörige Strahlen  C  Hx  und  C  Kx 
ein  involutorisch  gepaartes  Strahlen- 
paar des  involutorischen  Strah- 
lenbüschels  mit  Scheitel  C, 
welcher  die  Strahlen  C  E  und  C  F 
als  Ordnungsstrahlen  besitzt. 
Man  kann  die  involutorische  Eigen- 
schaft des  Büschels  aber  auch  nach- 
weisen durch  die  ursprüngliche 
Beziehung  der  beiden  mit  je  zwei 
doppelt  entsprechenden  Strahlen- 
paaren  zusammenfallenden  projek- 
tivischen  Strahlenbüschel  (Ant- 
wort 50).  Denn  die  Gesamtheit  der 
Nebenseiten  C  Aj  bis  CA12  oder 
C  Hj  bis  C  H12  bildet  wieder  einen 
Strahlenbüscliel  perspektivisch  zur 
Punktreihe  Ai  bis  A12  auf  der  ge- 
meinsamen Seite  E  B  aller  Vier- 
seite; dieser  ist  perspektivisch  zum 
Strahlenbüschel  der  veränderlichen 
Viereckseiten  F  Ai  D^  bis  F  A12  Di 2 
mit  Scheitel  F,  dieser  zur  Punkt- 
reihe Dl  bis  D12  auf  der  festen  Seite 
CDE  aller  Vierseite,  diese  zum 
Strahlenbüscliel  der  veränderlichen 
Viereckseiten       B  Di        bis       B  D12 
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die  Strahlen  vtm  C  nach  den  Punkten 
Hl  bis  IIjo  bezw.  K,  bis  K,.),  so  erhält 
man  etwa  zum  Strahl  h-  den  zu';eord- 
neten  Strald  k,.;  durcli  die  Reihenfolge 
h^,  A3,  FA,,  D3,  BD,.,,  K,,  k3  =  h,. 
und  genau  ebenso  muü  rückwärts  ent- 
stehen h,,  Ai,  FAp  D,,  BD,,  K],  k,  =  h-j. 

Erkl.  245.  Bezeichnet  man  wieder 
wie  oben  C  als  Sy,  EBA  als  tj,  F  als  S,), 
ECD  als  t..,,  B  als  S.>,  so  hat  mau  an 
der  Figur  ()3   die  Zuordnung 

SiÄtiÄSoÄt,ÄS,. 
folglich  Si  Ä  So  als  zwei  projektivisclie 
Strahlen'büschel  mit  gemeinsamem  Sdieitel. 
Und  wegen  der  Eindeutigkeit  der  har- 
monischen Bi'zicliung  muß  zu  jedem  Strahl 
des  Büschels  h^  bis  hj.j  derselbe  Strahl 
kl  bis  k]2  zugehören,  ob  man  die  Reihen- 
folge der  Konstruktionen  in  der  einen 
oder  anderen  Richtung  durchläuft.  So 
liefert  das  Viereck  BEFDj^B  (mit  ein- 
springendem Winkel  bei  B)  zum  Parallel- 
strahl hi-jZ/EF  den  zugeordneten  k^.) 
nach  dem  Mittelpunkt  von  EF,  und  um- 
gekehrt das  Viereck  B  E  F  Di  B  (über- 
schlagenes  Trapez)  zu  dem  Strahl  h^ 
nach  dem  Mittelpunkt  von  EF  wieder 
den    Parallelstrahl   k^    zu    EF    durch  C. 

Erkl.  24G.  An  dem  involutorischen 
Büschel  mit  Scheitel  0  in  Figur  63  er- 
kennt man  die  Eigentümlichkeit  der 
Strahleninvolution:  CE  und  CF  sind  die 
selbstentsprechenden  ()  r  d  n  u  n  g  s  s  t  r  a  h  - 
len,  jedem  Strald  im  Innenwinkel  ECF 
entspricht  ein  Strahl  im  Außenwinkel, 
denn  die  Strahlenbüschel  hj  bis  I112  imd 
kl  bis  k,2  haben  entgegengesetzte  Uni- 
lanfsriditung:  erstere  entgegen,  letztere 
mit  dem  Flirzeiger.  Unter  den  zugeord- 
neten Strahlenpaaren  befindet  sich  e  i  n 
Paar  senkreclite  Stralden  (vgl.  115  k5  bezw. 
hii  kl,  in  Figur  63),  welche  als  Axen- 
strahlen  n  und  u'  zu  bezeichnen  wären. 
Und  die  Winkel  je  zweier  zugeordneten 
Strahlen  mit  diesen  Strahlen  unterliegen 
dem  Satze  der  konstanten  Taugenten- 
produkte. Wenn  also  etwa  liio  und  li,2 
oder  hl  und  h-  beiderseits  gleichgroi3e 
Winkel  bildeten  mit  hu  bezw.  k,,,  so 
müssen  aucli  k,Q  und  ki.2  oder  k,  und  k; 


mit  Scheitel  B,  und  letzterer  end- 
lich zur  Punktreihe  Ki  bis  K12, 
und  somit  zum  Strahlenhüschel  CKi 
bis  CK12  der  Nebenseiten  des  Vier- 
seits  mit  Scheitel  C.  Es  ist  also 
jedenfalls  (h^r  Strahlenbüschel  der 
C  Hx  projektivisch  verwandt  zum 
Strahlenbüschel  der  C  Kx  mit  gemein- 
samem Scheitel  C;  und  zwar  gehört 
zu  einem  beliebigen  Strahl  von  C 
beidemalo  derselbe  Strahl  als  zu- 
geordneter Strahl,  ob  man  den 
Strahl  auffaßt  etwa  als  C  H7  und 
konstruiert  dazu  CK7,  oder  als 
CKj,  und  konstruiert  dazu  CH9. 

3)  Sind  auf  einer  Geraden  EP 
nach  dem  ersten  Teile  dieser  Ant- 
wort beliebig  viele  zu  E  und  P 
harmonisch  zugeordneten  Puukte- 
paare  konstruiert,  so  erhält  man 
nach  Antwort  50,  4  auch  ohne  die 
obige  direkte  Ableitung  stets  einen 
involutorischen  Strahlen- 
b  ü  s  c  h  e  1 ,  wenn  man  die  Punkt- 
reihe der  HK  aus  irgend  einem 
Scheitel  C  oder  B  oder  P  pro- 
jiziert: die  Projektionsstrahlen  nach 
den  Ordnungspunkten  E  und  P 
werden  die  Ordnungsstrahlen; 
und  involutorisch  gepaart  werden 
die  Strahlen  nach  je  zwei  zugeord- 
neten Punkten  Hx  Kx  der   Reihen. 

4)  Sind  durch  einen  Scheitel  C 
nach  dem  zweiten  Teile  dieser  Ant- 
w^ort  beliebig  viele  zu  CE  und  CP 
harmonisch  zugeordneten  Strahlen- 
paare konstruiert,  so  erhält  man 
nach  Antwort  50,  4  auch  ohne  die 
obige  direkte  Ableitung  stets  eine 
i  n  V  o  1  u  t  o  r  i  s  c  h  e  P  u  n  k  t  r  e  i  h  e , 
wenn  man  den  Strahlenhüschel  der 
CH,  CK  durch  irgend  eine  Gerade 
E  P  oder  B  K  oder  sonstwie  schnei- 
det: die  Schnittpunkte  mit  den 
Ordnungsstrahlen  C  E  und  C  P 
werden  die  0  r  d  n  u  n  g  s  p  u  n  k  t  e ; 
und  involutorisch  gepaart  werden 
die  Schnittpunkte  mit  je  zwei  zu- 
geordneten Strahlen  CHx  CKx 
des  Büschels. 

5)  In  allen  den  eben  erörterten 
Pällen    entsteht    aber    immer    nur 
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beiderseits  g'leiclie  Winkel  bilden  mit  li,i 
oder  mit  k^.  Daß  der  Parallelstrahl 
hi2//EF  zugeordnet  ist  dem  Strahl  k^a 
nach  dem  Mittel|ninkt  von  E  F^  ist  eine 
selbstverständliche  Bezielnin,n'  zwischen 
Strahlenbüschel  und  Piinktreihe,  bildet 
aber  keineswegs  eine  cliarakteristische 
Eigenschaft  des  involntorischen  Büschels 
als  solchen. 


die  eine  der  beiden  Arten  von 
Involntion,  näinlieli  die  (hyper- 
bolische) mit  zwei  Ordnungs- 
elenienten,  in  keinem  Falle  die 
andere  (elliptische)  Art  ohne  Ord- 
nung-selemente,  weil  die  auf  der 
Nebenseite  des  Vierseits  ausge- 
schnittenen Punkte  stets  zu  den 
zwei    Seiten    harmonisch    liegen. 


Ei'kl.  247.     Der  erste  und  zweite  Teil 
obenstehender     Antwort     sind     im     Text 

durchaus  dualistisch  durchgeführt  und  konnten  aucli  an  der  Zeichnung  in  dualisti- 
scher Gegenüberstellung  behandelt  werden.  An  Figur  63  trifft  letzteres  nicht  zu 
aus  dem  Grunde,  weil  die  gemeinsamen  und  veränderlichen  Elemente  der  Vierecke 
bezw.  Vierseite  sich  dem  Auge  verschieden  zeigen :  einerseits  enthalten  alle  zur 
Konstruktion  der  Punktreihe  H,  K  verwandten  Vierecke  drei  gemeinsame  und  eine 
veränderliche  Seite,  also  zwei  veränderliche  Eckpunkte,  anderseits  enthalten  die 
zur  Konstruktion  der  Strahlenbüschel  h,  k  verwendeten  Vierecke  drei  gemeinsame 
und  einen  veränderlichen  Eck])uukt,  also  zwei  veränderliche  Seiten.  Daher 
mußten  auch  die  Formeai  verschieden  ausfallen,  durch  welche  in  Erklärung  242 
und   245  die  projektivischen  Verwandtschaften  dargestellt  wurden. 

Erkl.  248.  Es  bedarf  keiner  besonderen  Erwähnung,  daß  der  Punkt  B  der 
Figur  G;5  ebensowohl  als  Scheitel  eines  involutorischen  Büschels  erscheint,  wie  C 
Auch  dort  sind  BE  und  BF  Ordnungsstrahlen,  aber  BH5  und  B  K-,  sind  nicht  mehr 
als  Axeustrahlen  aufzufassen,  da  sie  keinen  rechten  Winkel  bilden.  —  Auch  jeder 
der  Punkte  der  Zeichenebene,  nicht  nur  B  und  C,  kann  als  Scheitel  eines  involu- 
torischen Strahlenbüschels  auftreten,  wenn  man  von  ihm  aus  die  Reihe  der  H,  K 
projiziert;  und  auch  jede  beliebige  Gerade  der  Ebene  außer  EF  kann  als  Träger 
einer  involutorischen  Punktreihe  auftreten,  wenn  man  sie  mit  den  Strahlen  des 
Scheitels  G  zum  Schnitt  bringt.  Man  hat  daher  ein  einfaches  Mittel,  durch  lineare 
Konstruktion  eine  involutorische  Punktreihe  oder  einen  involu- 
torischen Strahlenbüschel  vollständig  darzustellen,  wenn  dessen  Ord- 
nungselemente gegeben  sind.  Gleiche  Behandlung  für  Involutionen  der 
anderen  Art  oder  ohne  gegebene  Ordnungselemente  ergeben  sich  aus  den  folgenden 
beiden  Antworten. 


Frag-e  63.  Welches  ist  das  wich- 
tigste Vorkommen  der  Involution 
am  vollständigen  Viereck? 

Erkl.  249.  Die  sechs  Figuren  04  bis  69 
zeigen  die  verschiedenen  Fälle,  welche 
für  den  nebenstehenden  Satz  in  Betracht 
kommen.  Ihre  Unterscheidung  im  ein- 
zelnen erfolgt  in  der  Antwort  der  fol- 
genden Frage  64.  Die  Buchstaben  für 
den  Text  beider  Beweise  I  und  11  aber 
sind  in  jeder  der  sechs  Figuren  iu  genau 
gleicher  Weise  angeordnet.  Der  Stu- 
dierende wird  also  gut  tun,    den  Beweis 


Antwort.  Das  wichtigste  Auf- 
treten der  involutorischen  Beziehung 
am  vollständigen  Viereck  betriift 
eine  Punktinvolution  und  besteht 
in  folgender  Tatsache: 

Satz  27.  Die  drei  Paar  Gegen- 
seiten eines  vollständigen 
Vierecks  werden  von  jeder  be- 
liebigen Geraden  geschnitten  in 
drei  Paar  zugeordneten 
Punkten  einer  involutorischen 
Punktreihe. 
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(lieser  wicliti.ueii  Sätze  der  Reilie  iiacli 
an  jeder  der  zuuehörenden  sechs  Figuren 
durclizuüben.  Zusammen  mit  dem  später 
folgenden  Satze  151  und  32  von  den  kon- 
jugierten Elementen  bei  einer  Kurve 
zweiten  Grades  kann  der  Satz  als  der 
grundlegendste  der  Inv(duti(instlieorie  an- 
gesehen werden.  Und  diese  Wichtigkeit 
läßt  es  auch  gerechtfertigt  erscheinen, 
alle  diese  BeAveisarten  hier  wieder- 
zugeben. 

Erkl.  250.  In  jeder  der  Figuren  ist 
die  sehneidende  Transversale  aufgefaßt 
als  gemein  s  a  m  e  r  T  r  ä  g  e  r  z  w  e  i  e  r 
z  u  s  a  m  m  e  n  f  a  1 1  e  n  d  e  n  P  u  n  k  t  r  e  i  h  e  n 
t|  und  t.j,  von  deren  jeder  seclis 
1' linkte  in  Betracht  kommen,  nämlich 
die  Schnittpunkte  mit  den  sechs  Viereck- 
seiten, aufgefaßt  einmal  als  Punkte 
der  Reihe  t,  und  das  andere  Mal  als 
Punkte  der  Punktreihe  t^.  Und  es  wird 
der  Nachweis  geliefert,  daß  jedesmal, 
wenn  in  der  einen  oder  in  der 
andere  n  Punktreihe  irgend  einer  der 
sechs  Schnittpurdvte  herausgenommen  wird, 
dann  der  projektivisch  zugeordnete  Punkt 
der  auf  der  Gegenseite  liegende  Schnitt- 
punkt ist.  Dazu  ist  aber  nicht  not- 
wendig, jedes  einzelne  Paar  der 
Punkte  zu  l)ehaudeln,  nämlich 


Beweis  I. 

Zum  Beweise  verfährt  man  grenau 
wie  in  der  ursprünglichen  Behand- 
lung- der  involutorischen  Punktreihe 
in  Antwort  52  zu  Figur  47  und  48. 
Bezeichnet  man  in  Figur  64  his  69 
als  Ai  Bi  Ci  die  Schnittpunkte  dreier 
heliebigen  Viereckseiten  mit  der 
Schnittgeraden,  als  A.>  B^  C^  die 
Schnittpunkte  ihrer  Gegenseiten, 
so  ist  zu  untersuchen,  ob  bei  pro- 
jektivischer  Zuordnung  dieser 
drei  Punktepaare  das  Doppelt- 
entsprechen eines  und  folglich 
aller  drei  Punktepaare  eintrifft, 
welches  für  die  Involution  grund- 
legend ist.  Man  bezeichnet  also 
den  Punkt  C»  der  Beihe  U  als  Di 
in  ti  und  sucht  den  dazugehörigen 
Punkt  Di  in  t-^  auf. 

Zu  dem  Zwecke  wählt  mau  zu- 
nächst die  durch  Di  gehende  Gerade 
des  Vierecks  als  neuen  Träger  U, 
um  die  Behandlung  der  zusammen- 
fallenden Punktreihen  ti  und  to  auf 
verscliiedene  Träger  überzuführen. 
Man  projiziert  also  aus  Si  die  Punkt- 
reihe ti  auf  tg  und  erhält  dadurch 
Ai  B,  Ci  D,  A  A.J  B,  C,  Ds,  wol)ei 
D3  =  Di  =  C,   ist. 
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in  ti :  Ai  Bi ,  C^  j  a=Di  1  A2=Hi  1  B,,=Ki 
in  t, :  A-, !  B-,  I C.  [  D. =Ci  |  Aj  =H,,  { B,  =K,, ' 
Vielmelii-  genügt  es  nacli  Satz  24,  für 
ein  Paar  das  Doppeltentsprechen  nach- 
zuweisen, weil  dann  dasselbe  für  alle 
Paare  eintreten  muß.  Die  zusammen- 
gehörigen Punkte  jedes  Paares  sind  auch 
an  der  Figur  gleichartig  bezeichnet, 
nämlich  Ai  und  A-,  durch  Sternchen,  B^ 
und  B.>  durch  Striche,  Ci  und  Co  durch 
dickere  Punkte.  Und  es  ist  im  ersten 
der  nebenstehenden  Beweise  der  Nach- 
weis des  Doppeltentsprechens  geführt 
für  das  Punktepaar  CjD2  =  C2Di,  im 
zweiten  Beweis  für  das  Punktepaar  B|  B2 
bezw.  B,>Bi. 

Erkl.  251.  Man  kanii  den  Gedanken- 
gang des  ersten  Beweises  kurz  darstellen 
in  der  Formel: 

tiÄSiÄtsÄSoÄtiÄS.Ät,, 
folglich   tjAto.      Denn    man    hat    in    ge- 
schlossener    Aufeinanderfolge      die     Be- 
ziehungen : 

Ai  Ih  (\  \\  Ä  A3  B3  C,  D3  Ä  A,  B,  ('4  D, 
ÄA.B.aD.. 
Man  kann  aber  den  Gedankengang  auch 
in  der  Weise  abändern,  daß  man  jede 
der  beiden  Punktreihen  t^  und  t,  einzeln 
auf  einen  anderen  Träger  überträgt, 
nämlicli  t,  mittels  Projektion  aus  S^  auf 
tg,  und  t^  mittels  Projektion  aus  S^  auf  t^. 
Dadurch  entsteht  t^  Ä  Sj  Ä  t^  und 
t2  7\S2Ati.  Betrachtet  man  aber  die 
auf  ts  und  t^  so  erhaltenen  Punktgrnppen, 
so  zeigt  siel),  daß  63,4  identisch  sind, 
und  daß  je  zwei  der  anderen  entsprechen- 
den Pimktepaare  A3  A4,  B3B,,  D,;Di  auf 
Strahlen  desselben  Scheitelpunktes 
Ai  =  S,)  zu  liegen  kommen.  Hieraus 
schließt  man,  daß  t3  7\SoÄt4,  und  folglich 
auch  t^  A  U. 

Erkl.  252.  An  dei- Figur  kann  der  erste 
Beweis  noch  vielfache  Abänderungen 
erfahren:  Als  t3  und  tj  dienen  irgend 
zwei  Gegenseiten  des  Vierecks,  als  Sj 
bezw.  So  je  irgend  einer  der  auf  t4 
bezw.  ts  liegenden  Eckpunkte  des  Vierecks: 
dann  wird  zu  So  jeweils  der  Schnittpunkt 
der  Gegenseite  von  S4  S2  mit  der  Trans- 
versalen,    und     das     Doppeltentspreehen 


Nimmt  man  nun  wieder,  wie  in 
Antwort  52,  Ai  als  Projektions- 
scheitel So,  um  die  Punktreihe  ts 
auf  die  durch  Ci  gehende  Gegen- 
seite des  Vierecks  als  Träger  t4  zu 
projizieren,  so  entsteht 

A3B3C3D3AA4B4C4D4, 
wobei  diesmal  C3^C4  und  D4  =^  Ci 
ist.  —  Wird  endlich  noch  (  ie  Punkt- 
reihe t4  zuriickprojiziert  auf  den  ur- 
sprünglichen Träger  to  aus  dem 
Scheitel  So,  so  konnnt  jeder  der 
ursprünglichen  Schnittpunkte  der 
Viereckseiten  auf  den  Schnittpunkt 
mit  der  Gegenseite,  nämlich 

A4B4C4D4ÄA2B2C2D2, 
wobei  nun  C2  =  Di  und  D2=Di=Ci 
wird.  Man  hat  also  wirklich  in 
den  Punkten  A,  Bi  Ci  Di  Ä  A,  B,  C-,  B, 
projektivisch  zugeordnete  Punkte, 
von  welchen  das  eine  Paar  Ci  Di 
und  Co  Do  doppelt  entsprechend 
ist.  Folglich  sind  nach  Satz  24 
alle  Paare  doppelt  entsprechend, 
und  die  Punktepaare  Ai  Ao,  Bi  Bo, 
Ci  Co  sind  z  u  g  e  o  r  d  n  e  t  e  Punkte 
einer  involutorischen  Punkt- 
reihe. 

Beweis  II. 

Faßt  man  (in  Figur  64  bis  (59) 
ins  Auge  die  Schnittpunkte  Ai  Bi  Di 
der  Transversalen  mit  den  durch 
den  Eckpunkt  B3  gehenden  Viereck- 
seiten und  nimmt  hinzu  den  Schnitt- 
punkt Bo  mit  der  Seite  B2  B4  als 
Gegenseite  zu  Bi  B3,  so  entsteht 
durch  Projektion  dieses  Punkte- 
paares aus  der  erstgenannten  Ecke 
B3  auf  die  letztgenannte  Gegenseite 
Bo  B4   die  Beziehung 

A,  B,  Dl  Bo/\B4GSoBo. 
Nun  bleibt  nach  den  Sätzen  6a 
und  6b  in  Erklärung  315  des  I.Teiles 
diese  ])rojektivische  Verwandt- 
schaft bestehen,  auch  wenn  von 
den  vier  Elementen  B4  G  So  Bo  zwei 
beliebige  Paare  unter  einander  ver- 
tauscht werden ;  also  entsteht  durch 
Vertauschung  von  B4  mit  So  und 
von  G  mit  Bo  die  Beziehung: 
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wird  nat-lige wiesen  für  die  lieiden  vim 
ty  und  t.i  ausgeschnittenen  Punkte.  Su 
kann  man  in  Fiiiur  64  bis  Ciü  unter  Bei- 
belialtinig  von  tj  und  t,  und  S]  den 
Scheitel  So  verlegen  nacli  dem  dort  mit 
B3  bezeichneten  Punkte  und  den  Scheitel 
So  nach  dem  Punkte  B^;  und  man  erhält 
wieder  das  Doppeltentspredien  von  Cj  Do, 
ebenso  als  wenn  man  Si  nach  B,,  So  in 
Go,  So  in  Bi  oder  S,  nach  Bj,  So  nach 
B3,  So  nach  A.,  verlegt.  Die  gleichen 
A'eränderungen  der  Scheiteli)unkte  sind 
dann  auch  bei  Vertauschung  der  Träger 
tg  und  t^  durchführbar.  Will  man  durch 
den  Wortlaut  des  ersten  Beweises  das 
Do])peltentsprechen  von  Bi  und  Bo  nach- 
Aveisen,  so  wäidt  man  die  beiden  durch 
B^  und  Bo  gehenden  Viereckseiten  als  % 
und  t4  und  zwei  auf  ilnien  liegende 
Eckpunkte  des  Vierecks  als  S]  und  So. 
AVird  z.  B.  So  Bo  zu  t^,  S,  Bi  zu  tj 
gewählt,  so  können  sowohl  Si  und  So 
als  aucji   So  beibehalten  werden. 

Erkl.  253.  Um  den  Beweis  in  ver- 
schiedenen Abänderungen  durchzuführen, 
ist  es  ratsam,  an  der  Figui'  auch  die 
Punkte  Aj  und  A...  B,  und  Bo  in  den 
verwandten  Puidctreilen  zu  bezeichnen, 
etwa  wie  in  Erklärung  2ö(»  als  11.,  und 
H,  Ko  und  K,.  auch  vielleicht  den  zur 
Vermittelung  von  t|  und  tj  dienenden 
Scheitel  Si  als  Sj^,  ebenso  So  zwischen 
t-,  und  tj  als  So|  und  etwa  S,)  als  >\n. 
.Jedenfalls  muß  aber  auch  bei  Festhaltung 
der  ursprünglichen   Beweisfolge 

t,  Ä  Si  Ä  tg  Ä  So  Ä  t4  Ä  S2  Ä  t2 

der  Punkt  11,  nach  Tl.,  oder  K.,  nach  Iv^ 
übergeführt  werden.  Diesem  Zwecke 
dient  z.  B.  in  Figur  64  bis  69  die  au- 
gedeutete \'erl)iiidungsgerade  So  S.,  füi-  die 
Überführung  von  A.,  =  Hi  in  H.,  =  A^ 
bezw.   von  A,=Ho   in  Hi=A._>. 


13,  G  So  Bo  So  Bo  B,  G.  Win!  diese 
letztere  PuiiktgTiippe  nun  wieder 
aus  deui  Projektionsseiieitel  Sj  auf 
den  ursprünglichen  Träger  to  zurück- 
l)r()jiziert,  so  entsteht 

SoBoBiGäAoBoDoB,. 
Hiernach  ist  AiB,D,B.2ÄAoB.,DoBi, 
und  man  hat  dalier  wieder  in 
den  Punktepaaren  Ai  A.>,  B,  Bo, 
Dl  Do,  B._,  Bi  projektiviseh  ver- 
wandte Punkte  der  Art,  daß  das 
Punktepaar  Bj  B._.  auf  doppelte 
Weise  ents])rechend  ist;  folglich 
sind  alle  Puiiktepaare  doppelt 
ents])rechend  und  bilden  eine  In- 
volu  t  i  on. 

Beweis  III. 

Setzt  man  den  Beweis  I  oder 
Beweis  II  des  unten  folgenden 
Satzes  28  als  bekannt  voraus,  so 
hedarf  es  gar  nicht  mehr  der 
dualistischen  Durch  f  ü  h  r  u  n  g 
dieses  Beweises,  sondern  man  kann 
unmittelbar  auf  Grund  der  Polari- 
täts-Übertragung den  Satz  27  als 
Gegenstück  des  Satzes  28  aus- 
sjjrechen.  Denn  bei  Zugrunde- 
legung einer  beliebigen  Funda- 
mentalkurve entspricht  dem  voll- 
ständigen Vierseit  mit  seinen 
Eck])unkten  ein  vollständigesVi  ereck 
mit  seinen  Seiten,  und  den  involu- 
torisch  gepaarten  Verbindungs- 
strahlen des  Projektionsscheitels 
mit  den  Gegenseiten  des  Vierecks 
die  involu  toriseh  gepaarten 
Sclini  t  t])u  nk  te  der  sclmeiden- 
den  Transversalen  mit  den 
Gegenseiten    des   Vierecks. 


Erkl.  254.  Der  vorstehende  zweite  Beweis  des  Satzes  27  bedarf  nur  zwei- 
maliger Projektion  der  Punktgru])pen  und  könnte  demnach  als  kürzer  angesehen 
werden,  wie  der  erste.  .leducli  macht  derselbe  von  einem  Fnistande  Gelraucl^ 
der  sonst  nicht  häufig  in  den  voiTiegenden  geometrisciien  Eriiiterungen  Verwendung 
findet,  nämlich  von  der  Festhaltiing  der  Projektivität  beim  \'crtausclien  von  zwei 
Paar  Elementen  innerhalb  einer  Punktgruppe.  Dieser  Vorgang  läßt  den  Bew»  is  II 
aber    als    in    das    (Jebiet    der    .Maßl>eziehungen    eiuureifend    ersclicincn.      Der    erste 
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Beweis  dag-egen  wird  nur  dadurch  unwesentlich  verlängert,  daß  die  Beweisführung- 
für  eben  diese  Vertauschbarkeit  dieser  Elemente  teilweise  in  denselben  aufgenommen 
ist.   hat  aber  dafür  vor   dem   zweiten  den  Vorzug    der  Selbständigkeit  und  der   rein 


Figur   (■)(■). 

geometrischen  Durchführung.  Denn  er  beruft  sich  auf  keinen  fernstehenden  8atz, 
sondern  bringt  die  Beweisführung  in  fortlaufender  Reilie  reiner  Projektionen 
zum  Ziele. 

Erkl.  255.  Sell)st\erständlicli  könnte  man  die  beiden  Beweise  1  und  11  auch 
in  maßgeometrischem  Gewände  vorführen,  indem  man  das  Gleichbleiben  der 
Dopp  el  Verhältnisse  bei  den  Projektionen  bezw.  beim  Vertauschen  zweier 
Elementepaare  benutzt.     So  würde   der  erste  Beweis  die  Gestalt  annehmen : 

(A,  Bi  Gl  Dl)  =  (Ag  B3  Cg  D3)  =  (A4  B4  C4  D4)  =  (A,  B,  C,  D.)  =  (A,  B,  I),  C,), 
f(dglich    sind    Ai  Aj,  B^Bo,    Oi  C,  =  Do  D^    zugeordnete    Punktepaare    einer    involu- 
torischen  Punktreilie.     Und   ebenso   entsteht  im  zweiten  Beweise: 

(A4  B4  D4  B2)  =  (B4  G  S,  B.>)  =  (8,  B,  B4  G)  =  (A,  B.  D.,  Bi), 
folglich    sind    A^  Ao,    Dj  D.>,  B4  Bo    zugeordnete    Punktepaare    einer    involutorischen 
Punktreihe. 

Erkl.  256.  Die  Pfeile  an  den  beiden  auf  der  schneidenden  Geraden  vereinigt 
liegenden  Punktreihen  geben  die  Durchlaufsrichtung  in  der  jeweils  übereinstimmenden 
Punktfolge  an,  also  in  Figur  64  auf  tj  :  Aj  Bj  C,  D^  Ki  und  nach  rechts  durchs 
Fnendliche  wieder  nach  H4A1,  auf  t2  von  A2  nach  links  durchs  Unendliche  nach 
B.2  C2  C,  K.>  H.,,  also  entgegengesetzte  Umlaufsrichtung  beider  Reihen.  In 
Figur  65  folgen  in  t,  aufeinander:  Aj  Bi  Dj  Hj  und  nach  links  durchs  Unendliche 
K4  C4 ;  auf  t,  von  A2  ebenfalls  nach  links  durchs  Unendliche  B2  D2  H2  Ko  C2.  also 
gleiche  Umlaufsrichtung  in  beiden  Reihen.  In  Figur  ii6  ist  die  Punktfolge  auf  tj 
von  rechts  nach  links:  A4  C^  Bj  Ki  D4  H4,  auf  t2  A2  G2  B2  K2  D2  H-2  ^'O"  l'"ks  nach 
rechts,  also  wieder  entgegengesetzte  Reihenfolge.  Nun  ist  aber  gleiche  oder 
ungleiche  Reihenfolge  der  Einzelreihen  für  die  involutorische  Reihe  dahhi  ent- 
scheidend, oi)  es  eine  Involution  ohne  oder  mit  Do])pelelementen  ist.  Und  demnach 
wird  eben  diese  letzte  Unterscheidung  gegründet  auf  die  Reihenfolge  der  Kinzel- 
punktreihen  bezw.  auf  die  dadurch  festgelegte  Art  der  gegensei rigen  Trennung 
zugeordneter  Puidctepaare :   \gl.   die  folgende  Antwort  64. 
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Frage  G4.   Welche  Art  von  Puiikt- 
involiition  entsteht  auf  verschieden  Antwort.    1)  Die  Feststellung  der 

liegenden  Schnittgeraden  der  Gegen-      Involutionsart,     welche     auf     jeder 
seitenpaare       eines       vollständigen      Transversalen     entstellt,     geschieht 

am   einfachsten    durch    die  La  gen - 

Fiaur  <i*t. 


Erkl.  257.  M;ni  kniiii  die  neben- 
stehende Untersuclning  auch  von  anderem 
Gesiclitspiinkte  aus  durchfüliren :  Faßt 
man  nämlich  irgend  drei  Eckpunkte 
des  Vierecks,  z.  B.  A4  B3  B4  zu  einem 
Dreieck  zusammen,  das  eine  der  Seiten 
als  Grundseite  hat.  so  kann  dieses  Dreieck 
von  der  Transversalen  nur  auf  zweierlei 
Weise  g-eschnitten  wei-den:  erstens  so. 
daß  auf  den  beiden  Seiten  derselben  null 
und  drei,  oder  so,  daß  auf  getrennten 
Seiten  eine  nnd  zwei  Ecken  des  Vierecks 
liegen.  In  jedem  der  beiden  Fälle  ist 
dann  wieder  zu  unterscheiden  die  Lage 
des  vierten  Eck])nnktes  einerseits  im 
Innenraiini  Itczw.  in  einem  Seheitelwinkel- 
raum  an  tler  Spitze  des  Dreiecks  oder 
in  den  an  der  gewählten  Grundseite  ent- 
standenen Außenräumen  des  Dreiecks.  Je 
nach  der  Lage  dieses  vierten  Eckpunktes 
entstehen  dann  auf  der  Transversalen  ge- 
trennt oder  uugetrennt  liegende  Strecken 
der  Schnittpunkte  auf  (Jegenseiten.  und 
man  kommt  durch  allgemeiner  gehaltene, 
aber  etwas  Mcniger  übersichtliche  l'nter- 
sucliung  der  Einzelfälle  zu  demselben 
Ergebnis,  wie  in  nebenstehender  Durch- 
führung in  unmittelbarer  Anlehnung  an 
die  Figuren  selbst. 


Veränderung  von  einer  beliehig 
gewählten  Anfangslage  aus:  Dabei 
hat  man  aber  zu  unterscheiden 
zwischen  den  ])eiden  Arten  des 
Vierecks,  ob  nämlich,  wie  beim 
Viereck  erster  Art  in  Figur  64  bis 
66  keine  Ecke  innerhalb  des 
Dreiecks  der  anderen  liegt,  oder  ob, 
wie  beim  Viereck  zweiter  Art,  in 
Figur  67  bis  69  eine  Ecke  inner- 
halb des  Dreiecks  der  drei  anderen 
liegt. 

2)  In  Figur  64  liegt  die  Trans- 
versale des  Vierecks  der  ersten 
Art  so,  daß  alle  vier  Ecken  des 
Vierecks  auf  derselben  Seite 
der  Schnittgeraden  liegen.  Und  die 
in  entgegengesetzten  Rich- 
tungen hiufende  Reihenfolge  der 
Bnchstaben  in  ti  und  t,.  zeigt,  daß 
flabei  eine  Punktinvolution  mit 
Ordnungspunkten  entstellt.  Das 
Punktepaar  Ai  A^  liegt  ganz  außer- 
halb der  beiden  Paare  B,  B:.,  und 
Ci  C.,  und  von  letzteren  wird  C|  C2 
von  B,  Bo  umschlossen.  Also  liegt 
der  Mittelpunkt  der  durch  diese 
Punktepaare  bestimmten  involu- 
torischen    Pnnklrcilie    zwischen    Ai 
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Ei'kl.  25S.  Bei  den  drei  Vierecken 
der  Fij;iiren  ()4  bis  GG  liegen  die  vier 
Eckpunkte  so,  daß  wenn  man  dieselben 
durcli  einen  einfachen  lieradenzug  oder 
in  einlacher  Anfeinand erfolge  verbindet, 
ein  konvexes  Viereck  entsteht,  oder  ein 
iiberschlagenes  Viereck,  kein  e  n  f  a  1 1  s 
aber  ein  konkaves  Viereck  mit  ein- 
springendem Winkel.  Bei  <lcn  drei 
Vierecken  der  Fignren  (i?  bis  G!»  aber 
liegen  die  vier  Eckpunkte  so,  daü,  wenn 
man  dieselben  in  einfaclier  Aufeinander- 
folge durch  einen  Geradenzug  verbindet, 
stets  ein  konkaves  Viereck,  d.  li.  mit 
einspringendem  Winkel  entstellt.  Man 
kann  daher  auch  das  Viereck  der  ersten 
Art  kurzweg  als  k  o  n  v  e  x  e  s  Viereck 
bezeichnen,  weil  unter  den  in  seinem  voll- 
ständigen Viereck  enthaltenen  drei  ein- 
fachen Merecken  neben  den  zwei  über- 
schlagenen  Vierecken  auch  das  einzige 
konvexe  Viereck  auftritt.  Und  das 
Viereck  der  zweiten  Art  kann  man 
als  k  o n k a  v e s  Vi e reck  bezeichnen, 
weil  von  den  in  seinem  vollständigen 
Viereck  enthaltenen  drei  einfachen  Vier- 
ecken jedes  ein  konkaves  Viereck,  d.  h. 
ein  Viereck  mit  einspringendem  Wiid^el 
ist.  —  Beim  vollständigen  Vi  er  seit  tritt 
.solc\e  Unterscheidung  nicht  auf,  denn 
unter  den  in  einem  beliebigen  vollständigen 
Vierseit  enthaltenen  drei  einfachen  Vier- 
seiten befindet  sich  jedesmal  ein  kon- 
vexes, ein  konkaves  und  ein  überschlagenes 
Viereck,  wobei  alle  seclis  Eckpunkte  des 
vollständigen  Vierseits  je  zweimal  als 
Ecken   auftreten. 

Erkl.  259.  Von  den  vier  Eckpunkten 
eines  beliebigen  Vierecks,  ob  erster  oder 
zweiter  Art,  können  zu  beiden  Seiten 
einer  Geraden  liegen:  0  und  4  oder 
1  und  3  oder  2  und  2  odei'  o  und  1 
oder  4  und  0,  Da  der  erste  und  tünfte 
sowie  der  zweite  und  vierte  Fall  gleich- 
l)edeutend  sind,  so  hat  man  dreierlei 
Fälle  zu  unterscheiden-  und  diese  sind 
dargestellt  mit  0  und  4  in  Figur  G4  bezw. 
G7,  mit  1  und  o  in  Figur  G5  bezw.  G8, 
mit  2  und  2  in  Figur  66  bzw.  69.  Die 
nebenstehende  Erörterung  zeigt,  daß  der 
erste  und  dritte  Fall  für  die  vorliegende 
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und  Bi,  von  den  Ordniings- 
punkten  liegt  der  eine  zwischen 
Ai  und  A),  der  andere  zwischen 
Ci  und  C,. 

3)  Denkt  man  sich  nun  diese 
Transversale  (Fig-ur  64)  um  einen 
ihrer  Punkte,  z.  B.  um  A^,  nach 
oben  gedreht  oder  statt  dessen  um 
ihren  unendlich  fernen  Punkt  ge- 
dreht, d.h.  parallel  verschoben,  oder 
auch  beiderlei  Orts  Veränderungen 
unterworfen,  so  bleibt  die  oben- 
genannte Art  der  gegenseitigen 
Lage  der  Punktepaare  ungeändert, 
indem  nur  ihre  gegenseitigen  Ab- 
stände wechselnde  Größe  erhalten; 
also  bleibt  auch  die  Involution  eine 
Involution  m  i  t  O  r  d  n  u  n  g  s  - 
punkten,  so  lange  die  Trans- 
versale beim  Viereck  erster  Art 
alle  vier  Eckpunkte  des  Vierecks 
auf  gleicher  Seite  läßt.  —  Geht 
dabei  die  Schneidende  durch  die 
Neben  ecke  C.s  i  des  Vierecks,  so 
fallen  die  Sclmittpunkte  der  Gegen- 
seiten SiCi  und  SoC)  in  denselben 
Punkt  Cs^  zusammen,  und  C34  wird 
ein  Doppelpunkt  oder  Ordnungs- 
punkt der  Involution.  Und  nach 
dem  Durchgang  der  Transversalen 
durch  den  Punkt  C;  1  vertauschen 
bloß  die  Punkte  des  Paares  Ci  C2 
ihre  Benennung,  nicht  aber  ihre 
Lagebeziehung  zu  den  anderen 
Piinktepaaren  Bi  B^  bezw.  Ai  A2. 

4)  Rückt  die  Transversale  aber 
d  u  1-  c  h  eine  n  der  Vierecks- 
punkte,  z.  B.  By  in  Figur  64  hin- 
durch, so  daß  sie  in  die  Lage  der 
in  Figur  65  gezeichneten  Schnitt- 
geraden kommt,  so  hat  sich  die 
gegenseitige  Lage  der  Punktepaare 
verändert,  indem  die  zwei  äußeren 
der  drei  Viereckseiten  durch  B«  ihre 
Lage  zur  mittleren  gerade  ver- 
tauschen. Der  Schnittpunkt  A,  der 
Seite  AiBoBi  rückt  .dadurch  auf 
die  entgegengesetzte  Seite  der 
Schnittpunkte  Bi  mit  Si  B3  und  C2 
mit  S2B3:  Daher  liegt  jetzt  ein 
Punkt  des  Punktepaares  At  A2 
innerhalb  des  Puidvtepaares  B,  B^ 
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Betrachtung^  wieder  jedesmal  ,i;leicli\vertig- 
sind,  also  braucht  man  nur  noch  zu 
unterscheiden  zwischen  der  Lage  der- 
jenigen schneidenden  Ueraden,  welche 
0  und  4  bezw.  2  und  2,  also  zwei  gerade 
Anzahlen  der  Eckpunkte  von  einander 
trennt,  und  derjenigen  Transversalen, 
welche  1  und  ;3,  also  zwei  ungerade 
Anzahlen  der  Eckpunkte  des  \  ierecks 
von  einander  trennt,  l'iul  im  Endergebnis 
stimmen  überein  der  erste  Fall  beim 
konvexen  und  der  zweite  beim  konkaven, 
bezw.  der  erste  Fall  beim  konkaven  und 
der  zweite  beim  konvexen  Viereck. 

Erkl.  260.  Die  sechs  Figuren  04  bis  60 
zeigen  je  di-einial  Involution  mit  und 
dreimal  ohne  Ordnungspunkte,  nämlich 
ersteres  zweimal  beim  konvexen  Viereck 
(64.  (^('^l)  und  einmal  beim  konkaven  {i)S}, 
letzteres  einmal  beim  konvexen  Viereck 
(65)  und  zweimal  beim  konkaven  (67,  6!)). 
Die  Punktinvolutionen  mit  Ordnungs- 
p unkten  in  Figur  66  und  ^^H  sin(l  durch 
ganz  gleichartige  Punktepaare  bestimmt, 
nämlich  drei  einander  umschließende 
Paare.  Man  erkennt  also,  daß  dieselben 
alle  demselben  Halbstrahl  der  involu- 
torischen  Reihe  angehören  müssen,  daß 
sie  also  den  einen  Ordnungspnnkt  alle 
einschließen,  den  anderen  samt  dem 
Mittel])Hnkt  alle  ausschließen  müssen.  Es 
kann  sich  also  nur  noch  darum  handeln, 
die  Lage  der  letztgenannten  ausge- 
schlossenen Punkte  auf  der  einen  oder 
anderen  Seite  aller  vorhandenen  Punkte- 
paare festzustellen.  Dazu  dient  der  Umstand, 
daß  allen  Punkten  der  kurzen  Strecke 
zwischen  dem  Mittelpunkte  und  einem 
Ordnungspunkte  alle  äußeren  Punkte  des 
Halbstrahls  entsprechen.  Da  nun  in  Figur  bfi 
AiCi-c^AoCj,  so  muß  A,  dem  ^littel- 
punkt  näher  liegen  als  A^.  folglich  der 
Mittel))uid<t  rechts  von  A^ ;  in  Figur  OH 
aber  ist  Ao  C>  <C  Aj  Cj ,  folglich  A^.  näher 
beim  Mittelpunkt,  der  Mittelpunkt  rechts 
von  A.^.  —  Einfacher  gestaltet  sich  die 
Feststellung  in  Figur  64.  weil  dort  Piinkre- 
paare  der  beiderseitigen  Ilalbstralilen  der 
Reihe  vorliegen;  also  liegt  der  Mittel- 
punkt zwischen  A,  nnil  !>,.  dci-  eine 
OrdnuiigsjMnikt  iunei-|iall»  <l('s  einen  l'jiares 


bezw.  CiC.,  folglich  luüsseu  alle 
Pnnktepaare  einander  ^gegenseitig 
trennen,  man  hat  eine  Punkt- 
involution ohne  Ordnnngs- 
punkte  erhalten.  Das  zeigt  auch 
die  gleichlaufende  Reilienfolge 
der  Einzeljiunktreihen  an  Figur  65; 
und  der  Mittelpunkt  der  involu- 
torischen  Reihe  liegt  innerhalb  der 
von  Jedem  der  Piinktei)aare  Ai  A^, 
Bi  B.,  Ci  C.  überdeckten  Punkt- 
strecke AiBi.  —  Geht  insbesondere 
die  Schnittgerade  durch  den  Eck- 
punkt B^!  selbst  hindurch,  so  fällt 
von  jedem  der  Punktei)aare  Ai  Aj, 
B]  B,,  C,  C,  der  eine  Punkt  in  B'^ 
hinein,  also  hat  man  eine  un- 
eigentliche  Involution  nach 
Antwort  54,  1. 

5)  So  lange  nun  die^  Schnittgerade 
weitergedreht  oder  verschoben  wird, 
ohne  einen  der  Ecki)unkte  zu  ül)er- 
schreiten,  so  bleibt  die  gegenseitige 
Lagebeziehung  der  Punktepaare 
wieder  ungeändert;  also  bleibt  auch 
die  Art  der  Involution  dieselbe,  bis 
durch  neue  Überschreitung  eines 
der  Eckpunkte  die  Richtung  der 
Gegenseitenpaare,  also  auch  die 
gegenseitige  Lage  der  Punktepaare 
in  der  Weise  vertauscht  wird,  daß 
ein  Punkt  eines  Paares  in  ein  bezw. 
zwei  andere  Paare  hiiieinrückt,  bezw. 
aus  einem  bezw.  zwei  anderen 
Paaren  heraustritt.  Und  immer 
während  die  Transversale  durch 
diesen  E  c  k  p  u  n  k  t  selbst  h  i  n  - 
d  u  r  c  h  g  e  h  t ,  liegt  dieser  zu  ver- 
tauschende Punkt  mit  den  End- 
punkten der  zw^ei  anderen  Paare 
vereinigt,  also  weder  innerhalb 
noch  außerhalb. 

())  In  Bestätigung  dieser  bis- 
herigen Erörterungen  t^itsteht  wie- 
der eine  Involution  mit  Ord- 
nungspunkten, wenn  aus  der 
Lage  der  Ti'ansversalen  in  Figur  65 
durcli  ttberschreituüg  der  Ecke  B4 
jene  in  Figui-  6()  hei-vorgebracht 
wird.  In  der  Tat  schließt  jetzt  das 
Punktepaar  \\  A,  das  Paar  Ci  C-> 
ein,  und  dieses  auch  noch  das  Paar 
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A,  A-2,    der   andere    innerluilb   der  beiden 
Pnare  B,  B.,   C,  C,. 

Erkl.  261.  Von  den  Punivtinvolntionen 
(diiie  Ordnun2;s])unkte  in  Figur  65,  07,  GO 
sind  ebenfalls  je  drei  Punktepaare  vor- 
handen. Bei  dieser  Invohitionsart  kann 
die  Lage  der  Punkte  gar  nicht  anders 
sein  als  so,  daß  jedes  Paar  jedes  andere 
Paar  trennt*,  und  jedes  Paar  schließt  den 
Mitteli)unkt  in  sich,  so  daß  stets  ein 
Punkt  jedes  Paares  auf  dem  einen,  der 
andere  Punkt  auf  dem  anderen  Halbstralil 
der  involutorischen  Reihe  liegen  muß. 
Daher  müssen  von  den  sechs  vorhandenen 
Punkten  der  Reihe  auch  drei  auf  der 
einen  und  drei  auf  der  anderen  Seite 
des  Mittelpunktes  liegen,  also  der  Mittel- 
punkt zwischen  den  beiden  innersten  der 
sechs  Punkte:  Aj  Bi  in  Figur  65,  A^  B^ 
in  67,  Bi  Co  in  Figur  69.  Man  könnte 
nunmehr  noch  fragen,  wo  bei  diesen  drei 
inv(dutorischen Reihen  die  Potenzpunkte 
liegen,  also  die  zugeordneten  Punkte, 
welche  beiderseits  gleichen  Abstand  vom 
Mittelpunkt  haben  und  daher  die  kleinste 
Strecke  aller  Punktepaare  zwischen  sich 
einschließen.  Die  Lage  dieser  Punkte 
läßt  sich  ohne  Einzelkonstruktion  nur 
nach  dem  Augenmaß  abschätzen  und  fällt 
in  Figur  65  ungefähr  mit  (\  C^  zusammen, 
in  Figur  67  einerseits  zwischen  Bj  Ci, 
anderseits  zwischen  Bo  C,,  in  Figur  69 
ziemlich  nahe  bei  AiA2,  nämlich  inner- 
halb Ai   und  außerhalb  A^. 

ErkL  262.  Als  besondere  Einzelfälle 
sind  in  nebenstehender  Antwort  bereits 
erwähnt  das  Hindurchgehen  der  Trans- 
versalen durch  eine  N  e  b  e  n  e  c  k  e  oder 
durch  eine  H  a  u  p  t  e  c  k  e  des  Vierecks. 
In  beiden  Fällen  liefern  die  beiderlei 
Vierecksarten  (konkave  und  konvexe) 
jeweils  übereinstimmendes  Ergebnis.  In 
der  Nebenecke  nämlich  entsteht  infolge 
des  Zusammentreffens  zweier  (legenseiten- 
schnittpunkte  ein  Ordnungspunkt  der 
Involution.  In  einer  Hauptecke  laufen 
je  drei  von  den  sechs  Viereckseiten  zu- 
sammen, also  fallen  dort  auch  die  Schnitt- 
punkte, nämlich  je  einer  von  jedem 
(nregenseitenpaare  zusammen,  und  die  drei 
außerhalb     lieirenden     Punkte     sind     alle 


Bi  Bä.  Also  lieg-t  der  eine  Ord- 
nung'spii  nk  t  zwischen  Bi  B^,  der 
i\ ndere  samt  dem  Mittelpunkt 
der  Reihe  außerhalb  Ai  A.),  und 
zwar  in  Figur  66  rechts  von  A^.  — 
Weitere  Behandlung  der  Trans- 
versale am  Viereck  erster  Art  ist 
auch  nicht  mehr  erforderlich,  denn 
Überschreitung  einer  weiteren 
Ecke  z.  B.  8-2  bringt  wieder  Figur  65 
hervor,  und  Überschreitung  der 
zwei  Ecken  S^  und  Si  führt  zurück 
auf  Figur  64. 

7)  Ebenso  braucht  man  beim 
Viereck  zweiter  Art  (Figur  67 
bis  69),  wobei  eine  Ecke  innerhalb 
des  Dreiecks  der  drei  anderen  liegt, 
eigentlich  nur  eine  Lage  der 
Transversalen  zu  untersuchen,  um 
dann  die  erhaltene  Involutionsart  bei 
jeder  Überschreitung  einer  Ecke 
mit  der  anderen  zu  vertauschen. 
In  Figur  67  läuft  die  Schneidende 
so,  daß  sie  alle  vier  Eckpunkte  auf 
derselben  Seite  liegen  hat.  Die 
gleichlaufende  Reihenfolge  der 
Buchstaben  in  ti  und  t^  und  die 
Lage  der  Punktepaare  zeigt,  daß 
hier  eine  Punktinvolution  ohne 
Ordnungspunkte  entsteht,  denn 
das  Punktepaar  Ai  A>  trennt  das 
Paar  Ci  C2,  und  jedes  dieser  beiden 
wird  wieder  getrennt  durch  B,  B..>. 
Der  Mittelpunkt  dieser  Reihe  liegt 
also  innerhalb  der  Strecke  Ao  Bi . 

8)  Geht  die  Transversale  durch 
eine  Ecke,  so  entstellt  wieder  eine 
u  n  e  i  g  e  n  1 1  i  c  h  e  Involution  in- 
folge des  Zusammenfallens  der 
Endpunkte  von  jedem  der  drei 
Punktepaare.  —  Überschreitet  die 
Schneidende  die  Ecke  So  in  Figur  68, 
so  vertauschen  die  Seiten  So  Ao  und 
So  B2  .  ihre  Lage  beiderseits  von 
So  Co,  also  rückt  Ao  aus  Ci  Co 
hinaus  und  Bo  in  Ci  Co  hinein,  das 
Paar  Ai  Ao  umschließt  C^  C2  und 
dieses  wieder  Bi  Bo :  Die  Involution 
ist  eine  solche  mit  Ordnungs- 
punkten; der  eine  derselben  liegt 
innerhalb  Bi  Bo,  der  andere  samt 
dem     M  i  1 1  e  1  p  u  n  k  t     der     Reihe 
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(licscin  einen  zui;-eni(inet  M;ui  hat  also 
diejenige  Ai't  der  Involution,  bei  welcher 
die  Kindeutiiikeit  verloren  gelit,  indem  die 
sämtlichen  Tunkte  der  iiivohitorischen 
Reihe  zu  einem  eiiiziji,"cn  znji'eordnet  sind, 
uändich  die  uneij;entliche  oder  paralxdische 
Involution.  —  Es  lassen  sich  noch  zwei 
andere  Einzelfälle  aufstellen,  nämlich  das 
Hindurchgehen  dei-  'J'raiisversalen  durch 
zwei  Nelte necken  oder  durch  zwei 
llauptecken.  Der  erstere  Fall  liefert 
diese  beiden  Nebenecken  als  Ord- 
nungspunkte der  Involution  und  dazu 
noch  ein  Puuktepaar  von  dem  übrigen 
Gegenseitenpaare.  Der  letztere  Fall  ist 
gleicldDcdeutend  mit  dem  Zusammenfallen 
der  Transversalen  mit  einer  Viereckseite 
selber;  dabei  entstehen  überhaupt  nur 
drei  Sclinittpnnlcte,  nämlich  die  zwei 
Hauptecken  selber  und  eine  der  Neben- 
ecken. Und  als  zugeordnet  zu  letzterem 
Sclmittpunkt  kann  jeder  beliebige  Punkt 
der  Seite  selber  gelten  als  Schnittpunkt 
dieser  Geraden  mit  sich  selbst.  Denn 
die  beiden  Eckpunkte  werden  einander 
zugeordnet  als  ein  Paar,  und  dazu  darf 
ein  zweites  l'unktepaar  beliebig  [anzu- 
treten znr  endgiltigen  Bestimmung  der 
Involution.  Denkt  man  sich  diesen  übrig- 
bleibenden beliebigen  Punkt  in  einen  der 
Eckpunkte  \erlegt,  so  hat  man  wieder 
die  uneigentliche  Involution,  wie  oben  bei 
der  durcli  einen  l-lckpunkt  gehenden 
Transversalen;  denkt  man  sicli  denselben 

beliebigen  Punkt  so  gelegt,  daß  er  zusammen  mit  der  Nebenecke  die  beiden  Eck- 
punkte von  einander  trennt  oder  nicht  trennt,  so  hat  man  die  Involution  ohne  oder 
mit  Ordnungspuid^ten.  Nur  durch  diese  Mehrdeutigkeit  der  Ergebnisse  ist  ernKiglicht, 
daß  beiderlei  Vierecke  (konvexes  und  konkaves)  aus  vorher  verschiedenerlei  Einzel- 
zuständen zu  gleichem  Grenzzustand  führen  kiiunen  beim  (ibergang  der  Transversalen 
in  die  Viereckseite.  •  •  i-ri'^iüid:^ 


aui.5erh;ill)  A]  A_.,  uiul  zwar  in 
Figur  68  rechts  von  Ao.  —  Wird 
nocli  eine  Ecke  ühersohritten,  so 
entstellt  in  Figur  ()9  wieder  die  In- 
volution ohne  Orduu  ng's|)unkte, 
denn  von  den  Puuktepaureu  Ai  Aj, 
Bi  B2,  C)  C>  wird  jedes  durch  jedes 
andere  getrennt;  der  Mittelpunkt 
liegt  zwischen  Bi  und  Co.  —  Weitere 
Verschiebung  der  Transversalen 
führt  wieder  auf  Figur  68  und 
Figur  ()7  zurück. 

9)  Man  kann  also  das  Ergebnis 
der  Untersuchung  folgendermaßen 
zusammenfassen : 

Satz  27  a.  Die  P  u  n  k  t  i  11  v  o  1  u  t  i  o  n 
der  Schnittpunkte  einer  beliebigen 
Geraden  mit  den  Gegenseiteni)aaren 
eines  vollständigen  Vierecks  besitzt 
zwei  Ordnungspunkte,  wenn 
die  Transversale  die  Eckpunkte 
beim  konvexen  Viereck  (erster 
Art)  in  gerade  r  oder  beim  kon- 
kave n  Viereck  (zweiter  Art)  in 
ungerader  Anzahl  trennt ;  die 
Involution  besitzt  k  e  n  e  0  r  d  - 
nungsp unkte,  wenn  die  Trans- 
versale die  Eckpunkte  beim  kon- 
vexen Viereck  in  ungerader 
oder  beim  konkaven  Viereck  in 
gerader  Anzahl  trennt. 


Erkl.  263.  Der  erste  Umstand,  daß  die  Invcdution  der  Schnittpindde  von 
gleicher  Art  bleibt  bei  beliebiger  Drehung  oder  Verschiebung  der  Transversalen, 
so  lange  letztere  nur  keinen  Eckpunkt  überschreitet,  zusammen  mit  dem  zweiten 
Umstand,  daß  jede  auf  der  Transversalen  liegende  Nebenecke  einen  Ordnungspunkt 
liefert,  gestattet  eine  andere  Bestimmung  der  auf  beliebiger  Transversalen  auftretenden 
Involution,  als  in  Satz  27  a.  wobei  man  auch  die  Unterscheidung  der  beiden  Arten 
des  Vierecks  entbehren  kann.  Die  auf  beliebiger  Transversalen  entstehende 
Punktinvolution  ist  eine  solche  mit  oder  ohne  Ordnungspunkte,  je 
nachdem  diese  Transversale  sich  nur  ohne  oder  mit  Überschreitung 
eines  Eckpunktes  so  verschieben  bezw.  drehen  läßt,  daß  sie  durch  eine 
Nebenecke  des  Vierecks  hindurch   geht.      Ist  dal)ei  ohne  Überschreitung  einer 
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Ecke  die  Verscliiebunj;'  in  eine  Nebeuecke  möglicli  (z.  15.  Fi_i;ur  i'> X  n.icli  C.si, 
Figur  (i()  und  68  nach  G);  so  ist  immer  auch  \'erscliiebung  in  zwei  Nebenecken 
mciglicli  (Figui-  (U  und  66  und  68  jedesmal  auch  nach  dem  Schnittpunkt  von  S,  S.> 
und  B^  B,),  da  ja  ein  Ordnungspunkt  nie  vereinzelt  auftreten  kann.  Nach  diesem 
Verschiebungsvorgang  können  sogar  aucli  immer  die  Strecken  der  Sclnüttpunkte 
beurteilt  werden,  innerhalb  deren  die  ()rdnungsi)U!dvte  ;iuf  der  Transversalen  liegen 
müssen:  es  sind  die  Strecken  in  denselben  Winkelraumen  d(  r  (iegenseiten,  innerhalb 
deren  auch  die  Nebenecken  seilst  liegen,  also  z.B.  G|  <'.,  in  Figur  64  wegen  Co  ,, 
und   ebenso  A,  A.j. 


Frage  05.  Welches  ist  das  wich- 
tigste Vorkommen  der  Involution 
beim  vollständigen  Vierseit? 


Antwort.  Das  wichtigste  Auf- 
treten der  involutorischen  Beziehung 
beim  vollständigen  Vierseit  betrifft 
eine  Strahleninvolution  und  besteht 
in  folgen  i er  Tatsache: 


Fiii-ur   71 


Erkl.  264.  Die  beiden  Figuren  70 
und  71  geben  erschöpfend  alle  Arten  des 
Vorkommens  der  Strahleninvolution  am 
Vierseit  wieder.  Denn  man  hat  beim 
Vierseit  nicht  die  Unterscheidung  der 
zw  ierlei  Lagebeziehungen  seiner  Ele- 
mente, wie  beim  Viereck.  Vier  Strahlen 
können  gelegt  werden  so  beliebig  als 
mau  will,  es  Avird  jedesmal  ein  konvexes, 
ein  einspringendes  und  ein  überschlagenes 
Viereck  in  dem  vollständigen  Vierseit 
enthalten  sein.  Die  Unterscheidung  der 
beiderlei  Arten  von  Involution  wird  in 
der   folgenden  Antwort  GC)    durchgeführt. 

'  Erkl.      265.        In      jeder      der      Fi- 
guren 70    und  71    ist    der    Scheitel    der 


Satz  28.  Die  drei  Paar  Gegen 
ecken  eines  vollständigen  Vier- 
sei ts  werden  aus  jedem  beliebigen 
Scheitelpunkt  projiziert  durch 
drei  Paare  zugeordneter  Strah- 
len eines  involutorischen 
S  t  r  a  h  1  e  n  b  ü  s  c  h  e  1  s. 

Beweis  I. 

Bezeichnet  man  in  Figur  70  uid 
71  als  at  bi  Ci  die  Verbindungs- 
geraden dreier  beliebigen  Vierseit- 
ecken mit  dem  Scheitel  S,  als  a^  b.,  c^ 
die  Verbindimgsgeraden  ihrer 
Gegenecken,  so  ist  zu  unter- 
suchen,  ob    bei    i)r<)jekti  vischer 
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projizierenden  Strahlen  aufgefaßt  als  ge- 
rn e  i  n  s  a  ni  e  r  Scheitel  zweier  z  n  - 
s a mm e n f a  1 1  e n cl e n  S . r a h  1  e n b ü s c h e  1 
Si  und  S.>.  von  deren  jedem  sechs 
Stralden  in  Betracht  kommen,  nämlich 
die  sechs  Verbindungsgeraden  nach  den 
Ecken  des  Vierseits  —  aufgefaßt  einmal 
als  Strahlen  des  Biiscliels  S,,  und  das 
anderemal  als  Strahlen  des  Büschels  S^. 
Und  es  wird  der  Nachweis  geliefert,  daß 
jedesmal,  wenn  in  dem  einen  oder  in 
dem  anderen  Strahlenbiischel  irgend 
einer  der  sechs  Strahlen  herausgenommen 
wird,  dann  der  projektivisch  zugeordnete 
Strahl  die  Verbindungsgerade  nach  der 
Gegenecke  der  vorigen  ist.  Dazu  ist  es 
nicht  notwendig,  jedes  einzelne  Paar 
zu  behandeln,  nämlich 

in  Si:  ai  b^  c^  d^^  ==^ C2  h^  =  a-2  ki=b2 
in  S2:  ao  bo  I  Co  i  d2  =  Ci  jho^ai  k2=bi. 
Vielmehr  genügt  es  nach  Satz  24  für 
ein  Paar  das  Doppeltentsprechen  nach- 
zuweisen, weil  dann  dasselbe  füi'  alle 
Paare  eintreten  muß.  Diese  zusammen- 
geluirigen  Strahlen  sind  auch  an  der 
Figur  gleichartig  bezeichnet,  nämlich  aj 
und  a2  durch  langgestrichelte  Linien,  bi 
und  b-_,  durcli  ausgezogene  Linien,  c,  und 
C2  durch  kurzgestrichelte  Linien.  Und 
es  ist  im  ersten  der  nebenstehenden 
Beweise  der  Nachweis  des  Doppelt- 
entsprechens geführt  für  das  Strahlen- 
paar Cid2^^C2di,  im  zweiten  Beweise 
für    das    Strahlenpaar   b^  bo    bczw.  bobj. 

Erkl.  26G.  Der  Gedankengang  des 
ersten  Beweises  kann  zusannnengefaßt 
werden   in  der  Formel 

S,  At,  ÄSaÄtoÄS4Ät2ÄS2, 
folglich  SjÄS2.      Denn    man    hat   in   ge- 
schlossener    Aufeinanderfolge      die     Be- 
ziehungen: 

a,  1 ) I  (•  I  d ,  A  a^ h^  c^  dg  A a t b.i  Cj  dj  A a2  b2  C2  d2 . 
Man  kann  aber  auch  den  Gedankengang 
dahin  abändern,  daß  man  jeden  der 
beiden  Strahlenbüschel  S,  und  S^,  ein- 
zeln auf  einen  anderen  Scheitel  über- 
trägt, nämlich  Sj  durch  Träger  t,  auf  S,;,' 
und  S,  durch  Träger  t,  auf  Sj.  Dadurch 
entstellt:  S^  A  t,  A  s/ und  S.At.AS^. 
Betrachtet    mau    aber    die    in    So   und   S_i 


Z  u  0  r  d  11 11  n  g  dieser  d  r  e  i  S  t  r  a  h  - 
1  eil  paare  das  Doppel  t  ent- 
sprechen eines  und  folglich 
aller  drei  Strali  lenpaa  re  ein- 
ti'iü't,  welches  für  die  Involution 
grundlegend  ist.  Man  bezeichnet 
also  den  Strahl  C2  des  Büschels  So 
als  dl  in  Si  und  sucht  den  da/.u 
geliörigen  Stralil  do  in  So  auf. 

Zu  dem  Zwecke  wählt  man  zu- 
nächst den  auf  di  liegenden  Eck- 
l)unkt  des  Vierseits  als  neuen 
Scheitel  S^,  um  die  Behandlung 
der  zusammenfallenden  Büschel  Si 
und  S2  auf  verschiedene  Sciieitel 
überzuführen.  Man  projiziert  also 
erst  Büscbel  Si  (aibiCidi)  auf  eine 
Seite  ti  des  Vierseits,  und  die 
Schnittpunkte  wieder  aus  S.-j  als 
neue  Büschelstrahlen  S;?  (a;;  b^  c-  d:;), 
so  daß   entstellt: 

a,  bi  Cl  dl  /v  a.-j  b.s  C;^  d^, 

wobei  d3  =  di=C2  ist.  Nimmt  man 
nun  weiter  aj  als  vermittelnden 
Träger  to,  um  den  Strahlenbüschel 
S3  in  i)rojektivische  Beziehung  zu 
setzen  zu  der  auf  Ci  liegenden 
Gegenecke  des  Vierseits  als  Scheitel 
S4,  so  entsteht: 

a^!  b;^  Ca  dg  A  a4  b4  C4  d,, 

wobei  diesmal  Cg  =  C4  und  di  C4 
ist.  —  Wird  endlich  noch  dieser 
Strahlenbüschel  S4  wieder  in  pro- 
jektivische  Beziehung  gebracht  zum 
ursprünglichen  Scheitel  So  unter 
Vermittlung  der  Viereckseite  to  als 
Träger,  so  kommt  jede  der  ursjn-üng- 
lichen  Verbindungsgeraden  der  Vier- 
seitsecken  auf  die  Vei-bindungs- 
gerade  mit  der  Gegenecke,  nämlich 

ai  b|  C4  d4  A  ao  b2  C2  d2, 
wob' i  nun  Co  =  di  und  do  =  d4  ^=  Ci 
wird.  Man  hat  also  wirklich  in  den 
Strahlen  a,  bi  Ci  di  \  ao  bo  Co  do  ])ro- 
jektivisch  zugeordnete  Strahlen, 
von  welchen  das  eine  Paar  Ci  (\\ 
und  C2  d2  doppelt  entsprechend 
ist.  Folglich  sind  nach  Satz  24 
alle  Paare  dopi  elt  entsi)recliend, 
und    die   Strahlenpaare    ai  ao,    bi  bo, 


über  die   iiivoliitoriselien    Gebilde. 
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so  erhaltenen  Strahlengruppen,  so  zeigt 
sich,  daß  C3,4  identisch  sind,  und  daß  je 
zwei  der  anderen  entsprechenden  Strahlen- 
paare a^  a^,  b.j  b4,  dg  d^  durch  Punkte 
derselben  Geraden  aj  =  to  hindurch- 
gehen._  Hieraus  schließt  man,  daß 
S.sÄtoÄS4,  und  folglich  aucli  S,ÄSo. 

Erkl.  267.  Der  erste  Beweis  kann 
an  der  Figur  noch  vielfaclie  Abänderungen 
erfahren.  Als  S3  und  S4  können  irgend 
zwei  Gegenecken  des  Vieist-its  dienen, 
als  tj  bezw.  to  je  irgend  eine  der  durcli 
S4  bezw.  S3  gehenden  Seiten  des  Vier- 
seits:  dann  wird  zu  t,,  jeweils  die  Ver- 
bindungsgerade der  (liegenecke  zum 
Punkt  (ti  t^)  mit  dem  Scheitel  S]^,  und 
das  D(»ppelteutsprechen  wird  nacligewiesen 
für  die  beiden  Projektionsstrahlcn  nach 
S;j  und  Sj.  So  kann  in  Figur  70  und 
71  unter  Ueibehaltung  von  S3,  S4  und  tj 
anstelle  des  Trägers  to  verwandt  werden 
die  mit  b.s  bezeichnete  Gerade  und  an- 
statt Träger  to  die  Gerade  b., ;  und  man 
erliält  wieder  das  Doppeltentsprechen  von 
c^dg,  ebenso  als  wenn  t^  mit  b4,  t2  mit  t^, 
to  mit  bj,  oder  tj  mit  b4,  to  mit  bg,  to 
mit  a.,  vertauscht.  Ähnliche  Veränderungen 
der  Träger  sind  auch  bei  Umwechslung 
der  Scheitel  S;j  und  Sj  durchführbar.  Will 
man  durch  den  Wortlaut  des  ersten  Be- 
weises das  Doppeltentsprechen  von  bj 
und  b-,  naclnveisen,  so  wählt  man  die 
beiden  auf  b^  und  b9  liegenden  Vierseits- 
ecken  als  Sg  und  S4  und  zwei  durch 
diese  hindurchgehenden  Seiten  des  Vier- 
seits  als  t^  uiul  t,.  Wird  z.  B.  ( t.  b,,) 
als  S3,  (t,  b| )  als  S4  gewählt,  so  können 
sowohl  tj  und  t^  als  auch  t^  beibehalten 
werden. 

Ei'kl.  268.  LTm  den  Beweis  in  verschie- 
denen Abänderungen  durchzuführen,  ist 
es  ratsam,  an  der  Figur  auch  die  Strahlen 
ai  und  a.>,  bi  und  b^  in  den  verwandten 
Strahlenbüscheln  zu  bezeichnen,  etwa  wie 
in  Erklärung  265  als  h.,  und  hj,  k.,  und 
kj,  auch  ( twa  den  zur  Vermittlung  von 
S]  und  S;:j  dienenden  Träger  ti  als  tig, 
ebenso  to  zwischen  S-,  und  S4  als  t^i  und 
to  als  tgj.  —  .ledeufalls  nniß  aber  auch 
bei  Festhaltung^  der^  u r^ p  iMi n g  1  i cli  e  n 
Beweisfolge  Si  A  tj  Ä  S.,  Ä  to  Ä  S4  Ä  t,  Ä  So 


Ci  Co  sind  zugeordnete  Stralilen 
eines  in volutorischen  Strah- 
]  enbüschels. 

Beweis  II. 

Faßt  man  in  Figur  70  und  71 
ins  Auge  die  Verbindungsgeraden 
Hl  bi  dl  des  Projektionsscheitels  Sj 
mit  den  auf  der  Seite  bg  liegenden 
Vierseitsecken  und  nimmt  hinzu 
die  Verbindungsgeradp  bo  mit  der 
Ecke  (bo  b4)  als  Gegenecke  zu  (bi  bs), 
so  entsteht  durch  Herstellung  der 
projektivischen  Verwandtschaft 

zwischen  dieser  Strahlengruppe  und 
der  letztgenannte:!  Gegenecke  (bo  b4) 
als  Scheitel  unter  Vermittlung  der 
erstgenannten  Seite  bg  a^s  Träger 
die  Beziehung:  ai  bi  d,  bo  A  b4  g  to  bo. 
Nun  bleibt  nach  den  Sätzen  6  a.  b 
in  Erklärung  315  des  I.  Teils  diese 
p  ojektivische  Verwandtschaft  be- 
stehen, auch  wenn  von  den  vier 
Elementen  b4  g  to  bo  zwei  beliebige 
Paare  unter  einander  vertauscht 
werden;  also  entsteht  durcli  Ver- 
tauschung von  b4  mit  to  und  von 
g  mit  bo  die  Beziehung: 

l'i  g  to  bo  A  to  bo  bi  g. 
Projiziert  man  die  Schnittpunkte 
dieser  neuen  Strahlengruppe  mit 
der  Seite  tj  wieder  aus  dem  ur- 
sprünglichen Scheitel  So,  so  eiitstelit 
to  bo  bi  g  A  ao  bo  d2  bi.      Hiernach    ist 

ai  bi  dl  bo  A  ao  bo  do  b,, 
und  man  hat  daher  wieder  in  den 
Strahlenpaaren  ai  ao,  bj  bo,  di  do, 
bo  bi  projektivisch  verwandte  Ge- 
raden der  Art,  daß  das  Strahlen- 
paar bi  bo  auf  doppelte  Weise 
entsprechend  ist;  folglich  sind 
alle  Stralilenpaare  doppelt  ent- 
sprechend und  bilden  eine  In- 
V  o  1  u  t  i  o  n. 

Beweis  TU. 

Setzt  man  den  Beweis  I  oder 
Beweis  II  des  früher  aufgestellten 
Satzes  27  als  bekannt  voraus,  so 
bedarf  es  gar  nicht  mehr  der 
dualistischen    Durchführung    der 
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der  Strahl  li,  auf  li..  oder  k.,  auf  k,  über- 
geführt werden.  Zu  dem  Zwecke  müßte 
z.  B.  in  Fiii'ur  70  und  71  ikk  li  t,,  und  t^ 
zum  Sehuitt  gebrneht  unil  .Sj  mit  dem 
Schnittpunkt  verbunden  werden. 

Ei'kl.  269.  Klxmso  wie  in  den  voran- 
gehenden Ih-klärungen  der  Inlialt  der 
frülieren  l^rklärungen  249  bis  253  in  ent- 
sprechender rmänderung  für  die  Stralilen- 
involutlon  wiederersclieinen  mußte,  so 
kann  aucli  der  Gegenstand  der  Erklärungen 
254  und  255  ganz  wörtlich  Jiierlier  über- 
nommen werden  bezüglich  des  (legeusatzes 
zwischen  den  beiden  Beweisgängen  I  und 
II  unter  sicli  oder  in  Hinsicht  ihrer  Vor- 
fülirung  in  rein  geometrischer  oder  mehr 
zahlenmäßiger  Form  durch  Benutzung  der 
Dop])elverliältnisse.  —  Ebenso  führt  die 
Beachtung    der    den    Straldenbüsclieln    in 

den  Figuren  70  und  71  beigesetzten  Pfeile  auf  die  Unterscheidung  der  beiden  Arten 
der  Involution  und  damit  auf  die  der  Antwort  64  gegenüberzustellende  und  hier- 
nächst  folgenden  Frage  66.  Denn  in  Figur  71  hat  man  im  Büschel  S,  den  Umlauf 
mit  dem  Uhrzeiger  durch  die  Büschelstrahlen  in  der  Reihenfolge  bi  d,  aj  ki  Cjhi  bi 
und  im  Büschel  8-_.  die  Reihenfolge  derselben  .Strahlen  b-j  do  a-,  k,  c,  Ir,  b2  ebenfalls 
mit  dem  Uhrzeiger;  es  besteht  also  Strahleninvolution  mit  gleichlaufenden  Einzel- 
büscheln, folglich  ohne  Ordnungsei  emente.  In  Figur  70  dagegen  zeigt  im 
Büschel  Si  die  Reihenfolge  der  Strahlen  b^  dj  aj  lii  C|  k,  den  Umlauf  gegen  den 
Uhrzeiger,  aber  im  Büschel  So  die  Reihenfolge  derselben  Strahlen  b.,  do  a^  h.>  ('2  k._> 
die  Undaufsrichtiing  mit  dem  Uhrzeiger.  Denniach  liegt  hier  Strahleninvolution 
mit  entgegengesetzt  laufenden  Einzelbüscheln  vor,  und  folglich  mit  Ordnuugs- 
strahlen. 


vorstellenden  lieweise  I  und  II,  son' 
(lern  man  kann  nnniittelba-  auf 
Grund  der  Polaritäts-Übertragung- 
den  Satz  28  als  Gegenstück  des 
Satzes  27  aussprechen.  Denn  bei 
Zugrundelegung"  einer  beliebigen 
Fuiulanientalkurve  entsi)riclit  (lern 
vollständigen  Viereck  mit  der 
Scbnittgeraden  seiner  Seiten  ein 
vollständiges  Vierseit  mit  dem  Pro- 
jeUtionsscheitel  seiner  Eckpunkte, 
uml  der  i  n  v  o  1  u  t  o  r  i  s  c  h  e  n 
Paarung  der  Schnittpunkte  mit 
den  Gegenseiten  entspricht  die 
i  n  V  o  1  u  t  o  r  i  s  c  h  e  P  a  a  r  u  n  g  der 
Verbindungsg'eradeu  des  Projek- 
tionsscheitels mit  den  Geg'en- 
e  c  k  e  n. 


Fraj?e  06.        Welche      Art      voj^  Antwort.    1)  Die  Feststellung-  der 

Strahleninvolution    entsteht  in  vCj..      Involutionsart,      welche     in     jedem 


Übor  dio   iiivolutorisclioii   (Johilde. 
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schieden  lieg-eiiden  Projektioiis- 
scheiteln  der  Gegeneekeiipaare 
eines  Vierseits  ? 

Ei'kl.  270.  Von  den  fünf  Figuren 
70  bis  74,  in  welolien  die  Projcdction  der 
Eckpunkte  des  Vierseits  \vieder,i;-eji-eben 
ist,  enthalten  zwei  Invcdiitionen  mit 
Ordnun^sstrali  len,  niunlicli  Figuren 
70  und  73,  die  drei  anderen  Figuren 
71,  72,  74  entlialten  lnv(duti(>uen  ohne 
Ordnmigsstralden.  In  den  beideu  ersten 
Fällen  sind  die  mit  den  Buchstaben 
bezeichneten  Halbstralilen  ajo^  lu->,  ^' \> 
die  Strahlen  dreier  Paare,  welche  den 
einen  ( )rdiuiugs,strahl  zwischen  sich 
schließen,  den  anderen  im  gemeinsamen 
Nebenwinkelranme  ausschließen.  Dieser 
Umstand  hat  aber  bei  iler  Strahlen- 
in\(durion  nicht  die  Bedeutung,  wie  der 
entspr  cliende  bei  der  Punktin\ olutlon, 
denn  man  dürfte  nur  den  Buchstaben 
b|  oder  Ir,  je  an  den  entuegcugesetzten 
Halbstrahl  anschreiben,  dann  läge  der 
eine  Ordnungsstrahl  im  gemeinsamen 
Winkelraum  (a^  a^)  und  (c,.  c,),  der 
andere  im  Winkelrauni  (b,  b^, ).  Die 
Axenstrahlen  der  Invcilution  sind  jedes- 
mal die  aufeinander  senkreclit  stehenden 
involutorisch  zugeordneten  Halblerungs- 
gei'adeu  der  Winkel  dieser  Ordnnngs- 
strahlen,  also  in  Figur  70  ziendich  genau 
c,  und  ('.,  selber,  in  Figur  7:5  ein 
Strahlenpaar,  welches  den  Winkel  b,  b., 
noch   umschließt. 

Erkl.  271.  Bei  der  Strahleninx  (diition 
ohne  Orduungsst  rahlen  sind  die 
Axenstrahlen  ebenfalls  die  einander 
zugeordneten  Schenkel  eines  senkreclit 
stehenden  Strahlenpaares,  also  z.  B.  in 
Figur  71  ziemlich  genau  die  Strahlen 
a,  a^,.  Au  Stelle  der  nicht  xorhaiidciuMi 
Ordniingsstrahlen  treten  liier  die  Potenz- 
strahlen p  q  auf,  deren  Winkel  von  den 
Axenstrahlen  halbiert  werden.  Das 
wären  in  Figur  71  etwa  zwei  Strahlen 
zwischen  (b^  dj)  und  (Ir,  (k,).  Denn 
<$  (a,  d,)  <  (a^  d,),  aber  <^  (a,  b,) 
^  (aj  b2),  also  wird  zwischen  den 
Winkelgrößen  (a,  d,  )  und  (a  i  b,)  ein 
Winkel  (a,  p,)  liegen,  dem  ein  gleich 
großer      Winkel      (a,      p.,)      entspricht 


Projektionsselieitel  erzeugt  wird, 
geschieht  am  einfachsten  durch  die 
La  genv  erändernng  von  einer 
beliebig  gewählten  Anfangslage  ans- 
So  hatte  man  in  Figur  TU  die  Lage 
des  Projektionsscheitels  innerhalb 
des  ein  zigen  geschlossenen 
vierseitigen  Raumes,  welchen  die 
vier  Seiten  eines  Vierseits  jedesmal 
umgrenzen.  Die  entgegengesetzt 
gerichtete  Reihenfolge  des  Strahlen- 
umlaufs b,  d|  ai  h,  c,  kl  gegen 
h>  do  a-i  li..  c.,  k.)  zeigt,  daß  dabei 
eine  Strahleninvolutio  i  mit  Ord- 
n  ungsstral)  len  entsteht.  Das 
Strahlenpaar  ai  a..  wird  ganz  um- 
schlossen von  C|  c..,  und  dieses 
wieder  von  bi  1)2.  Daher  liegt  von 
den  Ordnungsstrahlen  der  Involution 
der  eine  zwischen  a,  ao,  der  andere 
im  Nel)enwinkel  der  Stralilen  hi  !)_.. 

2)  Denkt  nuni  sich  den  Scheitel- 
punkt Sii  der  Figur  7i)  irgend 
welchen  Verschiebungen  innerhalb 
des  geschlossenen  Viereckraumes 
unterworfen,  so  l)leil)t  dal^ei  offen- 
bar die  obengenannte  Art  der  gegen- 
seitigen Lage  der  Strahlenpaare 
ungeändert,  indem  nur  ihre  gegen- 
seitigen Neigungswinkel  wech- 
selnde Größe  erhalten;  also  bleibt 
auch  die  Involution  eine  Involu- 
tion mi  t  Ord  nun  gsstrahl  en,  so 
lange  der  Projektionsscheitel  inner- 
halb des  gleichen  von  den  vier 
Seiten  des  Vierecks  gehildeten 
Raumteiles  verbleibt.  —  Kommt 
dabei  insbesondere  der  Scheitel  etwa 
auf  die  Nebenseite  des  Vierseits 
zu  liegen,  so  fallen  die  Projekti(ms- 
strahlen  bi  und  h,,  der  Gegeneeken 
(b.s  ti)  und  (b|  t-^J  in  denselben 
Strahl  g  zusammen,  und  g  w^rd  ein 
Doppelstrahl  oder  Ordnungsstrahl 
der  Involuticm. 

3)  Rückt  abi'r  der  Projektions- 
scheitel S  in  Figur  70  über  eine 
der  Vierecksseiten,  z.  B.  bg, 
hinweg,  so  daß  er  in  die  Lage 
des  Projektionsscheitels  S  in  Fig.  71 
gelangt,  so  hat  sich  die  gegenseitige 
Lage  der  Strahlenpaare   verändert, 
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zwischen   den    Winkelgn'iljen   (;ii    h.,)    und 
(a,    d,). 

Von  den  Str.ildenpaareii  der  Fi^iiir  i  2 
sind  dem  reeliten  Winkel  am  nächsten 
die  Strahlen  hj  b^ ;  deren  stnmi)fer  Winkel 
M"ird  schon  spitz,  wenn  h-,  nach  d^,  bj 
nach  der  A*erlänj;erun<^-  von  d|  gedreht 
"wird,  also  sind  Axenstrahlen  zwei  zu- 
nächst auf  b,  und  b.,  in  der  Richtung 
gegen  den  Ihrzeiger  folgende  Stralilen, 
der  eine  in  dem  kleinen  Winkel  (b.,  d.,), 
der  andere  senkrecht  dazu.  Und 
Potenzstrahlen  werden  zwei  Strahlen, 
die  in  derselbe!!  rmdrehungsrichtung 
folgen  auf  aj  und  a^,,  beiderseits  gleich- 
geneigt gegen  die  vorbestimmten  Axen- 
strahlen, der  eine  im  Winkel  von  bo  mit 
dem  verlängerten  ai,  der  andere  im 
Winkel  von  a^  mit  dem  verlängerten  bj. 
—  In  Figur  74  liegt  der  eine  Axen- 
strahl  jedenfalls  in  dem  den  drei 
Strahlenpaaren  (b,  b^),  (a.,  aJ,  (Ci  c^) 
gemeinsamen  Wiukelrauni  (ci  h,),  der 
andere  aber  senkrecht  dazu  im  gemein- 
samen Außenv,inkelraume,  der  von  bj 
mit  dem  verlängerten  c^  gebildet  wird. 
Und  die  beiden  Poteuzstrahlen  liegen 
demnach  in  unmittelbarer  Nachbarschaft 
der  Strahlen  aj  und  a^,,  nämlich  beider- 
seits gleichgeneigt  gegen  die  voi'bestimm- 
ten   Axenstrahlen. 


Figur   74. 


Erkl.  272.  Als  besondere  Einzelfälle 
sind  in  nelienstehemler  Antwort  bereits 
erwähnt  die  Lage  des  Projektioussdie  itels 


iiidcin  (lif  Sti-Mhlon  aj  uiul  c-,,  welche 
bei  Fi|,^ur  70  zwisclieii  bi  und  &, 
la<>(Mi,  nun  in  Figur  71  außerhalb 
des  Winkels  bi  a^,  und  zwar  in  um- 
gekehrter Folge  zu  liegen  kommen. 
Daher  liegt  jetzt  ein  Strahl  des 
Stralilenpaares  inueriialb  und  einer 
auücrliall)  des  Winkels  b,  b^,  l'olg- 
lich  müssen  alle  Strahlenpaare  ein- 
ander trennen;  man  hat  eine  In- 
volution ohne  Ordnungsstrahlen 
erhalten,  wie  sich  auch  aus  der 
gl  e  i  c  h  1  a  u  fe  n  d  e nUndaufs folge  der 
Einzelstrahlen  in  Figur  71  ergibt. 
—  Liegt  insbesondere  der  Projek- 
tionsscheitel auf  der  Seite  bj  selbst, 
so  fällt  von  jedem  der  Strahlen- 
l)aare  ai  a^,  bi  b.,,  Ci  Co  ein  Strahl 
in  h:i  hinein,  also  hat  man  eine 
uneigentliche  Involution  nach 
Antwort  54,  2. 

4)  So  lange  nun  der  Punkt  weiter 
V  rschoben  wird,  ohne  eine  der 
Viereckseiten  zu  überschreiten,  so 
bleibt  die  gegenseitige  Lagebe- 
zieh ng  der  Strahlenpaare  wieder 
ungeändert;  also  bleibt  auch  die 
Art  der  Involution  dieselbe,  bis 
d  rch  neue  Ueberschreitung  einer 
Seite  die  gegenseitige  Lage  der 
Strahlenpaare  in  der  Weise  ver- 
tauscht wird,  daß  ein  Strahl  eines 
Paares  in  ein  l)ezw.  zwei  andere 
Paare  hineinrückt  bezw.  aus  einem 
bezw.  zwei  anderen  Paaren  heraus- 
tritt. Und  immer,  wenn  der  Scheitel 
auf  einer  Seite  selbst  liegt, 
liegen  diese  zu  vertauschenden 
Sli-ahlen  mit  dem  einen  Sti-ahl  der 
anderen  Paare  vereinigt,  also  weder 
innerhalb  noch   außerhalb. 

5)  In  Bestätigung  dieser  bis- 
hei'igen  Eröi-terungen  entsteht  eben- 
falls (»ine  Involution  ohne  Ord- 
nungsstrahlen, wen;i  die  Fig.  70 
statt  durch  Ueberschreitung  der 
Seite  b;t  in  Figur  71,  jetzt  durch 
Ueberschreitung derSeite a i  in Fig.72 
übergeführt  wird,  wenn  also  der 
Scheitel  in  einen  der  beiden  ge- 
schlossenen di-('iseitigen  Räume  des 
vollstiindigeii  X'ierseits  verlegt  wird. 


über  die   iinolutorisclieii  Gebilde 
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juif  einer  Nebenseite  bezw.  Diagonale 
oder  auf  einer  Hauptseite  des  Vierseits. 
In  der  Nebenseite  selbst  bat  man  näiu- 
licli  infolge  des  Zusanunenfallens  zweier 
zugeordneten  Projektionsstralilen  einen 
Ordnungsstralil  der  Involution.  l'nd 
auf  der  Hanptseite  liegen  je  drei  \<)U 
den  sechs  Eckpunkten,  also  fallen  in  diese 
Hauptseite  drei  Verbindungsstrahlen. 
nämlich  je  eine  von  jedem  Gegenecken- 
paare zusammen,  und  die  drei  außerhalb 
liegenden  Projektionsstrahlen  sind  alle 
diesem  einen  zugeordnet.  Man  liat  also 
diejenige  Art  der  Involution,  bei  welcher 
die  Eindeutigkeit  verloren  gelit,  indem 
sämtliche  Strahlen  des  in^■(dutorischen 
Büschels  zu  einem  einzigen  zugeordnet 
sind,  nämlich  die  uneigentliche  oder 
parabolische  Lnolution.  —  Es  lassen 
sich  noch  zwei  andere  Einzelfälle  auf- 
stellen, nämlich  die  Lage  des  Projektions- 
scheitels auf  zwei  Nebenseiten  oder 
auf  zwei  Hauptseiten.  Der  erstere 
Fall  liefert  diese  beiden  Nebenseiten  als 
Ordnungsstrahlen  der  Involution,  und 
dazu  noch  ein  8trahlenpaar  nach  dem 
übrigen  Gegeneckenpaare.  Der  letztere 
Fall  ist  gleichbedeutend  mir  dem  Hinein- 
fallen des  Projektionsscheitels  in  eiiienVier- 
seitseckpunkt  selber;  dabei  entstehen  über- 
haupt nur  drei  Projektionsstrahlen, 
nämlich  die  zwei  Hauptseiten  selber  und 
eine  der  Nebenseitf  n.  Und  als  zugeord- 
net zu  letzterem  Projektions^trahl  kann 
jeder  beliebige  Strahl  durch  den  Eck- 
punkt selber  gelten  als  \'erbindungsstrahl 
dieses  Punktes  mit  sich  selber.  Denn 
die  beiden  Seiten  werden  einander  zu- 
geordnet als  ein  Paar  und  dazu  darf 
ein  zweites  Strahlenpaar  beliebig  hinzu- 
treten zur  endgiltigen  liestimnumg  der 
Livolution.  Denkt  man  sicji  diesen  übrig- 
bleibenden beliebigen  Strahl  eltenfalls  in 
eine  der  Seiten  verlegt,  so  hat  man 
wieder  die  uneigentliche  Involution  wie 
oben  bei  dem  auf  einer  Seite  liegen- 
den Projektionsscheitel;  denkt  mau  sich 
denselben  beliebigen  Strahl  so  gelegt, 
daß  er  zusammen  mit  der  Nebenseite  die 
beiden  Seiten  von  einander  trennt  oder 
nicht  ti-ennt,  so  hat  man  die  Inv(dutioii 
ohne  oder  mit  Ordnungsstrahleu. 


—  Offene  Räiiiiie  enthält  das 
Vierseit  im  ganzen  s  ets  acht.  Davon 
stoßen  zwei,  wie  in  Figur  71,  mit 
einer  Seite  an  das  geschlossene 
Viereck  an  und  liefern  Involutionen 
ohne  Ordnung-sstrahlen;  zwei 
andere  stoßen  je  mit  der  einen  S  ite 
an  die  geschlossenen  dreiseitigen, 
auf  einer  anderen  Seite  an  die 
obengenannten  offenen  Räume  an 
und  liefern  aus  beiden  Gründen  Invo- 
lutionen mit  Ordnungsstrahlen, 
ebenso  wie  derjenige  fünfte  Raum, 
welcher  an  beide  Dreiecke  zugleich 
angrenzt.  Es  fehlen  also  nur  noch 
die  drei  offenenScheitelwinkelräume, 
deren  einer  (Fig.  73)  vom  Scheitel- 
winkel des  geschlossenen  Vierecks 
gebildet,  die  andern  (Fig.  74)  je  von 
einem  Scheitelwinkel  der  ge- 
schlossenen Dreiecke.  Durch  üeber- 
führung  des  Projektionsscheitels  aus 
einem  der  angrenzenden  Neben- 
räume ergibt  sich  für  den  ersteren 
das  Auftreten  der  Involution  mit 
Ordnungsstrahlen,  für  die  zwei 
andern  aber  o  li  n  e  O  r  d  n  u  n  g  s  - 
strahlen. 

6)  Man  kann  also  das  Ergebnis 
der  Untersuchung  folgendermaßen 
zusammenfassen : 

Satz  28a.  Die  Strahleninvo- 
lution der  Verbindungsstrahlen 
eines  beliebigen  Punktes  mit  den 
Gegeneckeu  paaren  eines  vollstän- 
digen Vierseits  besitzt  zwei  Ord- 
nungsstrahlen, wenn  der  Pro- 
jektionsscheitel innerhalb  des 
geschlossenen  Viereckraumes  liegt 
oder  durch  eine  gern  d  zahlige 
Überschreitung  von  Seiten  von  dem- 
selben getrennt  liegt;  die  Involution 
l)esitzt  k  e  i  n  e  O  r  d  n  u  n  g s  s  t  r  a  h  1  e  n, 
wenn  der  Projektionsscheitel  durch 
eine  u  n  g  r  a  d  z  a  h  1  i  g  e  Überschrei- 
tung von  Seiten  vom  geschlossenen 
Vierecksraume  getrennt  liegt.  (Vgl. 
Fig.  75.) 
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Erkl.  273.  lii  Aiifi:<"i'»<"  'J-  und  3!)  der  AuiVaiM'nsnumilun.L;-  :m\  Sclilus.se  des 
ersten  Teiles  dieses  Lehrbuches  war  nachgewiesen,  daß  (huch  vier  iierade  Linien 
in)  ganzen  elf  getrennte  Kiuime  in  der  Ebene  erzeugt  werden:  drei  geschlossene  und 
acht  offene.  Diese  Räume  sind  in  Figur  75  ('urch  Buchstaben  bezeiclinet,  nämlich 
n  bis  /..  Ein  geschlossener  Raum  c-  wird  von  allen  vier  Seiten  begrenzt;  in  ihm 
liegt  der  Projektionssclieitel  in  Fig.  70.  An  ihn  grenzi  ii  die  zwei  dreilinig  begrenzten 
offenen  Rännie  ,/  /.  deren  erster  in  Fig.  7 1  den  Projektionsscheitel  enthält.  Ebenso 
grenzen  an  '<  die  beiden  dreilinig  geschlossenen  Räume  «^  f,  deren  erster  in  Fig.  72 
den  Projektinnsscheite!  en.liid!.  Es  folgt  der  einzige  offene  vierlinig  begrenzte  Raum  r,. 
zwei  dreilinig  begrenzte  offen-^  Räume  /;  i^  und  endlicli  die  zweilinig  begrenzten 
offenen  Räume  i  /.  l.  Wegen  deren  verschiedener  Bedeutung  ist  der  Projektions- 
sclieitel   in  Fiii'ur  7;}    im  Kaum   ',    in  Fiüur  74   i  i  Raum  /■    noili   lies<inders   dargestellt. 


ErkL  274.  NOu  den  acht  offenen  Räumen  hängen  Je  zwei  durchs  Unend- 
liche mit  einandci-  zusammen,  nämlich  erstens  fl  mit  /-,  beide  im  Scheitel- 
winkelraum r  /..  zweitens  "/  und  /..  beide  im  Scheitehvinkelraum  «^  /.,  drittens  'C  und  i^ 
beide  im  Scheitelwiid<elraum  «  ',  und  endlich  viertens  i^  und  -V,  beide  im  Scheitel- 
winkelraum 1^  ;-.  Fig.  7")  giebt  für  jeden  der  Räume  die  Bezeichnung,  ob  die 
Verlegung  des  Projektionsscheitels  in  denselben  eine  Involution  mit  oder  ohne 
Ordnungsstrahlen  liefeit.  Die  fünf  durch  Striche  bezeichneten  Räume  «  -'  i, 
r)  I  liefern  Involutionen  ni  i  t  (  hd  n  ii  iigsstrn  li  len,  die  mit  Punktierung  bezeichneten 
Räume  ,'i  y  (W  x  Ä  liefern  lii\  ()hiti(»nen  ohne  Ordnungsstrahlen.  Man  sieht, 
daU  je  zwei  durclis  I  nendliclie  ziisannneidiängende  Räume  gleiche  Involutions- 
art liefern,  da  man  au-;  dem  einen  in  den  anderen  ohne  t'bersclireitung  einer 
Vierecksseite  gelangen  kann.  Nininit  man  je  zwei  solcher  zusammen  als  einen 
Doppelraum,    so    hat   man   in   di-ei    Räumen   ('■.   C  4-   ',    'i  +  -'^  die   hyperbolische. 


in  vier  Räumen   «^, 


y.    die    elliptische    Involution,    auf   den    Seiten 


selb  r    die    paraljolische    und    in    den   Eckpi  nkten  selbst  unbestinnnle  Involution, 
Avofür  jede   der  genannten   gewählt   werden   kann. 

Erkl.  275.  Der  erste  L'mstand,  daß  die  Involution  der  Projeklionsstrahlen  von 
gleicher  Art  l)leibt  bei  beliebiger  Verschiebung  di's  rrojektionssclieitels,  so  lange 
letzterei'  nur  keine  einzelne  Seiteidinie  ülicrsdii-eitet,  zusanimcn  mit  dem  zweiten  l'mstand. 


Tiivohitoi-isclie   T^ezicliiiiiiicii   an   den   KnrvtMi   /weiten   (Jrades. 
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daß  jede  etwa  dureli  den  Projektionssclieitel  gehende  Nebcnseite  einen  Ordnnngsstrald 
liefert,  gestattet  eine  andere  Uestininumg  der  in  beliebigem  ►Scheitel  entstehenden  Involu- 
tionsart als  in  Satz  28a,  Die  in  beliebigem  Proj ektionsseheitel  entstehende 
Strahleninvolution  ist  nämlieh  eine  solche  mit  oder  ohne  Ordnnngs- 
strahlen.  je  nachdem  sich  dieser  Scheitelpunkt  ohne  oder  nur  mit 
Überschreitung  einer  Seitenlinie  so  verschieben  läßt,  daß  er  auf  eine 
Neben  Seite  des  Vierseits  zu  liegen  kommt.  Auch  Fig.  75  zeigt,  daß  die 
gestrichenen  Räume  nur  diejenigen  sind,  durch  welche  die  Nebenseiten  hindurch- 
gehen. Ist  dabei  Verschiebung  des  Scheitels  auf  eine  Nebenseite  möglich,  so  ist 
immer  auch  Verschiebung  auf  zwei  Nebenseiten  möglich,  d.h.  in  den  Schnittpunkt 
zweier  Nebenseiten,  da  ja  ein  Ordnungsstrahl  nie  vereinzelt  auftreten  kann.  .le 
zwei  im  Unendlichen  zusammenhängende  Doppelräume  geliörcn  aucli  in  dieser  Hinsicht 
zusammen,    indem    z.   B.    ',    und    .V    den    Sclmittpunkt    in    i,,   -    und    /    in   '-    besitzen. 


d)    Involutorische    üez  i  e  li  u  iigen   an   den    Kurven   zweiten    Grades. 
Figur   7(J. 

j^  Figur  77. 


Frag-e  67.  Welche  Erweiterung- 
erfahren  die  Sätze  27  und  28,  wenn 
die  Elemente  des  Vierecks  bezw. 
Vierseits  zugleich  als  erzeugende 
Elemente  einer  Kurve  zweiten 
Grades  auftreten  ? 

Erkl.  276.  Die  Sätze  IG  uml  16 a 
des  zweiten  Teiles  dieses  Lehrbuchs 
lauten: 

Die  (lesamtheit  der  Die  Gesamtheit  der 

in    zwei    beliebigen  auf   zwei  beliebigen 

Kurvenpunkten  (hier  Tangenten  (hier  t,  to) 

Si   S2)   dnrch    deren  durch  deren  Schnitt 

Verbindung  mit  allen  mit     allen      übrigen 

übrigenKurvenpunk-  Tangenten  (hier  1);-  bj 

teu   (hier  B3  B4   Qi  (jj      q.,)     gebildeten 

Q2)  gebildeten  Gra-  Punkte  liefert  jedes- 

den  liefert  jedesmal  mal    zwei    projek- 

zwei  projekti-  tivisch    ver- 
visch   verwandte  wandte        Punkt- 
S  r  a  h  1  e  n  1»  ü  s  c  li  e  1.  r  e  i  h  e  n. 


Antwort.  1)  Sind  die  vierEckpunkte 
des  Vierecks  in  Fig.  (14  bis  6'J  zu- 
gleich Kurven  punkte  einer  Kurve 
zweiter  Ordnung,  so  hat  man  ein  der 
Kurve  eingeschriebenes  Vier- 
eck, und  auf  der  Transversale 
liegen  anßer  den  Schnittpunkten 
mit  den  Gegenseitenpaaren  des  Vier- 
ecks auch  zwei  Schnittpunkte  mit 
der  Kurve.  Bezeichnet  man  alle 
Elemente  in  Fig.  76  ganz  wie  in 
Fig.  64  bis  69,  also  die  Eckpunkte 
des  Vierecks  mit  Si  S,,  B3  B4  und 
die  neuen  Kurvenschnittpunkt  ^  mit 
Qi  Q-2,  so  werden  die  vier  Kurven- 
punkte B.s  B4  Qi  Q2  aus  Sj  und  S2 
jedenfalls  durch  zugeordneteStrahlen 
zweier  in-ojektivischen  Büschel  Si 
und  S>  projiziert.  Man  hat  also 
St  (B,  Bi  Q,  Q.)   A  S.  (B,  B,  Q,  Q-.). 
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1*11(1  der  Itereits  in  Antwort  6^^  und  05 
zur  \er\vendun.i;-  ir«  hraelite  8;it'.  6  Vi  in 
Erkl.  315  des  eisten  Teiles  lautet:  Wenn 
zwei  Gruppen  von  je  vier  Klenienten 
zweier  Gebilde  jirojektiviscli  sind,  so 
bleibt  die  Projektivität  aueli  dann  be- 
stellen, wenn  in  einer  der  (Jruj)peu  zwei 
beliebige  Paare  der  Elemente  mit  ein- 
ander  vertauscht   werden. 

Ei'kl.  277.  So  laiiii'e  die  projektiviselie 
Verwandtseliaft  der  Elemente  in  Fiii".  lii 
und  77  ausgedrückt  wird  diircli  die  (mit 
großen  bezw.  kleinen  l>uclistaben  zu 
schreibende)  Formel  B,  C^  Qi  (^2  A  C'i 
B.,  Qi  Qo  hat  die  Beziehung  keinen 
bemerkenswerten  Inhalt,  denn  es  ent- 
sprechen sicli  niclit  die  Gegeneleiiiente 
des  Vierecks  und  aucli  von  den  Elementen 
Q  ist  jedes  einfach  sich  selbst  zugeordnet. 
Aucli  würde  in  dieser  Ve  wandtscliaft 
dem  Strahl  S,  S,,  bezw.  dem  Punkt  (t,  t.) 
die  Tangente  im  andern  Sclieitel  bezw. 
der  Berührungs])unkt  des  anderen  Trägers 
zuzuordnen  sein,  also  nicht  A,  und  A^, 
Nacli  der  Vertauschung-  der  VAe- 
m eilte  der  einen  Gruppe  aber  sind  zu- 
geordnet die  Gegenelemente  des 
Vierecks,  darunter  auch  A,  und  A^,  und 
—  was  die  Hau])tsache  ist  —  dem 
Elemente  Qj  entspriclit  nicht  wieder  Q^ 
sondern  Qo,  und  in  gleicher  Richtung 
entspricht  dem  Element  Q.>  nicht  wieder 
Q2  sondern  Q, .  Und  dadurch  werden 
Qi  Q2  doppelt  entsprechende  Ele- 
mente, liegen  also  involntorisch  ge- 
jiaart. 

p]rkl.  27S,  In  der  nebensteliendeu 
Beweisführung  treten  die  Elemente  A^ 
A.,  a,  a.>  erst  nachträglich  hinzu.  Das 
rührt  Idoß  daher,  daß  die  Beweisführung 
mit  den  Punkten  81  82  liezw.  den 
Kurventangenten  t,  t^  durchgeführt  ist. 
Dasselbe  tritft  zu,  wenn  B-,  B(  bezw. 
b^  b|  gleicherweise  benutzt  werden. 
Würde  man  aber  als  Büsclielsclieitel  in 
Fig.  76  die  Punkte  Sj  und  B;^  oder  82 
und  Bi.  bezw.  als  Träger  in  Fig.  77  die 
Geraden  t^  und  1»;,  oder  t2  und  bj  aus- 
wählen, so  würden  die  Elemente  A  und 
C    bezw.    a  und   c    im     Beweis    auftreten 


Fol^licli  sind  auch  i^rojt'ktivisch 
entspreehend  die  Selnii  ttpunkte 
dieser  Strahlen  mit  der  l'rans- 
versalen,  nämlich  B,  C>  Q,  Q-.  Ä 
Ci  B2  Qi  Q2.  Nun  bleibt  aber  die 
l)r().iektivische  Znordnung  dieser 
Punkte  aufrecht  erhalten,  wenn 
man  au^di  in  der  einen  dieser  beiden 
Punktgruppen  das  Paar  Qi  Q2  und 
zugfleich  das  andere  Punktpaar 
vertauscht.  Dadurch  entsteht 
B,  C2  Q,  Q2  Ä  B2  Ci  Qo  Qi.  Und 
hierin  liegt  ausgesprochen,  daß 
projektivisch  zugeordnete  Punkt- 
paare sind:  zu  Bi  Punkt  B2,  zu  C2 
Punkt  Gl,  zu  Qi  Punkt  Qo  und  auch 
in  derselben  Verwandtschaft  zu 
Q2  rückwärts  wieder  Punkt  Qi. 
Hier  sind  also  Q,  Qo  ein  doppelt 
entsprechendes  Punktpaar  und 
folglich  sind  sämtliche  Punkt- 
l)aare  doppelt  entsprechende,  und 
sie  bilden  eine  Involution.  Der 
von  den  Punktpaaren  Bi  2  Ci  2  ge- 
bildeten Punktinvolution  gehören 
aber  nach  Satz  27  auch  die  Punkte 
Ai  A2  als  zugeordnete  Punkte  an, 
folglich  gesellt  sich  nun  das  Punkt- 
paar Qi  Qo  als  viertes  (involntorisch 
zugeordnetes)  Paar  den  drei  vor- 
handenen Punktpaaren  Ai  2  Bi  o  Ci  2 
noch  hinzu. 

2)  Sind  die  vier  Seitenlinien  des 
Vierseits  in  Fig.  70  bis  74  zugleich 
Kurventangenten  einer  Kurve 
zweiter  Klasse,  so  hat  man  ein  der 
Kurve  um-  bezw.  angeschrie- 
benes Vierseit,  und  durch  den 
Projektionsscheitel  gehen  außer 
den  Projektionsstrahlen  nach  den 
Gegeneckenpaaren  des  Vierseits 
auch  zwei  Tangenten  an  die 
Kurve.  Bezeichnet  man  alle  Ele- 
mente in  Fig.  77  ganz  wie  in  Fig.  70 
bis  74,  also  auch  die  Seiten  des 
Vierseits  mit  ti  t2  b.s  bi  und  die 
neuen  Kurventangenten  aus  S  mit 
Qi  q-i,  so  werden  durch  die  vier 
Kurventangenten  bg  b4  qi  qo  auf 
t|  und  t2  jedenfalls  zugeordnete 
Punkte  zweier  projektivischen  Punkt- 
reihen   ti     und     t2    ausgeschnitten. 


Tnvolutori.sclie  Bezielmnsen  nn  den   Kurven  zweiten  (Tvades. 
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und  B,  ..  1),  -_)  erst  naclitriiglicli  liinzu- 
komraen.  Man  hat  also  viererlei  Aus- 
wahl für  die  DurchfUhruns"  des  Beweises 
und  kann  dafür  im  Voraus  auswählen, 
welche  Elementenpaare  im  Beweis  auf- 
treten sollen  und  welche  nicht.  —  Und 
jedesmal  kann  die  Kurve  zu  den  ge- 
gebenen vier  Elementen  jede  beliebige 
Lage  haben.  Denn  da  eine  Kurve  erst 
durch  fünf  Elemente  eindeutig  bestimmt 
ist,  so  kann  man  zu  den  v  i  e  r  Punkten 
in  Fig.  70  noch  einen  beliebigen  fünften 
Punkt  oder  eine  Tangente  durch  einen 
der  gegebenen  Punkte  wählen,  bezw.  zu 
den  vier  Tangenten  in  Fig.  77  eine 
beliebige  fünfte  (xerade  oder  einen  Be- 
rührungspunkt auf  einer  der  gegebenen 
Tangenten. 

Ei'kl,  279.  Das  von  den  Kurveu- 
s<-hnittpunkten  auf  der  Transversalen 
bezw.  \on  den  Kurventangenten  aus  dem 
Projektionsscheitel  gebildete  Elementen- 
paar ordnet  sich  selbstverständlich  ein 
in  diejenige  Involutionsart,  welche  durch 
die  Sätze  27a  und  28a  bestimmt  ist. 
Daher  muß  in  Fig.  76,  wo  die  Paare 
Ai  2  Bi  2  C^  2  wie  in  Fig.  (i4  einander 
nicht  trennen,  auch  das  Punkti)aar  Qi  9 
als  ein  ungetrenntes  Paai-  erscheinen. 
Ebenso  sind  in  Fig.  77  die  Strahlenpaare 
aj  2  hl  2  c,  2  wie  in  Fig.  70  un ge- 
trennt, folglich  wird  auch  das  Tangen- 
tenpaar qi  2  eiiT^  ungetrenntes  Strahlen- 
paar, indem  das  Paar  aj  2  gjmz  inner- 
halb q,  2.  die  Paare  bi  9  Ci  2  ganz  außer- 
halb (|,  2  liegen.  Dagegen  ist  in  Fig.  78, 
welche  nach  Fig.  65,  und  in  Fig.  79, . 
welche  nach  Fig.  71  hergestellt  ist, 
jedes  Paar  A^  9  Bi  2  C,  2  bzw.  a,  9  bi  2 
Gl  2  durch  jedes  andere  Elementenpaar 
innen  und  außen  getrennt,  und  daher 
liegt  auch  in  Fig.  78  das  Punktpaar 
Qi  2  iiiid  in  Fig.  79  das  Strahlenpaar 
qi  2  st),  daß  es  von  jedem  anderen 
Strahlenpaar  innen  und  außen  getrennt 
wird,  bezw.  daß  dieses  Elementenpaär 
selber  jedes  andere  innen  und  außen 
trennt. 

Ei'kl.    280.       Wird    in    Fig.    70    die 
Transversale    so    viel    weiter    nach  unten 


Man  hat  also  t,  (b,s  l)i  q,  qa)  A  U 
(b:s  bj  qi  q9).  Folglich  sind  auch 
projektivisch  ents])rechend  die  Pro- 
jektionsstrahlen nach  diesen  Schnitt- 
punkten aus  dem  Scheiteis,  nämlich 
bi  C2  qi  q2  A  c,  b2  qi  q2.  Nun  bleibt 
aber  die  projektivische  Zuordnung' 
dieser  Strahlen  aufrecht  erhalten, 
wenn  man  auch  in  der  einen  dieser 
beiden  Strahlengruppen  das  Paar 
qj  qo  und  zugleich  das  andere 
Strahleni)aar  vertauscht.  Da- 
durch entsteht  bi  C2  qi  q2  A  b2  c^ 
q9  qi.  Und  hierin  liegt  ansge- 
S])rochen,  daß  projektivisch  zuge- 
ordnete Strahlenpaare  sind:  zu  bi 
Strahl  b2,  zu  c^  Strahl  Ci,  >u  qi 
Strahl  q2,  und  auch  in  derselben 
Verwandtschalt  zu  q9  rückwärts 
wieder  Strahl  qi.  Es  sind  also  qi 
q2  ein  doppelt  entsprechendes 
Strahlenpaar,  un  I  folglich  sind 
sämtliche  8  1 1-  a  h  1  e  n  ])  a  a  r  e 
doppelt  entsprechend,  und  sie  bilden 
eine  Involution.  Dei-  von  den 
Strahlenpaaren  bi  2  ^'i  •.>  gebildeten 
Strahleninvolution  gehören  aber 
nach  Satz  28  auch  die  Strahlen 
ai  a2  als  zugeordnete  Strahlen  an, 
folglich  gesellt  sich  nun  das  Strahlen- 
paar qi  q2  als  viertes  involutorisch 
zugeordnetes  Paar  den  drei  vor- 
handenen Strahlen  paaren  a,  ■>  bj  9 
Ci  2  noch   liinzn. 

3)  Nun  können  aber  durch  die- 
selben vier  PiTukte  S,  S2  Bs  B4 
des  Vierecks  in  Fig.  76  beliebig 
viele  umgeschriebenen  Kurven  zwei- 
ter Ordnung  gehen,  und  ebenso 
können  an  dieselben  vier  Tangen- 
ten ti  ty  hs  bi  des  Viersei ts  in 
Fig.  77  beliebig  viele  ein-  bezw. 
angeschriebene  Kurven  zweiter 
Klasse  gelegt  werden,  —  und  bei 
jeder  dieser  Kurven  gilt  für  die 
Scheitelpunkte  Qi  9  ■  bezw.  für  die 
Tangenten  qi  2  dieselbe  involutori- 
sche  Einordnung  unter  die  Elemen- 
tenpaare der  durch  die  Gegenseiten- 
paare bezw.  die  Gegeneckenpaare 
im  Voraus  festgelegten  In volu- 
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verlegt,  daß  sie  die  Kurve  uiclit  mehr 
in  zwei  Punkten  Qj  Q.>  schneidet,  sondern 
in  einem  Puid<;te  berührt,  s(»  fallen  zwei 
involutoriseh  zugeordnete  Punkte  in  einen 
Dojjpeliiunkt  zusa  i  men,  <ler  \  ereinigte 
Berührungspunkt  Q,  ■>  wird  zu  einem 
Ordnungspunkt  der  lu\(duti(in.  Liegt 
die  Transversale  in  Fig.  7ü  noch  weiter 
ab,  so  daß  sie  die  Kurve  gar  nicht  mehr 
triti't,  so  liat  sie  gar  keine  Scliuittpunkte. 
Man  spricht  dann  wohl  auch  in  der  pro- 
jektivischen  Geometrie  von  imaginären 
oder  idealen  Schnittpunkten  einer  außer- 
halb der  Kurve  \  erlnufeiulen  Transversale 
mit  der  Kurve,  bezw.  von  einem  imaginären 
oder  idealen  Punkti)aar  der  Involution, 
als  dessen  Verbindungsgerade  eben  die 
'J'ransversale,  d.  h.  eine  reelle  Gerade  auf- 
gefaßt wird,  welche  der  Träger  der 
iuvolutorischen  Punktreihe  ist.  In  An- 
lehnung an  Satz  27a  ündet  man,  daß  in 
Fig.  78,  wo  die  luvcdution  keine  reellen 
Ordnungselemente  hat,  auch  wirklich  die 
Gerade  gar  niclit  so  gelegt  werden. kann, 
daß  sie  die  Kurve  berührt  —  oder  um- 
gekehrt: daß  durch  die  vier  Grund- 
punkte des  Vierecks  in  Fig.  7S  (oder 
G5,  67,  69)  gar  keine  Kurve  gelegt 
werden  kann,  welche  jene  Transver- 
sale berührt.  Anderseits  aber  gibt  es 
in  Fig.  76  (bezw.  64,  60,  68)  zwei 
Ordnungspunkte  der  In\  (dution,  und 
daher  gibt  es  unter  allen  dui-ch  die  vier 
(Jrundpunkte  d' r  Fig.  76  (l)ezw.  64,  66, 
6.S) gehenden Kur\en  gerade  zwei,  welche 
die  dort  gegebene  Transversale  be- 
rühren: eben  in  je  einem  der  Ordnungs- 
puukte  der  Involution.  Die  eine  Kurve 
wird  eine  Ellipse  sein,  nur  wenig  ver- 
schieden von  der  in  Fig.  76  vorhandenen; 
die  andere  wird  eine  Hyi)crbel  sein, 
deren  einer  Ast  oberhalb  der  Transversalen 


tionen  auf  der  sclmeideiulen Trans- 
versalen l)ez\v.  in  dem  projicieren- 
deii   Sclieitelpiinkte. 

4)  Man  crliiilt  also  folgenden 
wichtigen,  gewöimlich  nach  seinem 
Entdecker  Desargues  (1639)  be- 
nannten Doi)])elsatz  für  Viereck  und 
Vierseit. 

Satz  29.  Die  zwei  Satz  30.  Die 
Schnittpunkte  zwei  Tangenten 
einer  beliebigen  aus  einem  belie- 
Schnittgeraden  bigen  Scheitel- 
mit  jeder  durch  punkte  an  jede 
die  vier  Haupt-  die  vier  Haupt- 
ecken eines  voll-  selten  eines  voll- 
s  ändigen  Vier-  ständigen  Vier- 
ecks hindurch  seits  berührende 
gehenden  Kurve  Kurve  zweiter 
zweiter  Ordnung  Klasse  bilden  ein 
bilden     ein      zu-   zugeordnetes 

geordnetes      S  t  r  a  h 1 e  n  p  a  a  r 


P  u  n  k  t  e  p  a  a  rder- 
sell)en      P  u  n  k  t  - 

Involution, 

welche  auf  dieser 

Transversalen 


derselben  Strah- 
len Involution, 
welche  in  diesem 
Scheitel  durch 
seine  Verbin- 


durch  ihreSchnitt-   dungsgeraden  mit 
l)unkte    mit    den   den  Gegen- 

Gegenseiten-  e  c  k  e  n  p  a  a  r  e  n 
paaren  des  voll-  des  vollständigen 
ständigen  Vier-  \"ierseits  be- 
ecks  bestimmt  stimmt  wird.  — 
wird. —  Berührt  Liegt derScheitel- 
die  Transversale  punkt  a  u  f  der 
die  Kurve,  so  wird  Kurve,  so  wird 
ihr  Berührungs-  seine  Tangente 
l)unkt    zu    einem 

C)  r  d  n  u  n  g  s  - 
])  u  n  k  t     der    In- 
volution. 


zu  einem  O  r  d  - 
n  u  n  g  s  s  t  r  a  h  1 
der  Involution. 


durch   die  vier  Eckpunkte  geht,  während 

der  andere  die  Transversale  von  unten   her  zwischen  C^  und  Co  berührt.     In  Fig.  66 

und   68  sind   es  je  zwei   lly])erbeln,    welche  die  Transvale   in  den  Ordnungsi)niüden 

berühren. 


Erkl.  2S1.  Deida  man  sich  in  Fig.  77  den  Pn.jektionsscheitel  in  denselben 
Außenraura  verlegt,  welcher  die  Kurve  selber  enthält,  und  in  welchen)  nacli  Fig.  75  u 
die  gleiche  Art  von  Strahleninvolution  entsteht,  wie  Fig.  77  selbst  aufweist,  so 
kann  der  Scheitel  S  so  nahe  an  die  Kurve  heranrücken,  daß  er  keine  zwei  Tan- 
genten mehr  gestattet,   s.iudein  nur  noch  eine  einzige,  indem  8  selbst  zum  Kurvenpuukt 
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wird.  Dann  fallen  zwei  involuturiseli  zugeordnete  Strahlen  in  einen  Doppelstralil 
zusammen,  die  vereinigte  Berührungsgerade  qi  2  wird  zu  einem  Ordnungsstrahl 
der  Involution,  Rückt  der  Scheitelpunkt  vollends  in  die  Kurve  hinein,  so  gestattet 
er  überhaupt  keine  Tangenten  mehr  au  die  Kurve.  Man  spricht  dann  wohl  auch 
in  der  projektivischen  Geometrie  von  imaginären  oder  idealen  Tangenten  aus  einem 
innerhalb  der  Kurve  liegenden  Punkte  an  die  Kurve,  von  einem  imaginären  oder 
idealen  Strahlenpaar  der  Involution,  als  dessen  Schnittpunkt  eben  der  Scheitel- 
punkt, d.  h.  ein  reeller  Punkt  aufgefaßt  wird,  welcher  der  Scheitel  des  involutorischen 
Stralilenbüschels  ist.  In  Anlelnning  an  Satz  28a  findet  man,  daß  in  Fig.  79,  so  lange 
die  Involution  keine  reellen  Ordnungselemente  hat,  auch  wirklich  der  Scheitelpunkt 


Fisrur   78 


S  gar  nicht  so  gelegt  werden  kann,  daß  eine  dem  Vierseit  angeschriebene  Kurve 
durch  ihn  hindurchgeht,  —  oder  daß  den  vier  Tangenten  der  Fig.  79  (oder  71, 
72,  74)  gar  keine  Kurve  ein-  oder  angeschrieben  werden  kann,  welche 
durch  jenen  Scheitel  geht,  bezAv.  welche  in  die  Räume  ß  y  d  t  •/.  k  der  Fig.  75 
hineinkommt.  Anderseits  aber  gibt  es  in  Fig.  77  (bezw.  70,  73)  zwei  Ordnungs- 
stralilen  der  Involution,  und  daher  gibt  es  unter  allen  die  vier  Tangenten  der 
Fig.  77  (7<),  73)  berührenden  Kurven  gerade  zwei,  welche  durch  den  dort 
gegebenen  Scheitelpunkt  liindurcligehen,  eben  mit  der  Tangentenrichtung  je 
eines  der  Ordnungsstralilen  der  Involution.  Die  eine  Kurve  ist  in  Fig.  77  und  70 
eine  sehr  schmale  Ellipse,  welche  aufrechtstehend  in  den  Winkeln  (ti  !>)  und  (by  bj) 
berührt  und  den  zwischen  a^  und  a2  verlaufenden  Ordnungsstrahl  zur  Tangente  hat; 
die  andere  Kurve  ist  eine  minder  schmale  Ellipse,  welche  querliegend  in  den 
Winkeln  (ti  b;;)  und  (t2  b4)  berührt.  In  S  hat  je  eine  davon  einen  der  Ordnungs- 
stralilen der  Involution  zur  Tangente.  In  Fig.  73  sind  beide  Kurven  Hyperbeln, 
eine  äußerst  schmale,  welche  in  den  Winkeln  ganz  bei  S3  und  S^  berührt  und  den 
zwischen  c,  und  Co  verlaufenden  Ordnungsstrahl  zur  Tangente  hat,  die  andere 
ziemlich  flache  hat  den  anderen  Ordnungsstrahl  in  S  zur  Tangente. 
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Fra^e  68.  Zu  welclion  Ergebnissen  führt  eine  Beliandhmg  der 
vorigen  Sätze  29  und  30  nach  der  Art  der  Ül)ert'ührung  dei-  Sätze  von 
Paskai  nnd  Brianchon  vom  Sechseck  ani'  andere  Vieleckef 


Fia-ur  SO. 


Fiffur  <S1. 


Erkl.  282.  Will  man  den  nachstehenden  Beweis  nicht  als  Grenzübergang 
sondern  in  selbständigem  Aufbau  durehführen.  so  wird  man  wieder  die  projektivischen 
Gebilde  verwenden,  durch  welche  die  Kurve  erzeugt  wird,  indem  man  berück- 
siclitigt,  daß  dem  Verbinduiigsstrahl  zweier  Büsclielscheitel  die  Tangente  bezw.  dem 
Trägerschnittpunkt  der  Berührungspunkt  zugeordnet  werden  muß,  nämlich  B  mit  S^ 
oder  So  bezw.  b  mit  tj  oder  t2.  So  wird  in  Fig.  80  mittels  der  Scheitel  S^  und  B 
entstehen  Sj  (S3  B  Qi  Q.,)  A  B  (ß.,  B  Q^  QA,  also  auf  der  Transversalen  A.,  C^ 
Qi  Q2  Ä  0-2  Ai  Qi  Q2;  letztere  Gruppe  durch  paarweise  Elementenvertauschung 
Ä  Ai^C.  qI  Qn  also' diese  Gruppe  Ai  Co  Qo  Q^  A  Ä.  (\  Q,  (,».,.  d.  h.  Qi  Qo 
involutorisch  doppelt  entsprechend.  Ebenso  wird  in  Fig.  81  mittels  Träger  ti  und  b 
entstehen  t,  (t,  b  q^  q^)  A  b  (t,  b  qi  q^),  also  im  Scheitel  S:  a.^  Co  q^  qo  A  Ci  a^ 
q^  qa ;  letztere  Gruppe  durch  paarweise  Elementenvertauschung  7\  aj  c,  q^  qi  ;  also 
diese  Gruppe  ai  Ci  q2  qi  A  ao  C2  qi  q2,  d.  li.  i\y  ([2  imdlutorisch  doppelt  ent- 
sprechend. 


Antwort.  1)  Läßt  man  in  Fig  76 
bezw.  78  zwei  benachbarte  Punkte 
des  Vierecks  auf  der  Peripherie  der 
Kurve  zusammenrücken,  so  nähert 
sich  die  Länge  der  Sehnenstrecke 
immer  mehr  dem  Werte  Null,  und 
die  Sekante  wird  beim  Zusammen- 
fallen der  beiden  Knrvenpunkte 
zur  Tangente  im  Punkte  B^  1.  Die 
Sekanten  von  S^  und  So  nach  B-,  und 
B4,  welche  bisher  die  Punkte  Bi  o 
Ci  2  getrennt  geliefert  hatten,  fallen 
zusammen  und  ergeben  nur  noch 
die  Punkte  Ci  und  Co,  indem  Bi 
mit  Ci  und  B2  mit  C2  zusammen- 
gerückt ist.  Dabei  bleiben  aber  die 
Punktpaare  Ai  ■>,  Ct  o,  Qi  o  wie  zu- 
vor involutorisch  gepaart,  und  man 


1)  Läßt  man  in  Fig.  77  bezw.  79 
zwei  ])enaclibarte  Seitenlinien  des 
Vierseits  längs  der  Peripherie  der 
Kurve  zusammenrücken,  so  nähert 
sich  die  Größe  des  Tangentenwinkels 
immer  mehr  dem  Werte  0"  bezw. 
180",  und  der  Tangentenschnittpunkt 
wird  beim  Zusammenfallen  der 
beiden  Tangenten  zum  Kurven- 
berührungspunkt auf  der  Tangente 
b:i  4.  Die  Schnittpunkte  a'ou  ti  und 
to  mit  b:?  und  bi,  welche  bisher  die 
Strahlen  b,  o  Ci  ,.  getrennt  geliefert 
hatten,  fallen  znsanmien  und  er- 
geben nur  nocli  die  Strahlen  Ci  und 
Co,  indem  bi  mit  c,  und  bo  mit  Co 
zusammengerückt  ist.  Dabei  bleiben 
aber  die  Strahlen])aare  ai  ■>  C\  o   Qt  o 
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erhält  (Fig.  80)  den  Satz  von 
Desargues  fürs  Dreieck  nebst  Tan- 
gente : 


Satz  29a.  Die  zwei  Schnitt- 
punkte einer  beliebigen  Schnitt- 
geraden mit  jeder  Kurve  zweiter 
Ordnung,  welche  durch  die  drei 
Eckpunkte  eines  gegebenen  Drei- 
ecks hindurchgeht  und  in  einem 
derselben  eine  gegebene  Gerade 
berührt,  bilden  ein  zugeordne- 
tes Punktpaar  derselben  Punkt- 
involution, welche  auf  dieser 
Transversalen  bestimmt  wird  durch 
die  beiden  zugeordneten  Punktpaare 
ihrer  Schnitt])unkte  mit  der  gege- 
benen Tangente  und  deren  Gegen- 
seite sowie  mit  den  beiden  übrigen 
Seiten  des  Dreiecks.  —  B  e  r  ü  h  r  t 
die  Transversale  die  Kurve,  so  wird 
ihr  Berührungspunkt  zu  einem 
Ordn  ungspu  nkt  dieser  Involution. 


wie  zuvor  involutorisch  gepaart,  und 
man  erhält  (Fig.  81)  den  Satz  von 
Desargues  fürs  Dreieck  nebst  Be- 
rührungsi)unkt : 

Satz  3()a.  Die  zwei  Tangenten 
aus  einem  beliebigen  Scheitel- 
punkte an  jede  Kurve  zweiter 
Klasse,  welche  die  drei  Seiten  eines 
gegebenen  Dreiseits  und  davon  die 
eine  in  einem  gegebenen  Punkte 
berührt,  bilden  ein  zugeordnetes 
Strahlenpaar  derselben  Strali- 
leninvolution,  welche  in  diesem 
Scheitelpunkte  bestimmt  wird  durch 
die  beiden  zugeordneten  Strahlen- 
paare seiner  Verbindungsgeraden  mit 
dem  gegebenen  Berührungspunkte 
und  dessen  Gegenecke  sowie  mit  den 
beiden  übrigen  Ecken  des  Dreiseits. 
—  Liegt  der  Scheitelpunkt  auf  der 
Kurve,  so  wird  seine  Tangente 
zu  einem  Ordnungsstrahl  dieser 
Involution. 


Fiüur  S2. 


2)  Läßt  man  in  Fig.  80  auch  noch 
die  beiden  übrigen  Ecki)unkte  des  ur- 
sprünglichen Vierecks  auf  der  Peri- 
pherie der  Kurve  zusammenrücken, 
so  muß  auch  deren  Sehne  in  eine 
Kurven  tan  genteübergehen,sobald 
die  beiden  Eckpunkte  in  eine  n 
Kurvenpunkt  zusammenfallen.  Da- 
bei fallen  aber  auch  die  beiden  bis- 
her getrennt  laufenden  Dreieckseiten 
S,  B3  und  S,  B,  der  Fig.  80  in 
eine  Gerade   zusammen,    und    die 


2)  Läßt  man  in  Fig.  81  auch  noch 
die  beiden  übrigen  Seiten  des  ur- 
sprünglichen Vierseits  längs  der 
Peripherie  der  Kurve  zusammen- 
rücken, so  muß  auch  deren  Schnitt- 
punkt in  einen  Kurvenpunkt  ül)er- 
gehen,  sobald  die  beiden  Geraden 
in  eine  Tangente  zusammenfallen. 
Dabei  fallen  aber  auch  die  beiden 
bisher  getrennt  liegenden  Dreiecks- 
punkte ti  bs  und  to  hg  der  Fig.  81 
in    einem    Punkt   zusammen,    und 


164 


ProjektiviscIiP   (iicuorc)   (Jooinotrio.      III.   Teil. 


beidiMi  von  ihnen  ausgeschnittenen 
Punkte  Ci  :..  der  Involntion  rücken 
zu  einem  Dop])elpun  kte  Ci  ..  zu- 
sammen. Man  erhält  also  (Fig.  82) 
den  Satz  von  Desargues  für  die 
Sekante  nebst  Berüliruiigstangente: 

Satz  291).  Die  zwei  Schnittpunkt e 
ein  er  b  e  1  i  e  b  i  g  e  n  S  c  h  n  i  1 1  g  e  r  a  d  e  n 
mit  jeder  Kurve  zweiter  Ordnung, 
welche  in  zwei  gegebenen 
Punkten  zwei  gegebene  Ge- 
rade berührt,  bilden  ein  zuge- 
ordnetes Punkt  paar  derselben 
Punktinvolution,  welche  auf  dieser 
Transversalen  bestimmt  wird  durch 
ihre  Schnitti)unkte  mit  den  beiden 
gegebenen  Tangenten  als  ein  zu- 
geordnetes Punktpaar,  und  ihren 
Schnittpunkt  mit  der  Berührungs- 
sehne  der  beiden  gegebenen  Punkte 
als  Ordnungspunkt.  —  Berührt 
die  Transversale  die  Kurve,  so  wird 
ihr  Berührungspunkt  zum  zwei- 
ten Ordnungspunkt  dieser  Invo- 
lution.    (Fig.  84.) 


die  beiden  nach  ihnen  führenden 
zugeordneten  Strahlen  c,  o  der  In- 
volution rücken  zu  einem  Dopi)el- 
strahl  c,  j  zusammen.  Man  erhält 
also  (Fig.  83)  den  Satz  vonDesargues 
für  den  äußeren  Punkt  nebst  Be- 
rührungssehne: 

Satz  30 b.  Die  zwei  Tangenten 
aus  einem  beliebigen  Scheitel- 
l)unkt  an  jede  Kurve  zweiter  Klasse, 
welche  zwei  gegebene  Gerade 
in  zwei  gegebenen  Punkten  be- 
rührt, bilden  ein  zugeordnetes 
Strahlenpaar  derselben  Strahlen- 
involution, welche  in  diesem  Scheitel- 
punkt bestimmt  wird  durch  seine 
Verbindungsstrahlen  mit  den  ge- 
gebenen Berührungsi)unkten  als  ein 
zugeordnetes  Strahlenpaar,  und 
seinen  Verbindungsstrahl  mit  dem 
Schnittpunkt  der  beiden  gegebenen 
Tangenten  als  Ordnungsstralil. 
—  Liegt  der  Scheitelpunkt  auf 
d  e  r  K  u  r  v  e ,  so  w i  rd  seine  Ta n gente 
zum  zw^eiten  Ordnungsstralil 
dieser  Involution     (Fig.  85.) 


Figur  .s4. 

Erkl.  2S3.  Die  Sätze  2'.hi  iiml  :\üi\  gelten  selbstx  erstiindlicli  audi  für  die 
T.•nl,^■ente  in  jedem  anderen  Eckpunkt  des  Dreieck«  Fig.  80  und  für  den  BerUlirungs- 
l)unkt  auf  jeder  anderen  Seite  des  Dreiecks  Flg.  81.  Dann  bleiben  aber  die  an 
Fig.  <S()  und  <S1  bezeiclnieten  Elemente  A^.,  (\  ,  bezw.  a,  ■>  c,  .  niclit  zugeordnet, 
sondern  es  würden  in  Fig.  SO  (^i  ._,  zugeordnete  Punkte  einer  zweiten  Involution 
mit  den  Funktpaaren  A.,  ('2  mid  (',  mit  dem  Schnittpunkt  der  Tangente  in  S.,,  bezw. 
einer  dritten  Involution  mit  den  l'unkt])aarcn  A^  C]  und  Co  mit  dem  Sdinittpunkt 
der  Tangente  in  S,.  Tnd  in  Fig.  <^1  würden  (i,  (|._.  zugeorcbiete  Strahlen  einer 
zweiten  In\'(dution  mit  den  Straldenpaaren  a2  c^  und  C]  mit  dem  Strahl  zum  He- 
rülirungspunkt  auf  tj,  bzw.  einer  di-itten  Involution  mit  den  Strahlenpaaren  a2  c,  und  C2 
mit  dem  Strahl  zum  ßerülirungspnnkt  auf  t,.  —  In  den  Sätzen  29  und  oO  war  also 
stets  Qi  2  bezw.  (j^  2  «^1«  ei"  viertes  Paar  zu  drei  vorhandenen  Elemcntenpaaren  der- 
selben Involution  hinzugetreten,  welches  bei  Jedei-  Vertauschung  der  gegebenen  Kurven- 
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eleniente  wiederkelirte ;  in  Satz  :21>a  und  30a  tritt  Qi  ^  'h  2  >^t('U  nur  als  ein  drittes 
zu  zwei  vorliandenen  l^lenicntenpaaren  hinzu  von  je  einer  der  drei  Involutionen, 
welche  durch  Vertauschunj;'  der  Kurveneleniente  entstehen  kcinnen.  Aber  sowohl  die 
vier  Kurvenpunkte  der  Fig.  76,  78  bezw.  die  vier  Kurventan,i;'enten  der  Fig.  77,  79, 
als  auch  die  drei  Kurvenpunkte  nebst  einer  Tangente  in  Fig.  80  bezw.  die  drei 
Kurventangenten  nebst  einem  Berührungspunkt  in  Fig.  8l  bestimmen  eine  einfach 
unendliche  Anzahl  von  Kurven,  aus  welchen  mir  durch  llinzunahnie  eines  passend 
gewählten  fünften  Elementes  die  einzelne  Kurve  bestimmt  herausgehoben  wird. 

Erkl.  284.  Entsprechend  den  Ausführungen  der  Erklärungen  28()  und  281 
findet  man,  daß  in  Fig.  80  zwei  Ordnnngsp  unkte  der  Involution  bestehen,  einer 
zwischen  Qj  Q2,  der  andere  zwischen  (\  (%,  und  daß  daher  zwei  Kurven  mit 
den  gegebenen  Elementen  miiglicli  sind,  welche  die  gewählte  Transversale  be- 
rüliren.  Die  eine  ist  eine  von  der  gezeichneten  nicht  selir  verschiedene  Ellipse, 
welche  zwisclien  Qi  Q.j  beriUirt,  die  andere  eine  Hyperbel,  deren  einer  Ast  hin- 
durchgeht durch  Si  S2  Bi,  im  letzteren  Punkte  die  gegebene  Tangente  By  A,  be- 
rührend, während  ihr  zweiter  Ast  die  Transversale  zwischen  (\  und  ("9  von  unten 
her  berührt.  Analog  gibt  es  in  Fig.  81  zwei  Ordnungsstrahlen  der  Involution, 
einen  zwischen  a^  ao,  den  anderen  im  Nebenwinkel  von  i{^  i[.,.  Daher  gibt  es 
aucli  zwei  Kurven  mit  den  gegebenen  Elementen,  welche  durch  den  gewäldten 
Scheitelpunkt  hindurchgehen.  Die  eine  ist  eine  Ellipse,  aus  der  in  Fig.  81 
gezeichneten  durch  Erweiterung  nacli  unten  zu  erhalten,  welche  in  S  eine  Tangente 
im  Nebenwinkel  von  q^  (j.>  besitzt;  die  andere  eine  Hyperbel,  deren  unterer  Ast 
in  S  eine  zwischen  aj  und  a2  verlaufende  Tangente  und  b  im  gegebenen  Punkte 
berührt,  während  ihr  <il)erer  Ast  im  oberen  Scheitelwinkelraume  von  t,    to   verläuft. 

Erkl.  285.  Will  man  Satz  29b  und  30b  ohne  (!ren/übergang  direkt  be- 
weisen, so  wählt  man  in  Fig.  82  als  Scheitel  die  beiden  Berührungspunkte  S  und  B 
und  erhält:  S  (B  S  Q,  Q.,)  A  B  (B  S  Q^  Qo),  also  C  A.  (ii  Q,,  Ä  A^  C  Q^  Q-, 
A  C  Ai  Qi  Q.j,  folglich  Q,  Q2  in\-olutorisch  doppelt  entsprechend,  und  daljei  C 
selbstentsprechender  Doppelpunkt.  Ebenso  wird  in  Fig.  83  mit  Trägern  t  und  b 
entstehen:  t  (b  t  q^  (I2)  A  b  (b  t  q^  (y),  also  c  a2  q^  q^  A  a,  c  q^  q2  A  c  aj  (I2  qi, 
folglicli  (|,  ([2  involutorisch  doppelt  entsprechend,  und  dal)ei  c  selbstentsi)rechender 
Do])pelstrahl.  Daliei  treten  Q^o  bezw.  q^  2  ^ils  ein  neues  Elementeupaar  hinzu  zu 
der  durch  ein  Elementenpaar  und  ein  Ordnungselement  bestimmten  Involution  auf 
der  Transversale  bezw.  im  Scheitel.  Und  durch  die  in  beiden  Sätzen  29bundo()b 
gleicherweise  auftretenden  Kurvenelemente  (TP)  (TP)  (vergl.  Erkl.  109  und  121 
des  II.  Teils)  ist  Avieder  eine  einfach  unendliche  Mannigfaltigkeit  von  Kurven 
bestimmt,  aus  welcher  die  einzeln  vorliegende  Kurve  durch  ein  passend  hinzu- 
gewähltes Element  herausgehoben   wird. 

Erkl.  286.  Das  fünfte  Kurvenelement  zu  (P  T)  (P  T)  pflegte  nun  aber  bisher 
bei  der  Ordnungskurve  ein  Kurvenpunkt,  bei  der  Klassenkurve  eine  Tangente  zu  sein. 
Die  Figuren  82  und  83  ermöglichen  nunmehr  auch  Vertauschung  dieser  beiden 
Elemente.  Da  nämlich  in  Fig.  82  die  Punktinvolution  auf  der  Transversalen  zum 
vorhandenen  Ordnungspunkt  (\  .,  nur  noch  einen  zweiten  haben  kann,  so  gibt 
es  nur  eine  Kurve  zweiter  Ordnung,  welche  in  S  und  B  die  gegebenen  Tangenten 
und  außerdem  auch  die  gegebene  Transversale  berührt,  und  letztere  Berührung 
muß  im  zweiten  Ordnungspunkt  der  Involution  stattlinden.  Ebenso  hat  die  Strahlen- 
involution im  Scheitel  S  der  Fig.  83  neben  c^  2  n^n"  n'Jtdi  einen  zweiten  Ordnungs- 
strahl, es  gibt  also  nur  eine  Kurve  zweiter  Klasse,  welche  t  und  b  in  den  gegebenen 
Punkten  berührt  und  außerdem  durch  S  geht,  und  letztere  B(>rührung  muß  tlen 
zweiten  <  >r(lnungsstrahl   der  Involution  als  Tangente  haben. 
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Erkl.  287.  IMit  dieser  letzteren  Überlegung  konnnt  man  aber  auf  den  in 
Fig".  sj  und  sy  dargestellten  Schlußsatz  der  Sätze  L^!>b  und  Wh.  Dieser  Satz 
enthält  keine  neuen  Tatsachen,  sondern  bildet  eine  Verknüpfung  des  vorliegenden 
Gegenstandes  mit  schon  früher  bekannt  gewordenen  Dingen.  Dati  nändich  in 
Fig.  H4  C  und  Q  Ordnungspunkte,  c  und  ((  Ordnungsstrahlen  der  Involutionen  sind, 
heißt  nach  Satz  24  nichts  anderes,  als  daß  (-  (}  durch  Aj  A.,  bezw.  c  ([  durch 
a,  ao  harmonisch  getrennt  Averden.  Und  bereits  in  Hrkl.  165  bezw.  Fig.  ö:)h  des 
II.  l'eils  war  auf  anderem  AVege  nachgewiesen  worden,  „daß  der  l!erührungs|»uid\t  einer 
Tangente  vierter  harmonischer  Punkt  ist  zu  ihren  Schnittpunkten  mit  zwei  anderen 
Tangenten  und  der  Berührungssehne  der  letzteren."  Und  dasselbe  Ergebnis  in 
dualistischer  Gegenüberstellung  ergab  sich  in  den  Sätzen  der  Erkl.  209  des  II.  Teils 
als  Al)leitung  aus  den  Sätzen  von  Paskai  und  Brianchon  für  Dreieck  und  Dreiseit. 
So  hat  man  an  den  hier  folgenden  Figuren  SG  —  <S8  an  einem  Kreis  (Fig.  8G),  einer 
Hyperbel  (Fig.  S.s)  und  einem  beliebigen  Kurvenbogen  (Fig  87)  vereinigt  die  beiden 
Erscheinungen:  1>  daß  auf  jeder  Seite  des  um-  bezw.  angeschriebenen  Drei- 
ecks G  H  J  der  vierte  harmonische  Punkt  zu  Eckpunkten  und  Berührungsj)nnkt 
durch  die  Berührungssehne  der  beiden  anderen  Seiten  ausgeschnitten  wird,  2)  daß 
in  jeder  P^cke  des  eingeschriebenen  Dreiecks  ABC  der  vierte  harmonische  Strahl 
zu  Seiten  und  Kur^■entangente  durch  die  Verbindungsgerade  nach  dem  Schnittpunkte 
der  Tangenten  in  den  beiden  übrigen  Ecki)unkten  gebildet  wird. 


Fio-ur  8G. 
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Frage  69.  Was  für  involiitorisclie 
Eigenschaften  der  Kurven  ergeben 
sich  ans  den  Polaritätsbeziehun- 
gen der  in  bezug  auf  eine  beliebig 
gewählte  Grundkurve  k  o n j  u  g i e  r - 
ten  Elemente? 

Erkl.  288.  In  Fiy-.  89  ist  p  =  tj  o 
Polare  zu  P,  und  umgekehrt  P  Pol  zu 
p,  weil  P  Seimittpunkt  und  p  Berührungs- 
sehne  der  Tangenten  x  und  y  ist;  in 
Fig.  90  ist  ebenso  wie  in  Fig.  89  p 
Polare  zu  P  und  P  Pol  zu  p,  M^eil  P  die 
eine  Nebenecke  und  p  Verbindungsgerade 
der  anderen  Nebeneeken  ist  im  einge- 
schriebenen Viereck  der  Punkte  S^  S-j 
A  U  oder  Si  S.>  B  V.  Aus  derselben 
letztgenannten  Beziehung  geht  auch  her- 
vor, daß  Ui  Pol  zu  a  bezw.  a  Polare  zu 
l\,  und  u  Polare  zu  Ai  bezw.  A^  Pol 
zu  u  ist.  Wenn  aber  u  Polare  zu  A^, 
a  Polare  zu  üi,  und  A^,  U^  die  Schnitt- 
punkte von  a,  u  mit  p  sind,  so  sind  eben 
einerseits  Ai  und  Ui  zwei  Punkte  der 
Oeraden  p,  deren  jeder  auf  der  Polaren 
des  anderen  liegt,  also  zwei  konjugierte 
Punkte,  und  anderseits  sind  a  und  u 
zwei  Strahlen  des  Punktes  P,  deren  jeder 
durch  den  Pol  des  andern  geht,  also 
zwei  konjugierte  Strahlen. 

Erkl.  289.  Die  Punktreihen  auf  p 
und  die  Strahlenbüschel  in  P  in  Fig.  S9 
und  90  zeigen  alle  Eigentümlichkeiten, 
welclie  für  involutorische  Gebilde  mit 
und  ohne  Ordnungselemente  früher  auf- 
gestellt wurden.  In  Fig.  90  ist  auf  p 
der  Durchlauf  A^  Bi  Ci  U^  Vi  Wi  gleicli- 
laufend  mit  dem  Durchlauf  Ao  Bo  Co 
Ü2  Vo  Wo,  und  ke  in  Punktpaar  Ai  Ao,b"i  B.,, 
Ol  C2  usw.  wird  von  einem  der  andern 
innen  und  außen  getrennt;  und  dasselbe 
gilt  für  Durchlauf  und  I^age  der  zuge- 
hörigen Strahlenbüschel  mit  Scheitel  P. 
In  Fig.  89  dagegen  ist  Ai  Bi  Ci  X  Wj 
Vi  Ui  Y  entgegengesetzt  dem  Durchlauf 
Ao  Bo  Co  X  Wo  Vo  Uo  Y,  und  in  X  bezw. 
Y  findet  Begegnung  statt,  und  jedes 
Punktpaar  Ai  Ao,  Bi  63,  Ci  Co  wird  von 
jedem  anderen  innen  und  außen  getrennt; 
und  dasselbe  gilt  von  den  zugehörigen 
Strahlenbii schein  mit  Scheitel  P  und  mit 


Antwort.  Sclion  in  der  Antwort 
der  Frage  21  und  nochmals  in  der 
Antwort  22  wurde  der  Beweis  ge- 
liefert für  den  Satz  8  bezw.  8a, 
daß  polar  zugeordnete  Gebilde 
stets  projekti  visch  verwandt 
sind.  Da  von  je  zwei  konju- 
gierten Elementen  stets  jedes  eine 
sich  in  vereinigter  Lage  befindet 
mit  dem  polar  zugeordneten  des 
andern,  so  gilt  diese  projektivische 
Verwandtschaft  besonders  auch  für 
konjugierte  Elemente,  also  für 
die  konjugierten  Punkte  einer  Ge- 
raden und  für  die  konjugierten 
Strahlen  eines  Scheitels.  Betrachtet 
man  also  in  Fig.  89  und  90  die 
Gerade  t  als  Träger  zweier  Punkt- 
reihen, nämlich  der  Punktreihe 
beliebiger  Punkte  ti  und  der  Reihe 
der  ihnen  konjugierten  Punkte 
to,  sowie  den  Punkt  S  als  Scheitel 
zweier  Strahlenbüschel  S  und  S'^, 
wovon  das  zweite  die  konjugierten 
Strahlen  zu  den  Strahlen  des  ersten 
enthält,  so  ordnet  man  in  jedem  die- 
ser beiden  Gebildepaare  die  konju- 
gierten Elemente  einandei^  zu 
durch_  die_  Beziehung  S  Ä  ti  Ä  Si 
Ä  Sa  A  to  7\  S\  Dabei  ist  aber 
schon  aus  der  Konstruktion  ersicht- 
lich, daß  zu  einem  Punkt  Ai  kon- 
jugiert ist  Ui,  und  umgekehrt  zu 
Ui  wieder  Ai,  })ezw.  zum  Strahl  a 
konjugiert  u,  und  umgekehrt  zu  u 
wieder  konjugiert  a.  Man  kann 
aber  auch  in  der  früher  angewand- 
ten Weise  schreiben  (Ai  Bi  Ci  Ui 
X  Y)  Ä  (Ui  Bo  Co  Ai  X  Y)  bezw. 
(a  b  c  u  X  y)  A  (u  v  w  a  X  y). 
Aus  beiden  Überlegungen  geht  her- 
vor, daß  die  Gesamtheit  sowohl  der 
k  o  n  j  u  g  i  e  r  t  e  n  P  u  n  k  t  e  der  Geraden 
als  auch  der  konjugierten 
Strahlen  der  Büschel  projekti- 
vische Gebilde  sind,  in  welchen 
A  U,  a  u  und  folglich  je  zwei  zu- 
geordnete Elemente  einander  dop- 
pelt ents]) rechen,  während  die 
Elemente  X  Y,  x  y  —  wenn  solche 
vorhanden    sind   —  je   sich  selbst 
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den  Doppelstralilen  x  y.  Mittelpunkt 
der  involutorisc'lien  Keilie  ist  in  Fig.  89 
selbstverständlich  der  Mitteli)unkt  der 
Sehne  X  Y,  in  Fiii-.  !><)  ein  Punkt 
zwischen  A2  und  Zo.  Die  Axenstralilen 
des  involutorischen  Büschels  mit  Scli eitel 
P  verlaufen  in  Fig.  89  im  Innenwinkel 
und  Nebenwinkel  der  Strahlen  P  Ai  und 
P  B],  denn  <$  Aj  P  A2  ist  spitz  und 
bei  Bewegung  des  Biischelstralils  P  A, 
bis  nach  P  B^  ist  derselbe  bereits  in 
den  stumpfen  Nebenwinkel  Bi  P  B.,  über- 
gegangen; in  Fig.  90  kann  man  ungefähr 
das  Strahlenpaar  b  v  als  Axenstrahlen 
ansehen,  indem  <^  B^  P  Bo  naliezu  ein 
rechter  Winkel  ist. 


entsprechen.      Daher   erliiilt   man 
die  beiden  Sätze : 

Satz  iJl.  Die  polaT  konjn- 
gierten  Punkte  einer  Geraden 
bilden  eine  involn  torische 
Punk  tre  ih  e,nnd  dieSclmittpnnkte 
der  Geraden  mit  der  Kurve  sind  die 
0  r  d  n  u  n  g  s  ))  u  n  k  te  der  Involution. 

Salz  31a.  Die  polar  konju- 
gierten Strahlen  eines  Punktes 
bilden  einen  involutorischen 
Strahlenbüschel,  und  die  Tan- 
genten von  dem  Punkte  an  die 
Kurve  sind  die  Ordnungsstrah- 
len der  Involution. 


F=S 
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Frage  70.  Welche  Einzelbezi eliiin- 
gen  zeigen  die  Involutionen  der 
konjugierten  Elemente  für  ver- 
schiedene Punkte  und  Geraden? 

Erkl.  290.  Wenn  eine  Gerade  die 
Kurve  schneidet  bezw.  beriilii-t  l)ez\v. 
nicht  trifft,  so  ist  ihr  Pol  innerhalb  bezw. 
auf  der  Kurve  bezA\'.  außerhalb  der 
Kurve.  Für  eine  Tangente  ist  aber 
der  Berührungspunkt  zugleich  der  Pol, 
durch  ihn  geht  für  jeden  Punkt  der 
Tangente  die  Polare,  daher  ist  er  auch 
konjugierter  Punkt  zu  jedem  Punkt 
der  Tangente.  Die  Punktinvolntion  auf 
der  Tangente  ist  daher  von  der  eigen- 
tümliclien  Art,  daß  alle  Punkte  zu  einem 
und  dieser  eine  zu  allen  anderen  zuge- 
ordnet ist:  die  beiden  I)o])i)el])unkte  sind 
mit  dem  Mittelpunkt  der  in\'olut()rischen 
Reihe  in  einen  Punkt  zusammengefallen. 
—  Wenn  ein  Punkt  außerhalb  bezw. 
auf  bezw.  innerhalb  der  Kurve  liegt, 
so  ist  seine  Polare  eine  schneidende 
bezw.  berührende  bezw.  nicht  schneidende 
Gerade.  Für  einen  Kurvenpunkt  ist 
also  die  Tangente  zugleich  Polare,  auf 
ihr  liegt  der  Pol  lür  jede  Gerade  durch 
den  Berührungspunkt,  daher  ist  sie  kon- 
jugierte Gerade  für  jeden  Strahl  durch 
den  Berührungspunkt.  Die  Strahlen- 
involution in  diesem  Punkt  als  Büschel- 
scheitel ist  daher  von  der  eigentümlichen 
Art,  daß  alle  Strahlen  zu  einem  und 
dieser  eine  zu  allen  anderen  zugeordnet 
ist:  die  beiden  Doppelstrahlen  sind  mit 
einem  der  Axenstrahlen  in  einen  Strahl 
zusammengefallen. 

Erkl.  291.  Projiziert  man  die  Punkt- 
involntion der  konjugierten  Punkte  auf 
p  in  Fig.  H9  und  00  aus  einem  belie- 
bigen Punkte  (^),  so  entsteht  dadurch 
in  Q  eine  Strahleninvolution  derselben 
Gattung  wie  auf  p.  Das  ist  aber  eine 
andere  Involution,  als  die  im  Punkte 
il  durch  die  Kurve  erzeugte  Strahlen- 
involution der  konjugierten  Strahlen  durch 
Q  —  außer  wenn  Q  in  den  Politunkt 
P  von  p  fällt.  —  Schneidet  man  die 
Strahleninvolution  der  konjugierten  Strah- 
len   durch    P    in    Fii>-.  S9   und  90  durch 


Antwort.  1)  Bei  jeder  Kurve 
bildet  die  Gesamtheit  der  konju- 
gierten Punkte  auf  einer  schnei- 
denden Geraden  eine  Punktinvo- 
lution mit  zwei  OrdnnngS])unk- 
ten,  nämlich  den  Kurvenschnitt- 
punkten der  Geraden.  Dieselben 
Punkte  auf  einer  berührenden 
Geraden  bilden  eine  Involution  mit 
zwei  im  Berührungspunkt  zu- 
sammen f  a  1 1  e  n  d  e  n  D  o  ])  p  e  1  ])  u  n  k  - 
teil,  wobei  alle  äußeren  Punkte 
diesem  einzigen  Berührungspunkt 
als  konjugierte  zugeordnet  sind. 
Auf  einer  nicht  schneidenden 
Geraden  bilden  die  konjugierten 
Punkte  eine  Punktinvolution  ohne 
O  r  d  n  u  n  g  s  p  u  n  k  t  e. 

2)  Bei  jeder  Kurve  bildet  die 
Gesamtheit  der  konjugierten 
Gerade  n  d  urch  einen  äußere  n 
Punkt  eine  Strahleninvolution  mit 
zwei  O  r  d  n  u  n  g s  s  t  r  a  hie  n ,  nämlicli 
den  Kurv^entangenten  aus  diesem 
äußeren  Punkt.  Dieselben  Geraden 
durch  einen  Kurvenpunkt  bilden 
eine  Involution  mit  zwei  in  der 
Tangente  des  Punktes  zusammen- 
fallenden Do])pelstrahlen,  wo- 
bei alle  schneidenden  Strahlen  dieser 
einzigen  Tangente  als  konjugierte 
zugeordnet  sind.  In  einem  inneren 
Punkte  bilden  die  konjugierten 
Strahlen  eine  Strahleninvolution 
ohne  O  r  d  n  u  n  g  s  s  t  r  a  h  1  e  n . 

3)  Die  Punktinvolution  der  kon- 
jugierten Punkte  auf  einer  belie- 
bigen Geraden  wird  aus  jedem  Punkt 
durch  ein  involutorisches  Strahlen- 
büschel projiziert,  und  die  Strahlen- 
involution der  konjugierten  Strahlen 
durch  einen  beliebigen  Scheitel  wird 
von  jeder  Geraden  in  einer  involu- 
torischen  Punktreihe  geschnitten. 
Wenn  insbesondere  die  Gerade  selber 
die  Polare  des  Punktes,  bezw.  der 
Punkt  der  Pol  der  Geraden  ist,  wie 
in  Fig.  89  und  90,  dann  gelangen 
die  Punktinvolution  auf  der  Gera- 
den und  die  Strahleninvolution  durch 
den    Punk t   in    [)  e  r  s  ]>  e  k  t  i  v  i  s  c  h  e 
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eine  beliebige  Gerade  (|,  so  entsteht 
dadurch  auf  (]  eine  Punktinvolution 
derselben  (Tattuuji'  wie  in  I*.  Das  ist 
aber  eine  andere  lnv(duti(»n,  als  die  auf 
der  Geraden  q  durch  die  Kurve  erzeugte 
Punktinvolution   der  konjugierten  Punkte 


auf  (1 


auL'er    wenn    «i    in 


die   Pnhirt' 


p  von  P  fällt. 


La^e,  denn  jedes  Pnnkti)aar  in  i) 
lieg-t  auf  zwei  zugeordneten  Strahlen 
aus  P,  und  jedes  Stralilenpaar  von 
P  gebt  durch  zwei  zugeordnete 
Punkte  auf  p. 


Frage  71.  Was  für  besondere 
Punktinvolu  tioneu  erzeugen  die 
ein  zelnen  Kurvengattungen? 

Erkl,  292.  Man  sielit  olme  weiteres 
ein,  daß  niclit  etwa  eine  Ellipse  bloß 
elliptische  bivohitionen  erzeugt,  eljen  so 
wenig  eine  Hyperbel  bloß  hyperbolische 
usw.  ^'iell^ellr  erzeugt  eine  bestimmte 
Ellipse  auf  jeder  sie  schneidenden 
Geraden  eine  hyperbolische  Involution, 
auf  jeder  berührenden  eine  parabolische 
und  nur  auf  je<ier  außerhalb  laufenden 
Geraden  eine  elliptische  Involution.  Auch 
letztere  Livolutionen  sind  wieder  von 
einander  verschieden  je  nach  Lage  der 
(Jeraden,  und  eine  davon  ist  die  von 
dieser  Ellipse  auf  der  unendlich  fernen 
(Geraden  erzeugte  Involution,  nach  deren 
(Jattung  alle  von  dieser  Art  ihren  Xamen 
erhalten.  Ebensolche  verschiedene  In- 
v(dutionen  erzeugt  ein  Kreis;  und  nur 
auf  der  unendlich  fernen  Geraden 
allein  existiert  die  von  allen  Kreisen 
gleicherweise  erzeugte  sogenannte  ab- 
solute oder  Kreisinvolution  mit 
ihren  für  alle  Kreise  geraeinsamen,  also 
festlieg:enden  imaginären  Doppelpunk- 
ten, wälirend  im  allgemeinen  jede  ver- 
schiedene Ellipse  auf  der  unendlich 
fernen  (Jeraden  aucli  wieder  eine  andere 
elliptische  Involution  mit  verschiedenen 
imaginären  Doppelpunkten  erzeugt. 

Erkl.  293.  Auch  jede  Hyperbel 
erzeugt  elliptische  Punktinvolutionen  auf 
allen  nicht  schneidenden  Geraden,  d.  h. 
solchen,  welche  zwisclien  den  beiden 
Asten  verlaufen,  dagegen  paralxdische 
auf  jeder  berührenden.  hyi)erbolische  auf 
jeder  schneiden(Jen(  Jeraden,  so  auch  ;iuf  der 


Antwort.  Die  Unterscheiching  der 
verschiedenen  K  u  r  v  e  n  g  a  1 1  u  n - 
gen  beruht  auf  deren  Bezieliung 
zur  unendlich  fernen  Geraden, 
und  auf  dieser  erzeugen  sie  ver- 
schiedenerlei charakteristische  In- 
volutionen. 

1)  Bei  der  Ellipse  ist  die  un- 
endlich ferne  Gerade  eine  nicht 
schneidende  Gerade,  und  daher 
wird  auf  der  unendlich  fernen 
Geraden  durch  jede  Ellipse  der 
Ebene  eine  Involution  ohne 
Ordnuugsp unkte  bestimmt.  Aus 
diesem  Grunde  nennt  man  über- 
haupt eine  Punktinvolution  ohne 
Ordnungselemente  eine  ellipti- 
sche Involution.  I^m  zu  einem 
beliebig  gegebenen  Punkt  der  un- 
endlich fernenGeraden  denkonjugier- 
ten  Punkt  in  Bezug  auf  eine  be- 
liebig gegebene  Ellipse  aufzusuchen, 
konstruiert  man  etwa  mittels 
zweier  Paralleltangenten  oder  zweier 
Parallelsekanten  die  Polare  dieses 
Punktes,  welche  ein  Durchmesser 
der  Ellipse  sein  muß,  und  bringt 
diesen  wieder  zum  Schnitt  mit  der 
unendlich  fernen  Geraden.  Der  so 
erhaltene  unendlich  ferne  Punkt  ist 
der  konjugierte  zum  vorigen. 

2)  Ein  Kreis  erzeugt  auf  der 
unendlich  fernen  Geraden  ebenfalls 
eine  elliptische  Involution,  da  ja 
der  Kreis  (Mue  besondere  Ellipse 
ist.  Weil  aber  jeder  Kreisdurch- 
messer auf  der  Tangente  seiner 
Kurvenj)unkle  senk  i'ecb  t  steht,  so 
geliört  liici'  zu  eiueui  in  beliebiger 
IJichtung  liegenden  unendlich  fernen 
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uuciKilich  fcrueii.  Und  zwar  ciitstrlit 
auch  liier  wieder  eine  verscliiedene  In- 
vohition  je  nach  Wahl  der  Hyperbel,  nnd 
nnr  dann  jeweils  dieselbe  Invdlution, 
wenn  die  von  den  Asymptoten  aus- 
geschnittenen Ordnungs])unkte  die- 
selben sind.  Demnach  ist  die  auf  der 
unendlich  fernen  (ieraden  aus,üeschnittene 
hyperbolische  Invidutidu  für  alle  solche 
Hyperbeln  dieselbe,  deren  Asymptoten 
parallel  laufen.  Und  da  die  AVinkel- 
halbierenden  der  Asymptoten  die  Axen 
sind,  so  erzeugt  Parallelität  der  Asym- 
toten  jedesmal  auch  rarallelität  der 
Axen.  Man  kann  also  sagen:  Alle 
Hyperbeln  mit  jjarallelen  Asymptoten  er- 
zeugen auf  der  unendlich  fernen  (Geraden 
dieselbe  Involution  und  haben  auch 
parallele  Axen.  Aber  Hyperbeln  mit 
parallelen  Axen  brauchen  nicht  auch 
parallele  Asymptoten  zu  haben,  erzeugen 
also  nicht  immer  dieselbe  Involution  auf 
der  unendlich   fernen   Geraden. 

Ei'k  1.204.  Ehie  bestiunnte  Parabel  er- 
zeugt wieder  auf  jeder  außerhalb  liegenden 
Geraden  eine  elliptische,  auf  jeder  schnei- 
denden Geraden  eine  hyperbolische  und 
auf  jeder  berührenden  Geraden,  so  auch 
auf  der  unendlich  fernen,  eine  parabolische 
Involution.  Die  Involution  auf  der  un- 
endlich fernen  Geraden  bleibt  dieselbe, 
so  lange  der  unendlich  ferne  Berührungs- 
punkt, also  so  lange  die  Axe iir ichtun g 
der  Parabel  dieselbe  bleibt.  Man  hat 
also  für  alle  Parabeln  mit  gemeinsamer 
Axen-  und  Durchmesserrichtung  dieselbe 
parabolische  Involution  auf  der  unendlich 
fernen  Geraden,  für  Parabeln  mit  ver- 
schiedener Axenrichtung  auch  verscliiedene 
Inv(duti(iHen. 

Ei'kl.  295.  Nächst  der  unendlich 
fernen  Geraden  sind  die  wichtigsten 
geraden  Linien  für  eine  KurAe  ihre 
I)  u  r  eil  messe  i'.  Auch  auf  jedem  Kurven- 
durchmesser  bilden  die  konjugierten 
Punkte  eine  Involution;  und  zw.ar  bei 
der  Ellipse  uud  dem  Kreis  stets  eine 
hyperbolische,  weil  diese  Kurven  von 
jedem  ihrer  Durchmesser  in  zw^ei  Punk- 
ten,  den  Ordnungspunkten  der  Invcdutioii, 


Piiiikle  derjeiiif?e  iiiieiullieh  ferne 
Punkt  als  konjug-ierter,  welcher  in 
der  zur  vorigen  Richtung  senk- 
rechten Richtung  liegt.  Dieser 
Umstand  bleibt  aber  für  alle 
Kreise  der  Ebene  gleicherweise 
bestehen, und  dalier  erzeugen  sämt- 
liche Kreise  der  Ebene  eine  und 
dieselbe  Involution  auf  der  un- 
endlich fernen  Geraden.  Man  nennt 
diese  Involution  deshalb  auch  die 
absolute  Involution  oder  die 
Kreisinvolution  auf  der  un- 
endlich fernen  (xeraden,  und  sie 
besteht  aus  der  Gesamtheit  der  in  je 
zwei  senkrechten  Richtungen  liegen- 
den unendlich  fernen  Punktpaare. 
Da  für  sie  keine  reellen  Doppel- 
punkte vorhanden  sind,  so  spricht 
man  von  diesen  als  den  imaginären 
absoluten  Kreispunkten  der 
Ebene,  nämlich  als  den  gemeinsamen 
Schnittpunkten  jedes  Kreises  der 
Ebene  mit  der  unendlich  fernen 
Geraden  (vergl.  Erkl.  298). 

3)  Bei  der  Hyperbel  ist  die 
unendlich  ferne  Gerade  eine  schnei- 
dende Gerade,  und  daher  wird  auf 
der  unendlich  fernen  Geraden 
durch  jede  Hyperbel  der  Ebene 
eine  Involution  mit  Doppel- 
punkten erzeugt.  Aus  diesem 
Grunde  nennt  man  überhaupt  eine 
P  u  n  k  t  i  n  V  o  1  u  t  i  o  n  m  i  t  O  r  d  n  u  n  g  s  - 
elementen  eine  hyperbolische 
Involution.  Um  zu  einem  beliebig 
ausgewählten  Punkt  der  unendlich 
fernen  Geraden  den  konjugierten 
Punkt  in  Bezug  auf  eine  beliebig 
gegebene  Hyperbel  aufzusuchen, 
konstruiert  man  etwa  mittels  zweier 
parallelen  Tangenten  oder  Sekanten 
die  Polare  dieses  Punktes,  nämlich 
einen  Durchmesser  der  Kurve;  dann 
ist  dessen  unendlich  ferner  Punkt 
der  zum  vorigen  involutorisch  ge- 
paarte. Die  Kurvenschnittpunkte 
der  Hyperbel  mit  der  unendlich 
fernen  Geraden,  d.  h.  die  unendlich 
fernen  Punkte  der  Asymptoten, 
Sind    die    sich    selbst  .konjugierten 
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geseliiiitteii  werden.  Es  ist  daher  der 
Kurvenniittel])unkt  stets  auch  der  Mittel- 
l)unkt  dei-  involntorisclien  Reilie,  und 
die  Involntidn  der  konjugierten  Tunkte 
ist  auf  je  zwei  zu  dm  Axen  symmetriseli 
liegenden  und  daher  gleichlangen  Durch- 
messern dieselbe,  beim  Kreis  auf  jedem 
Durchmesser  die  iileiche,  nämlich  lüer  wie 
iu)  folgenden  Falle  jeweils  gebildet  durch 
die  Gesamtheit  der  Punktj)aare,  welclie 
durcli  die  Endpunkte  des  Durchmessers 
harmonisch  getrennt  werden.  Bei  der 
Hyperbel  hat  man  auf  den  schneiden- 
den Durciimessern  el)enfalls  liyperbolische 
Involution  der  konjugierten  Punkte,  und 
ebenfalls  die  gleiche  auf  je  zwei  symme- 
trisch gleichgroßen  Durchmessern; auf  den 
nicht  schneidenden  llyperbeldurchmesseni 
dagegen  entsteht  elli])tische  Involution, 
ebenfalls  mit  .Mittel])unkt  im  Kurven- 
mittelpunkt, und  als  gleiche  auf  je  zwei 
symmetrisch   liegenden   Durchmessern. 

Erkl.  '^\Hk  Besondere  Fälle  liefern 
einerseits  die  Asymj)toten  der  Hyperbel, 
andererseits  die  Durcli  m  es  s  er  der 
Parabel  und  die  Parallelgeraden  zu 
e  i  n  e  r  H  y  p  e  r  b  e  1  a  s  y  m  p  t  o  t  e.Die  ersteren 
als  Kurventangenten  liefern  parabolische 
Involution,  wobei  der  unendlich  ferne 
Punkt  der  einzig  ausgezeichnete  ist. 
Ihm  sind  alle  Puidvte  der  Asymptote, 
samt  dem  Kurvenmittelpunkte  selbst, 
konjugiert.  —  Die  Parabel  wird  von 
jedem  Durchmesser  und  auch  die 
Hyperbel  von  jeder  Parallelen  zu  ehier 
Asymptote  in  zwei  Punkten  geschnitten, 
welche  somit  die  (>rduungspunkte  dieser 
liyperbolischen  Involution  sein  müssen. 
Der  eine  davon  ist  aber  der  unendlich 
ferne  Kurvenpuukt,  durch  welchen  bei 
der    Parabel     die     Dui'chmesser    sämtlich 


Oi'dn Uli gsp linkte.  Sie  teilen  die 
säintlielien  Punkte  der  unendlich 
fernen  (Jeraden  in  zwei  Teile,  iiäm- 
lieli  Punkte  innerliall)  und  außer- 
halb der  Kurve  oder  innerhalb  und 
außerhalb  der  Ordnungspunkte,  so 
daß  je  zwei  involutoriscli  gepaarte 
zu  den Ordnungsininkten  liarinoniseh 
liegen;  zu  den  inneren  Punkten 
kann  man  die  Polare  und  dadurch 
den  konjugierten  Punkt  nur  durch 
solche  Parallelsekauten  konstruieren, 
welche  beide  Äste  der  Hyperbel 
je  einmal  treffen,  und  niclit  durch 
Paralleltangenten;  zu  den  äußeren 
Punkten  nur  durch  solche  Parallel- 
sekanten, w^elche  denselben  Ast 
der  Hyperbel  zweimal  treffen,  oder 
auch  durch  Paralleltangenten. 

-4)  Für  die  Parabel  ist  die  un- 
eiid  lieh  ferne  Gerade  eine  Tangente, 
folglich  ist  der  unendlich  ferne 
Berührungspunkt  zu  jedem  an- 
deren Punkt  der  unendlich  fernen 
Geraden  konjugiert,  und  jede  Para- 
bel erzengt  auf  der  unendlich  fernen 
Geraden  eine  uneigentliche  Punkt- 
involution, bei  welcher  alle  Punkte 
zu  einem,  dieser  eine  zu  allen  an- 
deren Punkten  konjugiert  ist.  Aus 
diesem  Grunde  nennt  man  überhaupt 
eine  Punktinvolution  der  eben  ge- 
nannten Art  eine  ]jarabolisclie 
Involntion.  Eine  Konstruktion 
zusammengehöriger  Punkti);uire  ist 
bei  der  eigentümlichen  Art  der  Zu- 
ordnung niclit  aufzustellen,  und 
dies  bestätigt  sich  dadurch,  daß  ja 
alle  Durchmesser  ])arallel  durch 
denselben  unendlich  fernen  Punkt 
gehen. 


hindurchgehen.      Man    hat    also    die    I)e- 

sondere  Art  der  Punktinvolution,  bei  welcher  ein  ( )rdnungs])unkt  samt  dem  .Mittel- 
punkt d(>r  involntorisclien  Reihe  unendlich  fern  liegen:  je  zwei  zugeordnete  Punkte 
liegen  in  glciclieiii  Abstand  beiderseits  des  anderen  Ordnungspuiiktes  (vergl. 
Antw.  7  der  Frage  Ol  und  Fig.  51» ).  Dies  bildet  eine  andere  Ausdruckswei.se  der 
in  Erkl.  l."!;»  aufgestellten  Eigenschaft  der  Parabel,  daß  aut  jedem  Durchmesser  der 
Kurvenschnittjjunkt  den  Mittelpunkt  bildet  zwischen  ciiiciii  beliebigen  seiner  Punkte 
und  dem  Schnittpunkt  mit  seiner  Polaren.  J>eim  dieser  Schnittpunkt  des  Durch- 
messers mit  der  Polaren  eines  seiner  Punkte  ist  elieii  der  konjugierte  Punkt  zu 
jenem  Punkte. 


Imohitorisclie  I^)ezielunio-('n  an  den  Kurven  zweiten  Grndes. 
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Frage  72.  Was  für  besoiulere 
Strahlen  in  voll!  tioiien  erzeugen 
die  einzelnen  Knrvengrattnngen? 

Erkl.    297.       Die    Art    der    von    den 

konjugierten  Durcinnessern  jeder  Kurve 
gebildeten  Strahleninvolution  richtet  sich 
aiicli  nach  der  Lage  des  Mittelpunktes 
auf  Grund  der  allgemeinen  Aussage  der 
Antwort  2  der  Frage  TT).  Denn  da  der 
Mittelpunkt  der  Ellipse  stets  ein  innerer 
Punkt  ist,  so  köimen  keine  'J'angenten  als 
Ordnungsstralüen  entstehen,  folglich  bilden 
die  konjugierten  Durclnnesser  der  Ellipse 
eine  elliptische  Strahleninvolution  (duie 
Ordnungsstrahlen  bezw.  mit  imaginären 
Ordnungs strahlen,  insofern  man  die 
nicht  vorhandenen  Kurventangenten  aus 
einem  Punkte  innerlialb  der  Kurve  als 
imaginäre  Tangenten  bezeichnet.  Die  nicht 
vorhandenen  Schnittpunkte  dersel)»en  mit 
der  unendlich  fernen  (Jerade  .  schneiden 
dann  auch  auf  dieser  die  nicht  vorhandenen 
oder  imaginären  Ordnungspunkte 
der  elliptischen  Punktinvolution  auf  der 
imendlich  fernen  (Jeraden  aus.  Bei  dieser 
Ausdrucksweise  kann  man  also  jeglicher 
Involution  zwei  Ordnungselemente 
zusclireiben:  l)ei  der  hyperbolischen 
Involution  hat  man  zwei  reelle  Ord- 
nungspunkte bezw.  Ordnungsstrahlen,  bei 
der  parabolischen  zwei  zusammenfallende, 
und  bei  der  elliptischen  Involution 
spricht  man  v(tn  zwei  imaginären 
Ordnungspuidcten  bezw.  Ordnungsstrahlen ; 
und  jedes  involutorisch  zugeordnete 
Elementenpaar  wird  durch  '  die  reellen 
oder  imaginären  Ordnungselemente  har- 
moniscli   geti'cnnt. 

Erkl.  29S.  Auch  aus  dem  Kreis- 
mittelpunkt gehen  auf  Grund  dieser  Auf- 
fassungsweise an  den  Kreis  zwei  nicht 
vorhandene  oder  zwei  imaginäre  Tangen- 
ten; sie  treffen  die  unendlich  ferne  Gerade 
in  den  imaginären  Ordnungspunkten  der 
absoluten  orthogonalen  Kreisinvolution. 
Da  diese  letztere  aber  für  alle  Kreise 
unbeweglich  dieselbe  ist.  so  sind  auch 
ihre  imaginären  Ordmmgspunkte  fest- 
liegend, und  folglich  müssen  auch  die 
imaginären  Tangenten,    welche    an  jeden 


Antwort.  1)  Der  wichtigste  Punkt 
der  Ebene  für  eine  einzelne  Kurve 
ist  ihr  Mittelpunkt,  und  in  ihm 
erzeugen  die  verschiedenen  Kurven 
besondere  charakteristische  Involu- 
tionen. Es  ist  nämlich  jede  Gerade 
durch  den  Mittelpunkt  ein  Kurven- 
durchmesser, und  zwei  polar  zu- 
geordnete Durchmesser,  deren  jeder 
also  durch  den  Pol  des  anderen 
geht,  heißen  konjugierte  Durch- 
messer. Folglich  hat  man  in  erster 
Linie  das  allgemeine  Erg'ebnis: 

Satz  32.  Die  Gesamtheit  der 
Paare  je  zweier  konjugierten 
Durchmesser  einer  Kurve  bilden 
einen  involutorischen  Strah- 
lenbüschel. 

2)  Da  der  Mittelpunkt  der  Pol 
der  unendlich  fernen  Geraden  ist,  so 
befindet  sich  die  Strahleninvolution 
der  konjugierten  Durchmesser  einer 
Kurve  in  perspektivischer  Lage  mit 
der  Punkt  Involution,  welche  von 
den  in  Bezug  auf  die  Kurve  polar 
konjugierten  Punkten  der  unendlich 
fernen  Geraden  gebildet  wird. 
Hiernach  ist  auch  die  Strahlen- 
involution aller  konjugierten 
Durchmesser  stets  von  derselben 
Art  wie  die  Punktinvolution  auf 
der  unendlich  fernen  Geraden,  sie 
bilden  nämlich  stets  bei  der  Ellipse 
eine  elliptische,  bei  der  Hyperbel 
eine  hyperbolische,  bei  der  Para- 
bel eine  parabolische  Strahlen- 
involution. 

3)  Hiernach  bestätigen  sich  die 
in  Antwort  44  und  45  für  die  kon- 
jugierten Durchmesser  der  einzelnen 
Kurvengattungen  abgeleiteten  Er- 
gebnisse: Bei  der  Ellipse  entsteht 
eine  Involution  ohne  Ordnungs- 
strahlen, jedes  Paar  konjugierter 
Durchmesser  wird  von  jedem  an- 
deren Paar  innen  und  außen  ge- 
trennt. Bei  der  Hyperbel  ent- 
steht eine  Involution  mit  Ord- 
nung s  s  t  r  a  h  1  e  n ,     nämlich    den 
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Kreis  aus  dessen  Mittelpunkt  <ie/()i;en 
getlaclit  werden,  für  alle  Kreise  durch  die- 
selben in  zwei  senkrecliten  Kiehtungen  auf 
der  unendlieli  fernen  Geraden  liegenden 
imaginären  I'unkte  gehen.  Diese  zu  ein- 
ander senkrechten  imaginären  Kreis- 
tangenten sind  also  geuissermaUen  die 
Asynii»toten  des  Kreises,  zugleich  die 
Ordnungsstrahlen  der  ortluigonalen  Strali- 
leninvolutitin  der  konjugierten  Durch- 
messer des  einzelnen  gewählten  Kreises, 
und  wegen  derperspektivischeu  Lage  heider 
Involutionen  schneiden  sie  für  jeden  Kreis 
auf  der  unendlich  fernen  Geraden  jene  zwei 
Punkte  aus  als  Schnittpunkte  des  Kreises 
mit  der  unendlich  fernen  (Jeraden.  folglich 
auch  als  Berührungspunkte  eben  dieser 
'I'angenten.  Daher  muß  man  annehmen, 
daß  jeder  Kreis  die  unendlich  ferne 
Gerade  in  denselben  zwei  Punkten  trifft, 
daß  also  auch  alle  Kreise  der  Ebene 
l)arallele  (imaginäre)  Asymptoten  haben, 
und  daß  sie  alle  auch  einander  in 
diesen  gleichen  zwei  absoluten  Kreis- 
punkten der  Ebene  treffen.  So  eigen- 
tümlich diese  Auffassung  klingt,  so  bietet 
sie  doch  eine  wertvolle  Bestätigung  der 
allgemeinen  Tatsache,  daß  ein  Kreis 
schon  durch  drei  Punkte  bestimmt  ist. 
Ebenso  nämlich,  wie  durch  den  Xamen 
der  Parabel  schon  die  unendlich  ferne 
Gerade  als  eine  Tangente  der  Kurve 
festgelegt  ist,  so  wird  durch  den  Namen 
des  Kreises  schon  bestimmt,  daß  für  die 
Kurve  die  beiden  absoluten  Kreispunkte, 
d.  h.  die  beiden  imaginären  Doppelpunkte 
der  orthogonalen  Kreisinvolution  auf  der 
unendlich  fernen  Geraden  als  zwei  Kurven- 
punkte Aoraus  zu  nehmen  sind;  folglich 
sind  nur  noch  drei  willkiii-liche  Punkte 
zulässig. 

Erkl.  299.  Die  Bedeutung  der  ima- 
ginären Doppelpunkte  der  absoluten  Kreis- 
iiivolution  auf  der  unendlich  fernen  (Jeraden 
und  der  imaginären  Do])pelstrahlen  der 
orthogonalen  Strahlenimolution  der  Kreis- 
durchmesser zeigt  sich  noch  in  einer 
weiteren  Reihe  von  Übereinstimmungen 
der  so  detinierbaren  Eigentündichkeiten 
des  Kreises  mit  den  Eigenschaften  der 
übrigen  Kurven  zweiten  Grades.  Zu- 
nächst kann   man   ül)erhaui)t    den  Kreis 


Asymploti'ii,  und  zu  diesen  liefen 
je  zwei  konjugierte  Durehmesser 
liarmonisch,  also  stets  der  eine 
als  ein  sehneidender,  der  andere  als 
ein  nicht  schneidender  Dureliniesser. 

4)  In  jedei-  Strahleninvolntion 
hefinden  sieh  als  zwei  ausgezeich- 
nete Strahlen  die  sogenannten 
Axenstrahlen,  d.  h.  das  einzige 
T^iar  derjenigen  involutorisch  zu- 
geordneten Strahlen,  welche  einen 
rechten  Winkel  hilden.  In  der 
Tat  ist  auch  unter  der  Gesamtheit 
der  konjugierten  Durchmesser  eiaer 
Ellipse  oder  Hy])erl)el  ein  einziges 
Paar  senkrechter  konjugierter 
Durchmesser,  und  diese  sind  als 
die  Axen  der  Kurve  schon  in 
Abschnitt  2,  d  festgestellt  worden. 
Wie  die  ganze  Kurve  beim  Um- 
klappen um  eine  einzelne  dieser 
Axen  mit  sich  selbst  zur  Deckung 
gelangt,  so  erhält  man  durch  Um- 
klappen des  involutorisehen Büschels 
der  konjugierten  Durchmesser  um 
jeden  Axenstrahl  aus  jedem  Paar 
zugeordneter  Strahlen  wieder  ein 
zugeordnetes  Strahlenpaar. 

5)  Beim  Kreise  stehen  je  zwei 
konjugierte  Durchmesser  aufein- 
ander senkrecht,  man  hat  also 
nicht  nur  ein  Paar,  sondern  lauter 
Paare  von  Axenstrahlen,  und  die 
Strahleninvolution  wird  von  der 
besonderen  in  Antwort  8  der  Frage 
61  und  Fig.  6U  erörterten  Art,  welche 
durch  Drehung  eines  rechten 
Winkels  um  seinen  Scheitel  ent- 
steht. Aus  diesem  Grunde  nennt  man 
die  vorliegende  Art  von  Strahlen- 
involution die  circulare  Strahlen- 
involution oder  die  recht- 
winklige (orthogonale)  Kreis- 
involution. Wegen  der  bei  jedem 
Kreise  auftretenden  rechten  Winkel 
muß  dielnA'olution  der  konjugierten 
Durchmesser  jedes  Kreises  sich 
in  })ers])ektivischer  Lage  befinden 
zu  der  absoluten  Kreisinvolu- 
tion    auf     der     unendlieli     fernen 
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ohne  metrische  Hilfsmittel  detinieren  als 
die  Kurve  zweiten  Grades,  welche  durch 
jenes  imaginäre  Punktpaar  hindurchgeht, 
(so  daß  die  Anzahl  aller  Kreise  auf  OO^ 
festgelegt  wird),  ferner  die  Gesamtheit 
aller  Kreise  der  Ebene  als  das  Büschel 
aller  Kurven  durch  jene  zwei  festen 
Punkte,  die  Gesamtheit  der  Kreise  eines 
Kreisbüschels  im  gewöhnlichen  Sinne  als 
Gesamtheit  des  Kurvenbüscliels  durch 
vier  feste  Punkte,  nämlich  die  beiden 
imaginären  und  zwei  beliebige  reelle 
(vergl.  Satz  20  b),  endlich  konzentrische 
Kreise  als  Kreise  mit  gemeinsamen 
Asymptoten,  die  folglich  einander  in  den 
imaginären  Kreispunkten  berühren. 
Fei'ner  kann  man  den  Begritt  des 
rechten  Winkels  ohne  Maßbeziehungen 
definieren,  indem  man  berücksichtigt,  daß 
jedes  Strahlenpaar  des  orthogonalen 
Kurvendurchmesserbüschels  zu  diesen 
(imaginären)  Ordnungsstrahlen  harmonisch 
sein  muß.  Hiernach  sind  zwei  Strahlen 
dann  als  rechtwinkelig  anzusehen,  wenn 
sie  harmonisch  liegen  zu  den  (imaginären) 
Verbindungsgeraden  ihres  Schnittpunktes 
zu  den  imaginären  Kreispunkten.  (Unter 
Benützung  des  Logarithmus  des  l)oi)pel- 
verhältnisses  solcher  vier  Strahlen  gelangt 
die  analytische  (4eometrie  von  da  aus 
auch  zu  der  projektivischen  Auffassung 
des  Winkelbegritts  überhaupt.)  Dabei 
ergibt  sich  die  Gleichheit  der  auf  dem- 
selben Kreisbogen  stehenden  Peripherie- 
winkel ganz  selbstverständlich  als  metri- 
sche Ausdrucksweise  für  die  Gleichheit 
des  Doppelverhältnisses  der  von  allen 
beliebigen  Kurvenpunkten  nach  vier 
festen  Punkten  der  Kurve  gezogeneu 
Strahlen.  Von  diesen  vier  Strahlen  aus 
einem  beliebigen  Kreispuukte  gehen  näm- 
lich im  vorliegenden  Falle  je  zwei  nach 
den  Endpunkten  des  betrachteten  Bogens 
und  zwei  nach  den  beiden  absoluten 
imaginären  Kreispunkten. 

Ei'kl.  300.  Bewirkt  man  die  Er- 
zeugung eines  Kreises  durch  zwei  pro- 
jektivische  Büschel,  deren  Scheitel  die 
Endpunkte  eines  Durchmessers  sind,  so 
entstehen  die  Peripheriepuidvte  durch  den 
Schnitt  je  zweier  rechtwinklig  stehenden 


Geraden.  Und  da  die  circulare Strah- 
leninvolution eine  elliptische  Involu- 
tion ist,  so  schreibt  man  auch  ihr 
zwei  imaginäre  Ordnungsstrah- 
len  zu,  und  diese  laufen  auch  je- 
weils vom  Kreismittelpunkte  nach 
den  imaginären  Ordnungspunkten 
der  absoluten  Involution  auf  der 
unendlich  fernen  Geraden. 

6)  Bei  der  hyperbolischen 
Strahlenin  volution  der  konju- 
gierten Durchmesser  der  Hyperbel 
kann  der  besondere  Fall  eintreten, 
daß  die  Ordnungsstralilen  selber 
auf  cijander  senkrecht  stehen,  also 
ebenso  wie  die  Axenstrahlen  mit 
einander  rechte  Winkel  bilden.  Da 
die  Ordnungsstralilen  die  Asymp- 
toten sind,  so  entsteht  diese  Be- 
sonderheit dann,  wenn  eine  Hyper- 
bel mit  senkrecht  stehenden 
Asymptoten  vorliegt.  Dies  trifft 
zu  bei  der  sogenannten  gleich- 
seitigen Hyperbel:  man  erhält 
die  in  Antwort  9  der  Frage  61  und 
Figur  61  erörterte  besondere  Art 
der  Strahleninvolution,  welche  durch 
Zusammenlegung  zweier  entgegen- 
gesetzt kongruenter  Strahlen- 
büschel  gebildet  wird:  je  zwei  kon- 
jugierte Durchmesser  der  gleich- 
seitigen Hyperbel  bilden  mit  den 
Asymptoten  derselben  beiderseits 
gleich  große  Neigungswinkel.  Aus 
diesem  Grunde  nennt  man  auch 
diese  besondere  Art  von  Strahlen- 
involution die  gleichseitig-hyper- 
bolische  Involution. 

7)  Bei  derParal)el  ist  jederDurch- 
messer  zur  unendlich  fernen  Geraden 
konjugiert,  und  diese  zu  jedem 
anderen  Durchmesser  —  insofern 
man  die  unendlicli  ferne  Gerade  als 
Gerade  durch  den  Parabelmittel- 
punkt ebenfalls  als  einen  Parabel- 
durchmesser auffassen  will.  Man 
hat  also  in  der  Gesamtheit  der 
konjugierten  Durchmesser  einer 
Parabel  wieder  die  uneigentliche 
oder    parabolische    Involution, 
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Strahlen  der  Selieitel.     Auf  der  uiiendlicli      bei  weleher  jeder  Strahl  desParallel- 
fernenGeradeu  schneiden  die  beidenBüsehel      stralileiibüschels   aller  Durcliinesser 
wieder   je   zAvei  zugeordnete  Punkte  der      zu  einem  einzigen  derselben  konju- 
absfduten    KreisinAolution     aus.       Durch      giert  ist. 
jeden    Ordiiuiiiispiiukt    dieser    Involution 

g-elien  also  auch  je  zwei  zui;eli(>rijze  Strahlen  heider  Büschel,,  und  damit  hat  man 
einen  zweiten  Beweis  dafür,  daß  diese  imaginären  Kreispunkte  wirklich  Kurvenpunkte 
des  Kreises  sind,  weil  auch  sie  Schnittpunkte  zweier  entsprechenden  Strahlen  der 
Büschel  sind.  Man  erhält  dabei  die  paradox  erscheinenden  Eigenschaften,  daß  je 
zwei  (imaginäre)  Strahlen,  welche  von  zwei  reellen  Punkten  nach  demselben  von 
den  beiden  uiuMidliili  fernen  absoluten  Kreispunkten  gehen,  zu  einander  zugleich 
l)arallel  und  senkrecht  sind.  Dies  zeigt  aber  wieder  Übereinstimnumg  mit  der 
Eigenschaft  der  Kreisasymptoten,  deren  jede  als  ein  zusammenfallendes  Paar  kon- 
jugierter Durchmesser  aufzufassen  ist.  Da  je  zwei  konjugierte  Durchmesser  des 
Kreises  zu  einander  senkrecht  sind,  so  muß  jede  Gerade  aus  dem  Kreismittelpunkt 
nach  einem  der  absoluten  Punkte  als  zu  sich  selber  i)arallel  und  senkrecht 
betrachtet  werden. 

Erkl.  801.  Nächst  dem  Mittelpunkt  sind  die  wichtigsten  Punkte  in  Beziehung 
zu  einer  Kurve  die  Punkte  der  unendlich  fernen  Geraden.  Die  Gesamtheit  der 
konjugierten  Geraden  durch  einen  unendlich  fernen  Punkt  bildet  einen  involutorischen 
l'arallelstrahlenbüschel,  als  dessen  jeweilige  Ordnungsstrahlen  die  beiden  Parallel- 
tangcnteu  der  Kurve  in  der  Ki<'htung  nach  dem  unendlich  fernen  Büschelscheitel 
auftreten.  1  )er  Büschel  weist  stets  h  y  p  e  r  b  o  1  i  s  c  h  e  Involution  auf  für  alle  Ellipsen 
und  Kreise  und  Parabeln,  sowie  für  die  Punkte  der  unendlich  fernen  Geraden  im 
Außemvinkel  der  Asymptoten  der  Hyperbel,  elliptische  Involution  nur  für  die 
Punkte  der  unendlich  fernen  («eraden  im  Innenwinkel  der  Asymptoten  der  Hyperbel, 
parabolische  Inv(dution  tür  den  unendlich  fernen  Punkt  jeder  Parabel  sowie  für 
die  beiden  unendlich  fei'neu  Berührungspunkte  der  Asymptoten  der  Hyperbel,  denn 
in  letzteren  Fällen  ist  stets  die  unendlich  ferne  Gerade  bezw.  die  Asymptote  selber 
jedem  anderen  Büschelstrahl  konjugiert  l)ezw.  umgekehrt.  Von  besonderer  Art  ist 
dabei  die  hyperbolische  Strahleninvolution  in  den  Puid^ten  der  unendlich  fernen  Geraden 
in  Bezug  auf  die  Parabel,  indem  dort  die  unendlich  ferne  Gerade  als  Kurventangente 
selber  den  einen  Ordnungsstrahl  bildet.  Daher  bildet  die  einzig-e  im  endlichen 
laufende  Parabeltangente  in  der  Weise  den  anderen  Ordnungsstrahl,  daß  je  zwei 
in  gleichem  Abstand  zu  ihren  beiden  Seiten  liegende  Geraden  —  je  eine  die  Kurve 
sehneidende  und  eine  nicht  schneidende  —  ein  zugeordnetes  Strahlenpaar  des 
involutorischen  Parallelstrahlenbüschels  liefern.  Dies  zeigt  wieder  Übereinstimmung 
mit  der  in   Krkl.    lo'.i   und   2'.U)   erwähnten  Eigenschaft  der  Parabel. 


Frage  7^}.     Wie  treten  die  einzel-  Antwort.       1)     Eine     allgemeine 

nen  Arten  der  Involutionen  bei  den  elliptische    Pnnk  tin  volntion 

vei-scliiedenenKnrvengattnngenanf?  tritt   anf   bei  jeglicher  Kurve  in 

der  Gesamtheit  der  konjugierten 

Erkl.  'iU)2.       Die    vorstellende    Frage  Punkte  auf  einer  beliebig  gewähl- 

erfährt    in    nebenstehender  Antwort  fünf-  ten    nicht    treffenden    Geraden, 

fach  doppelte  Liisung.    Denn  man  unter-  so    auch    auf    den    nicht    treffenden 

scheidet   nach  den  bisherigen  AusfiHirun-  Durchmessern    jeder   Hyi)erbel 

gen    außer    den    beiden    allgemeinen    In-  und    speziell    auf    der    unendlich 

volutionsarten.    nämlich    der    elli]»tischeii  fernen  Gerad(Mi  für  jede  all- 

und   hyi)erbolischen,    d.   h.   ohne  uiul   mit  gemeine    Ellipse. 
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Ordnungselementen,  noch  die  parabolische 
Involution,  sowie  die  beiden  besonderen 
Involutionsarten,  nämlich  die  circulare  und 
die  gleichseitig-hyperbolische;  und  von 
jeder  Gattung  der  Involutionen  gibt  es 
wieder  Punktinvolutionen  und  Strahlen- 
involutionen. Dabei  kann  in  neun  von 
diesen  zehn  Fällen  die  verlangte  Invo- 
lution in  verschiedener  Weise  erscheinen, 
je  nach  Lage  der  Elemente  bezw.  nach 
dem  Zahleuwerte  der  zugehörigen  Potenz; 
nur  bei  der  circularen  Punktinvolution 
ist  das  Auftreten  ein  ganz  einzigartiges, 
ohne  jede  Veränderlichkeit,  nämlich  nur 
auf  der  unendlich  lernen  Geraden  und  in 
stets  gleichbleibender  Lage. 

Erkl.  303.  Jede  einzelne  der  neben- 
stehenden fünf  Doppelantworten  gibt  die 
Lösung  der  Frage  noch  in  dreifacher 
Weise,  nämlich  zunächst  hinsiclitlich  der 
allgemeinen  Bedingungen  für  das  Auf- 
treten der  gefragten  Involutionsart, 
zweitens  werden  diejenigen  besonderen 
Einzelfälle  in  Erinnerung  gebracht,  welche 
schon  in  den  vorhergehenden  Antworten 
zur  Erwähnung  gelangt  waren,  und 
drittens  wird  angegeben,  wie  die  gefragte 
Involutionsart  speziell  mit  unendlich  fernem 
Träger  auftreten  kann,  also  jede  Punkt- 
involution auf  der  unendlich  fernen  Geraden, 
jede  Strahleninvolution  mit  unendlich 
fernem  Scheitel,  d.  h.  als  Parallelstrahlen- 
büschel.  Die  meisten  dieser  Einzelfälle 
sind  in  anderm  Zusammenhang  bereits 
besprochen  in  den  beiden  vorhergehenden 
Autworten. 

Ei'kl.  304.  Da  die  circulare  und  die 
g  1  e  i  c  li  s  e  i  t  i  g  -  h  y  p  e  r  b  0 1  i  s  c  h  e  Involu- 
tion nur  diu'cli  metrische  Eigenschaften 
definiert  sind,  so  kann  als  Projektion 
derselben  im  allgemeinen  nicht  wieder 
eine  gleichartige  Involution  erzeugt  werden. 
So  entsteht  durch  Projektion  einer  gleich- 
seitig-hyperbolischen Punkt  Invo- 
lution nur  in  dem  Ausnahmefalle  Avieder 
eine  g  1  e  i  c  h  s  e  i  t  i  g  -  h  y  p  e  r  b  o  1  i  s  c  h  e 
Strahleninvolution,  daß  der  Scheitel 
auf  der  im  Involutiousmittelpunkt  er- 
richteten Senkrechten  gewählt  wird,  also 
bei  dem  Parabeldurchmesser  bezw.  der 
Asymptotenparallelen  einer  Hyperbel  auf 

Sachs,  Projektiviscbe  (neuere)  Geometrie.    III, 


Eine  allgemeine  elliptische 
Strahleninvolution  tritt  auf  bei 
jeglicher  Kurve  in  der  Gesamt- 
heit der  konjugierten  Geraden 
durch  einen  beliebig  gewählten 
innern  Punkt,  so  auch  in  den 
konjugierten  Durchmessern  der 
allgemeinen  Ellipse  und  speziell 
als  Parallelstrahlenbüschel  bei 
jeder  Hyperbel  durch  jeden  inner- 
halb der  Kurve  liegenden  Punkt 
der  unendlich   fernen   Geraden. 

2)  Eine  allgemeine  hyper- 
bolische Punktinvolution  er- 
scheint bei  jeglicher  Kurve  in 
der  Gesamtheit  der  konjugierten 
Punkte  auf  einer  beliebig  ge- 
wählten schneidenden  Geraden, 
so  auch  auf  jedem  Durchmesser 
von  Ellipse  oder  Kreis  sowie  auf 
den  schneidendenDurchmessern  jeder 
Hyperbel  und  speziell  auf  der 
u  n  e  n  d  1  i  c  h  f  e  r  n  e  n  G  e  r  a  d  e  n  f  ü  r  d  i  e 
allgemeine  Hyperbel. 

Eine  allgemeine  hyperbolische 
Strahleninvolution  erscheint  bei 
jeglicher  Kurve  in  der  Gesamt- 
heit der  konjugierten  Geraden 
durch  einen  beliebig  gewählten 
äußern  Punkt,  so  auch  in  den 
konjugierten  Durchmessern  der 
allgemeinen  Hyperbel  und  speziell 
als  Parallelstrahlenbüschel 
durch  jeden  Punkt  der  unendlich 
fernen  Geraden  für  Ellipse  und 
Kreis  und  bei  jeder  Hyperbel  für 
jeden  außerhalb  der  Kurve  liegen- 
den Punkt  der  unendlich  fernen 
Geraden. 

3)  Eine  parabolische  Punkt- 
involution entsteht  bei  jeglicher 
Kurve  in  der  Gesamtheit  aller  zum 
Berührungspunkt  konjugierten 
Punkte  einer  beliebig  gewählten 
berührenden  Geraden,  also  auch 
mit  unendlich  fernem  Doppelpunkte 
auf  den  Asymptoten  jeder  Hy- 
perbel und  speziell  auf  der  un- 
endlich fernen  Geraden  bei  der 
Parabel. 
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der  Senkrechten  im  Kurvenschnittpunkt. 
Umgekehrt  wird  durch  eine  gl e i cli s e i  t ig 
h  y  p  e  r  b  0 1  i  s  c  li  e  S  t  r  a  li  1  e  n  i  n  v  o  1  u  t  i  o  n 
nur  auf  einer  solchen  Geraden  wieder 
eine  gleichseitig  -hyperbolische 
Punktinvolution  ausgeschnitten,  welche 
zum  ersten  oder  zum  zweiten  Ordnungs- 
strahl senkrecht  steht,  bezw.  zum 
zweiten  oder  zum  ersten  Ordnungsstrahl 
parallel  läuft,  also  wieder  bei  den 
Asymptotenparallelen  einer  gleichseitigen 
Hyperbel.  Dabei  ist  aber  sehr  wohl  zu 
beacliten,  dass  die  so  entstehende  gleich- 
sei t  i  g  -  li  y  p  e  rb  o  1  i  s  c  li  e  P  u  n  k  t  i  n  V  0  hl  - 
tion  niclit  dieselbe  gleichseitig -hyper- 
bolische Punktinvolution  ist,  Avelche  durch 
die  Kurve  selbst  in  der  Gesamtheit  der 
konjugierten  Punkte  auf  dieser  Gera- 
den erzeugt  wird,  denn  letztere  liat  den 
Kurvenschnittpunkt  der  Geraden  zum 
Ordnungspunkt,  erstere  aber  den  Schnitt- 
punkt mit  der  anderen  Asymptote. 


Eine  parobolisclie  Stralilen- 
involiition  entsteht  bei  jeglicher 
Kurve  in  der  Gesamtheit  aller 
zur  Tangente  konjugierten  Ge- 
raden durch  einen  beliebig  ge- 
wählten Kurvenpunkt,  und  si)eziell 
als  P  a  r  a  1 1  e  1  s  t  r  a  h  1  e  n  b  ü  s  c  li  e  1 
durch  die  beiden  unendlich  fernen 
Asymptotenpunkte  jeder  Hy- 
perbel, wobei  die  Asymptote  als 
Doppelstrahl  erscheint,  sowie  durch 
den  einen  unendlich  fernen  Punkt 
jeder  Parabel,  hier  aufzufassen  als 
Gesamtheit  aller  zur  unendlich 
fernen  Geraden  als  Parabeldurch- 
messer konjugierten  übrigen  Durch- 
messer der  Parabel. 

4)  Die  zirkuläre  oder  absolute 
Punktinvolution  wird  einzig 
beim  Kreise,  und  zwar  identisch 
bei  jedem  Kreise  erzeugt  als  Ge- 
samtheit der  konjugierten 
Punkte  auf  der  unendlich  fernen 
Geraden. 


Eine  zirkuläre  oder  orthogonale  Stralileninvolution  wird  er- 
zeugt als  Gesamtheit  der  konjugierten  Geraden  durch  einen  derart 
ausgewählten  Punkt,  daß  je  zwei  seiner  konjugierten  Strahlen  auf- 
einander senkrecht  stehen,  also  besonders  in  den  konjugierten 
Durchmessern  jedes  Kreises.  Als  Grenzfall  könnte  man  die  para- 
bolische Strahleninvolution  der  zur  unendlich  fernen  Geraden  konjugierten 
Parabeldurchmesser  auch  als  orthogonale  Strahleninvolution  auf- 
fassen, insofern  jeder  dieser  Parabeldurchmesser  zum  unendlich  fernen 
konjugierten  auch  senkrecht  ist. 

5)  E  i  ne  g  1  e  i  c  h  s  e  i  t  i  g  -  h  y  p  e  r  b  o  1  i  s  c  h  e  P  u  n  k  t  i  n  V  o  1  u  t  i  o  n  er h  ä  1 1  m  a  n 
in  der  Gesamtheit  der  konjugierten  Punkte  auf  einer  Geraden,  welche 
eine  Kurve  in  einem  ersten  in  endlicher  und  einem  zweiten  in  unendlicher 
Entfernung  liegenden  Punkte  schneidet,  also  bei  der  Parabel  auf  jedem 
Durchmesser  sowie  auf  der  Axe,  bei  jeder  Hyperbel  auf  einer  beliebig 
gewählten  Parallelgeraden  zu  einer  Asymptote,  und  als  speziellen  Fall 
auch  auf  der  endlich  fernen  Geraden  bei  der  gleichseitigen 
Hyperbel. 

Eine  gleichseitig-hyperbolische  Stralileninvolution  erhält 
man  in  der  Gesamtheit  der  in  Beziehung  zu  einer  Kurve  konjugierten 
Geraden  durch  einen  derart  ausgewählten  Punkt,  daß  die  von  ihm  an 
die  Kurve  gelegten  Tangenten  als  Ordnungsstrahlen  aufeinander 
senkrecht  stehen,  also  besonders  in  den  konjugierten  Durchmessern 
der  gleichseitigen  Hyperbel  und  speziell  als  Parallelstralilen- 
l)üscliel  bei  der  Parabel  durch  jeden  beliebigen  Punkt  der  unend- 
lich fernen  Geraden  (also  außer  ihrem  unendlich  fernen  Berührungs- 
punkt). 
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Friige  74.  Welche  beiden  Fälle 
<ler  besonderen  Involutionen  kon- 
jugierter Elemente  sind  in  den 
bisherigen  Erörterungen  noch  nicht 
vollständig  erledigt  worden? 

Erkl.  306.  In  der  vorigen  Antwort 
73  waren  in  allen  Teilen  völlig  be- 
stimmte Antworten  gegeben,  außer  in 
den  beiden  letzten  Fällen  der  orthogo- 
nalen imd  gleicliseitig  -  hyperbolischen 
Strahleninvolution,  wo  beidemale  nur 
gesprochen  werden  konnte  von  „einem 
derart  ausgewählten  Punkt,  daß  ..." 
Wenn  man  berücksichtigt,  daß  in  beider- 
lei .Strahleninvolutionen  die  Ordnungs- 
strahlen die  reellen  bezw.  imaginären 
Tangenten  an  die  Kurve  aus  dem  Büschel- 
scheitel bilden,  so  kann  man  die  beiden 
noch  zu  erledigenden  Fälle  dahin  zu- 
sammenfassen, daß  Punkte  zu  suchen 
sind,  von  welchen  zwei  (reelle  bezw. 
imaginäre)  senkrechte  Tangenten 
an  die  Kurve  gehen.  Denn  sowie  von 
einem  Punkte  zwei  reelle  senkrechte 
Tangenten  an  eine  Kurve  gehen,  so 
müssen  je  zwei  andere  konjugierte 
Strahlen  dieses  Punktes  zu  den  beiden 
senkrechten  Ordnungsstrahlen  der 
S  t  r  a  li  1  e  n  i  n  v  0 1  u  t  i  0  n  harmonisch 
liegen,  müssen  also  mit  diesen  Senkrechten 
beiderseits       gleichgroße       Winkel 

bilden,  d.  h.  eine  gleichseitig-hyperbolische  Involution  bilden.  Bei  der  orthogonalen 
Strahleninvolution  aber  gilt  die  Auflassung,  daß  ihre  imaginären  Ordnungsstrahlen 
ebenfalls  als  imaginäre  Kurven-Tangeuten  aus  dem  Büschelscheitel  aufeinnudor  senk- 
recht stehen  sollen,  und  nach  je  einem  der  beiden  imaginären  Kreispunkte  der  unendlich 
fernen  Geraden  gehen.  —  Aus  der  Definition  erkennt  man  sofort,  daß  Pui.kte  der 
letztgenannten  Art,  also  mit  senkrechtstehenden  imaginären  Kurventangenten  nur 
innerhalb  der  Kurve  gesucht  werden  dürfen,  daß  dagegen  Punkte  der  anderen 
Art  mit  senkrechten  reellen  Tangenten  nur  außerhalb  der  Kurve  vorkommen 
können. 


Antwort.  Die  beiden  Einzelfälle, 
deren  abschließende  Behandlung 
noch  aussteht,  sind  die  Aufsuchung 
von  solchen  Punkten,  in  welchen 
die  inbezug  auf  eine  gegebene 
Kurve  konjugierten  Geraden  eine 
orthogonale  bezw.  eine  gleich- 
seitig-hyperbolische Strah- 
leninvolution bilden. 

Punkte  von  der  Art,  daß  ihnen 
inbezug  auf  eine  Kurve  zweiten 
Grades  eine  orthogonale  Strah- 
len Involution  der  konju- 
gierten Geraden  zugehört,  nennt 
man  Brennpunkte  der  Kurve, 
und  die  Polare  eines  Brenn- 
punktes heißt  Leitgerade, 
Leitlinie  (im  engeren  Sinn)  oder 
Direktrix  der  Kurve. 

Punkte  von  derjenigen  Art,  daß 
ihnen  inbezug  auf  eine  Kurve 
zweiten  Grades  eine  gleichseitig- 
hyperbolische Strahleninvo- 
lution der  konju giert en  Ge- 
raden zugehört,  erfüllen  eine 
gerade  oder  krumme  Linie,  welche 
Leitlinie  im  weiteren  Sinne  bezw. 
Direktorkreis  der  Kurve  ge- 
nannt wird. 


Frage  75.  Welche  Schlüsse  über 
die  Lage  eines  Brennpunktes 
zur  Kurve  ergeben  sich  aus  der 
Definition  solcher  Punkte? 

Erkl.  307.  Zwei  senkrechte  konju- 
gierte Gerade,  wie  solche  durch  jeden 
Brennpunkt    stets    gehen    sollen,    treffen 


Antwort.  1)  Da  die  durch  einen 
Brennpunkt  F  gehenden  kon- 
jugierten Geraden  eine  orthogo- 
nale Strahleninvolution,  also 
ohne  reelle  Ordnungsstrahlen,  bilden 
müssen,  so  können  keine  reellen 
Tangenten   vom  Brennpunkt    an 
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die  uiieiidlicli  ferne  Gerade  in  zwei  zu- 
geordneten Punkten  der  sogenannten  abso- 
luten Kreisinvolution.  Man  kann  also  die 
Brennpunkte  auch  in  Anlehnung  an  die 
Auffassung  der  Erkl.  298  detinieren  als 
Punkte  der  Art,  daß  die  ihnen  zuge- 
hörige Involution  der  konjugierten 
Strahlen  perspektivisch  liegt  zur  Kreis- 
involution auf  der  unendlich  fernen  Ge- 
raden. Und  da  die  Orduungs})unkte 
letzterer  Involution  zwei  imaginäre  Punkte 
sind,  welche  in  zwei  zueinander  senk- 
rechten Itichtungen  gedacht  werden,  so 
sind  aucli  die  Ordnungsstrahlen  der  da- 
zu perspektivisch  liegenden  Orthogonal- 
involution der  konjugierten  Strahlen  des 
Brennpunktes  zwei  zueinander  senkrecht 
gedachte  imaginäre  Tangenten  an  die 
Kurve. 

Erkl.  308.  Ellipse  und  Hyperbel 
haben  zwei  Axen,  die  Parabel  eine 
Axe.  Nach  dem  zweiten  Teile  neben- 
stehender Antwort  ist  für  beide  letzteren 
Kurven  kein  Zweifel  mehr  zulässig  über 
die  Gerade,  auf  welcher  ein  Brennpunkt 
liegen  kann.  Denn  von  den  beiden 
Hyperbelaxen  ist  die  schon  früher  als 
Nebenaxe  bezeiclmete  eine  die  Kurve 
nicht  treffende  Gerade,  hat  also  gar 
keine  Punkte  innerhalb  der  Kurve.  Dem- 
nach können  Brennpunkte  nur  liegen 
auf  dem  Innenteil  der  Parabelaxe  bezw. 
auf  den  beiden  Innenteilen  der  die  Kurve 
schneidenden  llauptaxe  der  Hyperbel. 
Für  die  Ellipse  aber  ist  noch  zu  ent- 
scheiden zwischen  den  beiden  Axen. 
Nur  soviel  wird  durcli  den  dritten  Teil 
der  nebenstehenden  Antwort  festgestellt, 
daß  Brennpunkte  nur  auf  der  einen  oder 
nur  auf  der  anderen  Axe  liegen  können ; 
—  welche  von  beiden  die  llauptaxe  ist, 
die  längere  oder  die  kürzere,  wird  erst 
in  der  Antwort  der  nächsten  Frage  fest- 
gestellt. 

Erkl.  309.  Es  ist  auch  einstweilen 
noch  nicht  festgestellt,  wieviele  Brenn- 
punkte einer  Kurv(i  zukommen.  Wegen 
der  Symmetrie  zur  Nebenaxe  aber  erkennt 
man,  daß  bei  lilllipse  und  Hyperbel  die 
Brennpunkte  jedenfalls  in  gerader  An- 


die  Kurve  gehen,  da  solche  die 
Ordnungsstrahlen  der  Involution 
sein  würden.  Folglich  kann  ein 
Brennpunkt  nur  innerhalb  der 
Kurve  vorhanden  sein,  nicht  außer- 
halb und  nicht  auf  der  Kurve. 

2)  ITnter  den  Strahlen  durch 
einen  Brennpunkt  F  befindet  sicii 
jedenfalls  ein  solcher  nach  dem 
Kurvenmittelpunkt  M,  also  ein 
D  u  r  c  h  m  e  s  s  e  r.  Der  zu  diesem 
Durchmesser  FM  konjugierte  Strahl 
durch  den  Brennpunkt  F  geht  nach 
dem  endlich  fernen  Pol  des  Durch- 
messers, läuft  also  mit  dem  zu  FM 
konjugierten  Durchmesser  parallel. 
Da  aber  der  zu  FM  konjugierte 
Strahl  auch  zu  FM  senkrecht 
sein  muß,  so  müssen  auch  die  mit 
diesem  Strahlenpaar  parallel  laufen- 
den konjugierten  Durchmesser  zu- 
einander senkrecht  stehen,  und  folg- 
lich muß  die  V  e  r  b  i  n  d  u  n  g  s  - 
gerade  FM  einer  von  denjenigen 
Durchmessern  sein,  welche  mit 
ihrem  konjugierten  rechte  Winkel 
bilden,  d.  h.  eine  Kurvenaxe. 
Danach  kann  ein  Brennpunkt  nur 
auf  der  Innenstrecke  einer  Axe 
liegen. 

3)  Angenommen  Fi  und  Fo  wären 
zwei  Brennpunkte  einer  Kurve,  so 
befindet  sich  unter  den  durch  Fi 
bezw.  F._,  gellenden  Strahlen  jeden- 
falls auch  der  Verbiiiduugsstrahl 
F]  ¥>;  und  der  zu  Fi  Fo  konjugierte 
Strahl  des  Punktes  Fi  sowohl,  als 
auch  der  zu  Fi  F2  konjugierte  Strahl 
des  Punktes  ¥>  muß  auf  Fi  Fo  senk- 
recht stehen.  Der  Pol  der  Geraden 
Fl  Fo  müßte  also  sowohl  auf  der 
ersten  als  auch  auf  der  zweiten 
Senkrechten  liegen,  d.  h.  die  beiden 
zu  einander  i)arallelen  Geraden 
liefern  als  ihren  unendlich  fernen 
Schnittpunkt  den  I^ol  der  Geraden 
Fl  Fo. 

Darnach  muß  die  V e  r  b  i  11  d  u  n g s - 
gerade  zweier  Brennpunkte  stets 
einen  unendlich  fern  liegenden  Pol 
haben,    d.  h.   sie  muß  ein   Durch- 
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zahl  vorhanden  sein  müssen,  bei  der 
Parabel  in  noch  niclit  genau  bestimmter 
Anzahl ;  denn  letztere  besitzt  keine 
eigentliche  Nebenachse.  Wollte  man  die 
unendlich  ferne  Gerade,  weil  sie  den  unend- 
lich fernen  Parabelmittelpunkt  enthält, 
als  Nebenaxe  ansehen,  so  käme  ein 
symmetrisch  liegender  Brennpunkt  eben 
auch  in  den  unendlich  fernen  Parabelpunkt 
zu  liegen.  In  der  Tat  wird  sich  zeigen, 
daß  dieser  unendlich  ferne  Punkt  anzu- 
sehen ist  gleiclizeitig  als  Berülirungs- 
punkt  der  Kurve  mit  der  unendlich  fernen 
Geraden,  als  sich  seilest  konjugierter 
Kurvenpunkt,  als  Mittelpunkt  und  als 
Brennpunkt  der  Parabel.  Zu  erledigen 
bleiben  also  noch  die  allgemeine  Frage 
bei  jeder  Kurve  nach  der  Anzahl 
der  Brennpunkte  und  die  andere  Frage 
für  die  Ellipse,  welche  von  beiden 
Axen   ilire   Brennpunkte    enthalten   muß. 


nie  SS  er  sein.  Und  hiernach  können 
sämtliche  einer  Kurve  etwa  zuge- 
hörigen Brennpunkte  auch  nur  auf 
einer  und  derselben  Axe  dieser 
Kurve  liegen.  Diese  die  Brenn- 
punkte der  Kurve  enthaltende 
Axe  wird  daher  als  Hauptaxe 
bezeichnet  und  unterscheidet  sich 
eben  durch  die  Brennpunkte  von 
der  andern  oder  Nebenaxe. 

4)  Wird  die  Kurve  um  die 
Nebenaxe  umgekhippt,  so  werden 
je  zwei  symmetrisch  liegende  Punkte 
mit  einander  vertauscht,  also  wird 
auch  ein  auf  der  Hauptaxe  liegen- 
der Brennpunkt  mit  allen  seinen 
Eigenschaften  übergeführt  in  einen 
auf  der  entgegengesetzten  Halbaxe 
im  gleichen  Abstand  vom  Mittel- 
punkt liegenden  Punkt  mit  den- 
selben Beziehungen  zur  Kurve.  So- 
mit müssen  zwei  Brennpunkte  einer 
Kurve  stets  auf  der  Hauptaxe 
zum  Mittelpunkt  symmetrisch 
liegen. 


Figur  91. 
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Frage  7G.  Wie  bestimmt  man 
die  Anzahl  und  Lagebezieliung- 
der  Brennpunkte  einer  Kurve? 

Erkl.  310.  Der  nobensteheiule  Nach- 
weis, (Inti  die  Ellipse  und  Ilyp  erbe  1 
zwei,  die  Parabel  einen  Brenn- 
punkt auf  ihrer  Hauptaxe  besitzen 
müssen,  könnte  aucli  aus  den  später  be- 
wiesenen Maßeigenschaften  dieser  Punkte 
entnommen  werden.  Jedoch  ist  es  vor- 
zuziehen, auch  diese  Eigenschaften  auf 
rein  projektivische  Weise  abzuleiten,  und 
diesem  Zwecke  dient  die  Ausführung  der 
nebenstehenden  Antwort.  Zudem  liefert 
dieselbe  nebenbei  auch  noch  andere  be- 
merkenswerte Beziehungen  der  Kurve  zu 
ihren  Brennpunkten,  insbesondere  die  sog. 
r  0  k  a  1  i  n  V  0  1  u  t  i  0  n.  —  Wegen  der 
"Wichtigkeit  der  Beweisführung  ist  die- 
selbe auch  nicht  nur  in  Fig.  91  an  der 
Ellipse,  sondern  auch  in  Fig.  92  für  die 
Hyperbel  und  in  Fig.  93  für  die  Parabel 
noch  besonders  zur  Darstellung  gebracht. 


Ant^vort.  1)  Da  ein  Brennpunkt 
nach  dem  bisherigen  ein  Punkt 
auf  der  Innenstrecke  einer  Axe 
sein  muß  und  lauter  senkrechte 
k(mjugierte  Strahlen  besitzt,  so 
sucht  man  zunächst  überhaupt  eine 
gegenseitige  Beziehung  senkrechter 
konjugierter  Strahlen  aufzufinden. 
Zu  dem  Zwecke  zieht  man  durch 
l)eliebig  viele  Punkte  Ai  Fi  Gi  Hj . . . 
einer  Kurven-Axe  AMB  in  Fig.  91 
bis  93  Strahlen  ai  fi  gi  hi  .  .  .  in 
einer  willkürlich  ausgewählten  ge- 
meinsamen Richtung,  also  sämtlich 
parallel  nach  einem  unendlich 
fernen  Punkte  Si.  Diese  Strahlen 
bilden  einen  Parallelstrahlenbüschel 
Si,  und  alle  zu  ihm  senkrechten 
Strahlen  müssen  einem  zweiten 
Parallelstrahlenbüschel  S2  ange- 
hören, dessen  Scheitel  S2  in  der  zur 
Richtung  Si  senkrechten  Richtung 
liegt. 


Figur  92. 


Erkl.  311.  Die  beiden  unendlich 
fernen  Punkte  83  liegen  in  zwei  zu  ein- 
ander senkrechten  Richtungen  auf  der 
unendlich  fernen  Geraden.  .leder  ist 
Scheitel  eines  Parallelstrahlenbüschels, 
und  es  fragt  sich,  ob  und  wie  die 
Strahlen  der  beiden  Büschel  zugeordnet 
werden.     Dies    geschieht    durch  die  Zu- 


2)  Zu  einem  Stridde  ai  f,  gi  .  . 
des  ersten  Büschels  ist  nun  derjenige 
Strahl  ao  fo  go  •  •  •  des  zweiten  Büschels 
der  konjugierte  Strahl, 
und  zwar  ein  senkrecht  stehen- 
der konjugierter  Strahl,  welcher 
durch  den  Pol  des  erstgenannten 
Strahles  ai  f,   g,  .  .  •  hindurchgeht, 
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Ordnung  der  konjugierten  Punkte  auf 
dem  Durchmesser  to-  Je  zwei  Punkte 
dieses  Durchmessers  sind  durch  die  polare 
Beziehung  entsprechend,  und  immer  durch 
den  einen  Punkt  eines  Paares  gelit  ein 
Strahl  von  S^,  durch  den  anderen  der 
zugeordnete  Strahl  von  B.,-  Dei'  Schnitt- 
punkt zweier  solchen  Strahlen  muß 
irgendwo  in  der  Kurvenebene  liegen. 
Fällt  er  insbesondere  auf  die  Axe  selber, 
dann  muß  dieser  Punkt  F  ein  Brenn- 
punkt sein.  Denn  außer  den  beiden 
.senkrechten  konjugierten  Strahlen  fj  und 
l,  der  Büschel  Si  und  S-,  geht  durch 
diesen  Punkt  F  eben  die  Axe  a  selbst, 
deren  konjugierte  Gerade  der  anderen 
Axe  b  parallel  laufen  muß,  also  eben- 
falls senkrecht  zu  a  stehen  muß.  Sowie 
aber  in  der  Involution  der  konjugierten 
Stralden  eines  Punktes  F  zwei  senk- 
rechte Strahlenpaare  vorhanden  sind, 
müssen  alle  Strahlen  der  Involution,  also 
alle  konjugierten  Strahlen  des  Punktes  F 
aufeinander  senkrecht  stehen,  d.  h.  F 
ist  ein  Brennpunkt  der  Kurve. 

FiOTr  93. 


'^u/  '-^ni 


Ei'kl.  312.  Da  der  Mittelpunkt  der 
Ellipse  M  in  Fig.  91  innerhalb  der 
Kurve  liegt,  so  ist  der  Durclimesser  m^ 
dort  einer  der  in  Betracht  kommenden 
Strahlen;  bei  der  Hyperbel  in  Fig.  92 
liegt  der  Pvmkt  Mi  außerhalb  der 
Kurve,  und  es  brauchte  der  Strald  m^ 
hier    eigentlich  nicht  benutzt  zu  werden. 


—  und  umgekehrt.  Da  aber  die 
Strahlen  a^  fi  gi  sämtlich  parallel 
laufen  durch  den  Punkt  Si,  so 
müssen  ihre  Pole  sämtlich  liegen 
auf  der  Polaren  des  unendlich  fernen 
Punktes  Sj,  also  auf  einem  Kur  ven- 
durchmesser,  und  zwar  auf  dem 
konjugierten  Durclimesser  zu 
demjenigen  Kurvendurchmesser  nii, 
welcher  unter  den  Parallelstrahlen 
des  Büschels  Si  enthalten  ist.  Die 
Pole  Ao,  Po,  Go  .  .  .  der  Strahlen 
ai  fi  gl  werden  geliefert  durch* die 
Tangenten  in  den  Kurvenschnitt- 
punkten von  ai  fi  gl.  (Den  Pol  Mo 
des  Durchmessers  nii  liefern  bei  der 
Ellipse  Fig.  91  die  Paralleltangenten 
in  den  Endpunkten  des  Durch- 
messers nii.) 

3)  Nun  bilden  aber  diese  Pol- 
punkte Ao  Fo  Go  .  •  .  auf  dem  zu 
mi  konjugierten  Durchmesser  nichts 
anderes  als  die  involutorische 
Punk  treibe  to  der  inbezug  auf 
die  gewählte  Kurve  konjugierten 
Punkte  dieses  Durchmessers,  denn 
es  sind  konjugierte  Punkte. 

Ao  und  der  Schnittpunkt  (ai  to), 
Fo  und  der  Schnittpunkt  (fi  to), 
Go  und  der  Schnittpunkt  (gi  to), . . . 
Mq  und  der  Schnittpunkt  (nii  to), 
weil  stets  der  eine  Punkt  eines 
solchen  Paares  auf  der  Polaren  des 
andern  liegt.  Demnach  sind  nun- 
mehr die  durch  die  Punkte  Ao  Fo 
Go  •  .  .  gezogenen  Senkrechten  zu 
mi,  nämlich  a.>  _L  ai,  f>  _L  fi  ^i  -Lgi, 
112  J_  hl  .  .  .  die  senkrechten  kon- 
jugierten Geraden  zu  den  letzteren, 
und  sie  bilden  zusammen  ein  zweites 
Parallelstrahl enbüschel  nach  dem 
unendlich  fernen  Punkte  S2,  dessen 
Richtung  senkrecht  zur  Richtung 
nach  Si  gelegen  ist. 

4)  Wenn  nun  von  den  Strahlen- 
paaren ai  32,  fi  f2,  gl  §■•>,  lii  I12  eines 
oder  mehrere  einander  auf  der 
Axe  schneiden  würden,  dann  wären 
diese  Schnittpunkte  K  u  r  v  e  n  b  r  e  n  n- 
p unkte.     Dies   ist   in    Fig.  91    bis 
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Bei    der   Parabel    Fig,    93    entllich    ist 
M  selbst  inieiullicli  fern,  folg-licli  ist  der 
konjng-ierte  Durchmesser  t,,  liier  der  Axe 
])ar;illel,  Mährend  er  in  der  Ellipse  nach 
innen,     bei    der     Hyperbel     nach     außen 
jiegen    die    Axe    konverjriert.     Die  Iuao- 
lution    der    konjugierten    Punkte    auf    to 
ist  die   durch  die  Kurve  bestimmte,   hat 
also    die  Kurvenschnittpunkte    von   to    zu 
Doppelpunkten,     sodaLi     der     Punkt    Pq 
jedenfalls    auch    ein  .Schnitti)unkt   zweier 
senkrechten    zugeordneten    Strahlen    von 
Si    und    S2    wird.     Denn    zur   Tangente 
Pi   ist  überhaupt  je<.cr  Strahl  durch  Pq 
konjugiert,    darunter    folglich    auch     der 
zu  pi   senkrechte  Strahl  pj.     Nach  Ant- 
wort   5    der  Fig.   78    ist    auch    bei    der 
Parabel    Fig.  93    die    Involution    auf  to 
eine    gleichseitig    hyperbolische,    besitzt 
also    gleichgroße    Strecken    zwischen   Po 
und  den  beiderseits  zugeordneten  Punkten. 
Erkl.    313.     Der    Gang    der    neben- 
stehenden   Beweisführung   führt    zur   Er- 
kenntnis    von     Anzahl     und    Lage     der 
Kurvenbrennpunkte    auf    grund    der 
Eigenschaft,    daß    diese  Brennpunkte    die 
Ordnungspunkte  einer  gewissen  Involution 
auf  der  Axe  sein  müssen.     Denn  je  zwei 
beliebige     zugehörigen     Strahlen     der 
beiden  Büschel  Si  So,  also  zwei  beliebige 
senkrechte  konjugierte  Strahlen  zur  Kurve 
schneiden  auf  der  Axe  zugeordnete  Punkte 
der  beiden  involutorisch  gepaarten  Pnnkt- 
reihen    t^    t^     aus.      Damit    also     F     ein 
Brennpunkt    sein    kann,    müssen    zwei 
solche  Schnittpunkte  zugeordneter  Strahlen 
zusammenfallen,    oder   F   muß    ein  Ord- 
nungspunkt  der   involutorischen  Reihe 
sein.       Diese    besondere    Involution    auf 
der     Axe,     deren    Ordnungspunkte     die 
Brennpunkte  werden,   wird  Fokalinvo- 
lution   genannt.      Und    da    eine    allge- 
meine   Involution    stets    zwei    Ordnungs- 
punkte   hat,    so    ist    damit    auch  Anzahl 
und    Lage    der    Kurvenbrennpunkte    be- 
stimmt.    Es    ist    aber   besonders   zu    be- 
achten,    daß    die    Fokalinvolution     eben 
nicht    die    der  Kurve    zugehörige   In- 
volution   der    konjugierten     Punkte     auf 
der  Axe  ist,  denn  diese  hat  die  Kurvenschnitt- 
punkte   der  Axen    zu    Ordnungspunkten. 
Für    letztere    ist    das    konstante    Produkt 


93  der  Fall  für  (fj  fo)  im  Brenn- 
punkte Fl  2,  aber  für  kein  anderes 
Paar  der  Strahlen  auf  gleicher 
Seite  von  ni].  Es  werden  nämlich 
durch  je  zwei  zugeordnete  Strahlen 
der  beiden  Strahlenbüsehel  Si  und 
S2  je  zwei  Punkte  eines  involutorisch 
gepaarten  Punktpaares  der  Invo- 
lution auf  dem  Durchmesser  to  nach 
der  Axe  MA  projiciert,  sodaß  auf 
der  Axe  zwei  Punktreihen  ti  und 
t2  entstehen  von  der^  Bezieliung  t2 
Ä  So  A  to,  bezw.  ti  Ä  Si  A  t'o-  Da 
aber  die  involutorisch  gepaarten 
Punkte  auf  to  selbst  durcli  Zusam- 
menlegung zweier  projektivisch 
verwandten  Punktreihen  entstanden 
gedacht  werden  können,  so  schließt 
auch  diese  Keihe  von  Beziehungen 
in  derWeise,  daß  entsteht 

ti  A  Si  A  t'o  A  to  A  So  A  to, 
und  so  entstehen  auf  der  Kurven- 
Axe  AM  durch  die  Schnittpunkte 
je  zw  eier  konjugierten  Strahlen  der 
beiden  zueinander  senkrechten 
Strahlenbüschel  zwei  projektivisch 
verwandte  Punktreihen  x\i  Fi  Gi 
Hl  .  .  .  Ä  Ao  Fo  G,  Ho  .  .  . 

5)  Betrachtet   man   aber   die  Art 
Verwandtschaft  dieser  beiden  Punkt- 
reihen ti  und  to  genauer,  so  erkennt 
man,  dass  je  zwei  Punkte  einander 
doppelt     entsprechen.       So     wird 
man    in   der  Figur  91   geführt  von 
Ai    durch    ai     zum    Schnittpunkte 
(to  aj)  dann  zu  dessen  konjugiertem 
Punkt  Ao,  und  durch  ao   ]_  a^  nach 
Ao ;    und    wenn    man    jetzt    A-..   be- 
zeichnet   als   Gl,    so    gelangt    man 
von  Gl   durch  gi  zum  Schnittpunkt 
(to  gl),    dann    zu    dem  konjugierten 
Punkte    Go,    und    durch    g-,    J_   gi 
wieder      zurück      nach     demselben 
Punkte     Go-^Ai.      Zum     Beweis 
dieser     involutorischen    Zuordnung 
genügt  nach  Satz  22  der  Nachweis 
für  ein  einziges  Punktpaar  z.B. 
den  Kurvenmittelpunkt  M,   und  No. 
Pol  von  m,  ist  der  unendlich  ferne 
Punkt  M„,  folglich  ist  die  unendlich 
ferne  Geradeals  gemeinsamerStrahl 
der  Büchel  Si  und  So  sowohl  als  nio  in 
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8-2  zugeordneter  Strahl  zu  uii  in  Si, 
wie  auch  als  n^  in  St  zugeordneter 
Strahl  zu  n-j  in  S.>.  Daher  ist  M^ 
und  oo  M.,  N.  und  CX)  Ni  dop])elt 
entsprechend,  und  folglich  bilden  ti 
und  t2  auf  der  Axe  eine  involu- 
torisclie  Bei  he  mit  Mittel- 
punkt M. 

6)  Da  aber  eine  involutorische 
Reihe  nur  zwei  Doppelpunkte 
hat,  und  zwar  in  beiderseits  gleichen 
Abständen  vom  Mittelpunkt  der 
Reihe,  so  giebt  es  auch  auf  der 
Kurven-Axe  nur  zwei  Brenn- 
punkte in  bestimmt  gleichen 
Abständen  vom  Kurvenmittel- 
punkte, nämlich  den  Punkt  Fi,  2 
als  Schnittpunkt  der  zugeordneten 
Strahlen  fi  und  f.,  und  den  in 
symmetrischer  Lage  befindlichen 
Punkt  F'i  durch  welchen  die 
symmetrisch  liegenden  Strahlen  f\ 
_|_  f'>  hindurchgehen.  Man  hat  also 
bei  jeder  Ellipse  und  Hyperbel  zwei  Brennpunkte,  je  einen  auf 
einer  Axenhälfte,  und  man  benennt  deren  Abstand  vom  Mittelpunkte 
mit  dem  Namen  Excentricität  der  Kurve.  Bei  der  Parabel  aber 
gibt  es  wegen  des  unendlich  fernen  Mittelpunktes  nur  einen  Brenn- 
punkt, und  man  kann  bei  ihr  auch  keine  Excentricität  von  endlicher 
Größe  aufstellen;  man  könnte  aber  den  unendlich  fernen  Punkt  auch  als 
zweiten  unendlich  fern  liegenden  Brennpunkt  der  Parabel  auffassen. 


der  Abstünde  vom  Mittelpunkt  gleich  MA- 
^a-,  für  die  Fokalinvolution  aber  MF  "^ 
=  e^.  Ans  diesem  Umstände  sowie  aus 
Fig.  93  erkennt  man,  daß  bei  der  Pa- 
rabel wegen  des  nnendlicli  fern  liegenden 
Mittelpunktes  der  Kurve  sowie  der  Fokal- 
involutiou  auch  imr  ein  einziger  Brenn- 
punkt im  endlichen  erscheinen  kann. 

Erkl.  314.  Da  in  Fig.  ;»1  bis  OU  F« 
der  Pol  von  fi  ist,  so  muß  auch  die 
Polare  jedes  Piuiktes  von  f^  durch  Fq 
gehen,  insbesondere  muß  also  auch  die 
Polare  von  Fi,  2  selber,  nämlich  die  sog. 
Leitgerade  der  Kurve  durch  Fo  gehen, 
und  zwar  senkrecht  zur  Axe.  Und 
dabei  bildet  die  Kurventangente  von  Fo 
an  die  Kurve  mit  f^  und  f2  ein  bei  F^,  2 
rechtwinkeliges  Dreieck.  Der 
letztere  Umstand  wird  noch  besondere 
Ercirterung  erfahren. 


Frage  77.  In  welcher  Beziehung 
stehen  die  Brennpunkte  und  die 
Excentricität  MF  zu  den  beiden 
Axen  der  Ellipse? 


Antwort.  1)  In  Fig.  94  sei  Po 
ein  Kurvenpunkt  einer  Ellipse 
oder  Hyperbel  mit  Mittelpimkt  M 
und  Brennpunkten  F  und  F',  dann 
ist  der  Strahl  Pi  Po  Ri  Tan- 
gente der  Ellipse  und  Po  Pl-  R2 
ein  senkrechter  konjugierter 
Strahl,  oder  der  Strahl  Po  P.  R2 
ist  Tangente  der  Hyperbel, 
und  dann  ist  der  Strahl  Pi  Po  Ri 
ein  senkrecht  konjugierter. 
Zieht  man  ferner  noch  Po  X  J_  MA 
und  Po  Y  1  MC,  so  ist  Po  X  wegen 
der  Symmetrie  zur  Axe  MA  die 
Berührungsseime  also  Polare  des 
Punktes  Pi  für  die  Ellipse  bezw. 
von  Po  für  die  Hyperbel,  und  aus 
gleichem  Grunde  Po  Y  wegen  der 
Axe  MC  die  Berührungssehne  und 
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Erkl.  315.  Auf  jeder  der  Axeu  MA 
und  MC  in  Fig.  94  sind  zuuäelist  die 
zweierlei  Involutionen  zu  unterscheiden, 
welche  sämtlich  den  Punkt  M  als  gemein- 
samen Mittelpunkt  haben.  Erstens  besteht 
die  Involution  polar  konjugierter  Punkte 
für  die  Ellipse:  dafür  sind  zugeordnete 
Punktepaare  Pj  und  X  mit  den  Ivurveu- 
schnittpunkten  AB  bezw.  K  uiul  Y  mit 
den  Kurvenschnittpunkten  CD,  und  da  die 
Kurvenschuittpunkte  stets  Ordnungs- 
]) unkte  der  Imolution  sind,  so  besteht 
hierfür  die  (Jleichung  der  harmonischeu 
Beziehung:  MÄ-  =  MP,^-  MX  =  MB-  bezw. 
MC-J  =  MRj  •  MV  =  MD-.  Zweitens  be- 
steht die  Involution  der  polar  konju- 
gierten Punkte  für  die  Hyperbel:  dafür 
sind  zugeordnet  1^,  und  X  zu  den  reellen 
Kurvensehuittpunkten  der  Hyperbel  auf 
MA,  und  Ko  uml  Y  zu  den  imagi- 
nären Kurvensehuittpunkten  der  Hyperbel 
auf  MC.  Bezeichnet  man  also  mit  a  die 
reelh'  Halbaxe  der  Hyperbel  auf  MA, 
s..  wird  a2  =  MP2-MX.  Auf  der 
andern  Axe  ist  wieder  M  der  Mittel- 
punkt der  Involution,  R2  und  Y  zuge- 
ordnete Punkte,  also  das  konstante  Pro- 
dukt MR2  •  MY;  da  aber  diese  Strecken 
eaitgegengesetzte  Richtung  haben,  so  muß 
das  Produkt  gleich  —b"- gesetzt  werden, 
indem  nuiu  als  ib  die  imaginäre  Länge 
von  M  bis  zu  den  inuigiuäreu  Kurveu- 
sehuitti)unkten  der  Hyperbel  auf  MC  be- 
zeielnu't,  also  MRo  •  MY  -=  (i  b)^  =  —  b^. 

Erkl.  316.  Schon  an  Fig.  91  und 
92  war  zu  erkennen,  daß  die  beiden 
Parallel-.Strahleubüsehel  S^  uiul  S2  nicht 
nur  auf  der  einen  Axe,  somh'ru  auch  auf 
der  anderen  Seliuitt])uukte  liefern,  ^\('lelle 
durch  die  zugeordneten  Strahlen  der  beiden 
Büschel  als  zugeordnete  bezeichnetwerden. 
Und  da  die  Strahlen  der  beiden  Büscheln 
eiuauder  je  doppelt  ents])recheu,  so 
liudet  dies  auch  unter  den  Paaren  der 
Schnittpindvte  auf  der  zweiten  Axe 
statt.  Man  liat  also  aiieli  (hu-t  eine 
hnoiutiou  dieser  Schnittpunkte.  Und 
die  nelu'ustelieude  UeVierlegung  zeigt, 
daü  diese  dritte  Involution,  welelie 
auf  den  Axen  MA  und  M<"  erseheiut, 
beideiiiale       gleiches      Streckenprodukt 


Polare  des  Punktes  R^  für  die  Ellipse 
bezw.  von  R_.  für  die  Hyperbel. 

2)  Man  bat  also  für  die  Invo- 
lution derkonjugiertenPunkte 
auf  den  Axen  MAB  bezw.  MCD 
für  die  Ellipse:  M  Pi  •  MX  =  const. 
^ M  A-  =  a-  und  M  R,  •  M  Y  =  const. 
=  MC'  =  b-;  und  für  die  Fokal- 
involution  auf  der  Axe  MA 
wird  M  Pi  •  M  P2  =  const.  =  MF'^  = 
e"-.  Dabei  ist  mit  dem  Bucbstaben 
e  die  Excentricität  MF,  und  die- 
jenige Halb-Axe,  welche  die  Brenn- 
punkte enthält,  mit  dem  Buchstaben 
a,  die  andere  Halbaxe  mit  b  be- 
zeichnet. 

Nun  haben  aber  die  rechtwinkligen 
Dreiecke  M  Pi  Ri,  X  Pi  Po  Po  Pi  P" 
YPoRi,  P0R2R1,  YR2P0,  MR2P2, 
lauter  gleiche  Winkel,  sind  also 
sämtlich  ähnlich.  Und  wegen  des 
ersten  und  letzten  ist  MPi  :  MR^ 
=  MRo :  MP. ;  also  gilt  auch  auf 
der  Axe  b  ohne  Rücksicht  auf  Vor- 
zeichen der  Strecken  MRi  •  MR2  = 
MPi  •  MP2  =  e-,  wie  oben. 

3)  Ferner  sind  aber  die  Strecken 
Po  Y  und  XM  einander  parallel  und 
gleichgroß ,  folglich  MPi  :  MX  = 
MPi  :  YPo  =  MRi  :  YRi-  Und  end- 
lich ist  wiegen  des  Höhenquadrats 
in  dem  rechtwinkligen  Dreieck  Po 
R.>  Ri  auch  MX-  =  PoY-  =  YR^  •  YR. 
=  YRi  •     (MY  +  MR2). 

Werden  die  beiden  letzten  Er- 
gebnisse multipliziert,  so  fällt  einer- 
seits einmal  MX  weg,  andererseits 
der  gleichgroße  Faktor  Y^Ri,  und 
es  bleibt  MP,  MX  =  MRi  (MY  + 
MRo)  =  MRi  •  MY+MR,  •  MR..  Von 
diesen  Produkten  ist  aber  nach  dem 
zweiten  Teil  dieser  Antwort  das  erste 
a-,  das  zweite  b-,  das  dritte  e"-; 
folglich   ist  a-  =  b'-  -f-  e"-. 

4)  Hieraus  geht  nun  noch  hervor 
daß  diejenige  Halbaxe  a  der  P^Uipse 
welche  die  Brennpunkte  enthält, 
eine  größere  Länge  haben  muß, 
als  die  andere  Halbaxe  b,  oder  daß 
bei  der  Elli])se  stets  die  längere  der 
beiden  Axen  die  die  Brenni)unkte 
enthaltende  H  a  u  j)  t  a  x e  sein  muß. 
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erzeiiji't,  nur   (l;is   eiiieiiial   \()n  i)(>,sitivem,    da.s  andereiiial  \<)n    nej4'ati\ cm    Vorzeichen^ 
iiändich:  MPi  •  MPo  =  MF-  =  e-,  aber  MKi  •  MR.,  =  —  MF-  =  —  e'-. 

Erkl.  317.  Führt  man  liiernach  für  die  Hyi)erltel  fileiclie  Reclinimf»-  durcli,  wie 
nebenstehend  für  die  Ellip.se,  so  entsteht  erstens  MP.^  :  MX  =  MPo  :  YPq  =  MR..  :  YRo, 
mid  zweitens  MX'-  =  YPo"  =  RiY  •  YR2  =  YR2  •  (RiM  —  YM).  Midtiplikation  liefert 
wieder  links  Wegfall  des  einen  Faktors  MX,  rechts  des  gleichen  Faktors  YR,, 
oder  MP-,  •  MX  =  MR.,  •  (RjM  —  YM)  =  ~MRi  •  MR.,  +  MRo  •  MY.  Für  die  Hyperbel 
ist  aber  von  diesen  drei  Produkten  wieder  das  erste  a-,  das  zweite  +  e"-,  das 
dritte  — b-,  also  bleibt  a--[-b-=e-  oder  b-=e"-  —  a-,  während  bei  der  Ellipse 
a-  —  b-  =  e'-  oder  b^^a^  —  e-.  Hieraus  ergibt  sicli,  daß  beidemale  b  Kathete 
eines  rechtwinkligen  Dreiecks  ist,  welches  bei  der  Ellipse  die  Strecke  a  zur 
Hypotenuse  und  e  zur  Kathete,  bei  der  Hyperbel  umgekehrt  e  zur  Hypotenuse 
und  b  zur  zweiten  Kathete  hat.  Daher  muß  in  Fig.  94  jede  der  Verl)indungsstrecken 
FC  =  F'C  =  FD  =  F'D  die  Länge  a  haben,  sodaß  die  Brennpunkte  der  Ellipse  aus 
den  Axen  sofort  konstruierbar  sind. 


Frage  78.  Welche  Brennpunkts- 
Eigenschaf  teil  der  Kurven  er- 
geben sich  aus  den  Beziehungen 
-der  Fokalinvolution? 


Antwort.  1)  Verbindet  man  in 
Fig.  91  bis  93  irgend  einen  der 
Schnittpunkte  zugeordneter  Strahlen 


Figur  95. 


Ei'kl.  .^1<S.      In 

Ebene    Ijtlden    die 
eine     Inrolution, 
Strahleninvolution 
senkrecht  stehende 
Axenstrahlen    sind, 
sind    die    Strahlen 
Figr.     91  —  93     in 


jedem  Punkte  der 
konjugierten  Strahlen 
und  innerhalb  jeder 
befinden  sich  zwei 
Strahlen,  welche  die 
Diese  Axenstrahlen 
nach  Si  und  So  in 
jedem  Schnittpunkt 
zweier  zugeordneten  Strahlen  (a^  a..).  Sie 
schneiden  auf  der  Axe  das  perspek- 
tiviscli  liegende  Punktepaar  der  Fokal- 
involution aus.  Das  Paar  der  Ordnungs- 
strahlen jener  Involution  al)er  nuiß 
in  der  Fokalinvolution  ebenfalls  durch 
die  Ordnungspunkte  gehen,  also  jedes- 
mal die  Brennpunkte  der  Kurve  aus- 
schneiden.    Man    hat    daher    in    jedem 


(ai  a2)  oder  (g^  go)  mit  den  beiden 
Brennpunkten  der  Kurve,  so  hat 
man  vier  Strahlen  nach  vier  har- 
monischen Punkten,  nämlich  nach 
den  Ordnungspunkten  und  einem 
Punktepaar  der  Fokalinvolution. 
Von  diesen  vier  harmonischen 
Strahlen  sind  aber  zwei  zugeordnete 
aufeinander  senkrecht,  folglich 
müssen  diese  die  Winkel  der 
beiden  andern  halbieren.  Ge- 
schieht dasselbe  insbesondere  auch 
mit  dem  Kurvenpunkte  P  als 
Schnittpunkt  der  Strahlen  pi  und 
P2,  also  der  Kurventangente  und 
ihrer  Normalen,  so  muß  dieselbe 
Beziehung  erscheinen.    Dadurch  er- 
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der  Selinittpiniktf  (-Ai  :u)  die  Winkcl- 
li;ill»icruii,u-  diT  8ti-;ihl('n  iiacli  A^  A._)  F  und 
F'  oder  im  S<'linitt))iinkt  (lii  ho) 
der  Strahlen  niu-li  Hj  II,  F  und  F'. 
Am  bemerkenswertesten  alicr  wird  die 
Winkelbeziehun.i;',  wenn  der  Tunkt  auf 
der  Kurve  selbst  lie^t,  indem  dann  das 
senkrechte  konjug-ierte  Strahlenpaar  zu 
Tang-ente  und  Xdrmale  der  Kurve  wird, 
und  das  Strahlenpaar,  dessen  Wink(d 
halltiert  wird,  zu  den  beiden  Fahrstrahlen 
des  Kurvenpunktes  nach  den  Kurvenbrcnn- 
punkten. 

Fisrur  96. 


Erkl.  319.  Die  Fig.  95  dient  zur  Dar- 
stellung des  Satzes  32  sowohl  für  El- 
lipse als  für  Hyperbel,  —  Im  ersten 
Falle  ist  px  Tangente  und  p2  Xorniale, 
im  zweiten  Falle  ist  p.,  Tangente  und 
Pi  Normale.  Da  der  ]\Iitt<dpunkt  und 
die  Brennpunkte  F  und  F'  für  beide 
Kurven  dieselben  sind,  so  muß  auch  die 
Fokalinv(duti()n  die  gleiche  werden,  also 
auch  die  Winkelbezitdiung  an  den  Fahr- 
strahlen. Bei  der  Paralxd  fällt  (Fig. 
96)  der  zweite  Brennpunkt  ins  Fnend- 
liche,  iiulem  die  Fokalinvolution  eine 
gleicliseitig  hyperbolische  wird,  und  so 
wird  der  Strahl  PF  stets  parallel  zur 
Axe  (Fig.  96).  Es  bilden  also  die 
Strahlen  PF  und  PF'  für  alle  drei  Kurven 
gleiche  Winkel  einerseits  mit  der 
Kurventangente,  andererseits  mit  der 
Kurv<'nnormale.  Noch  sei  für  spätere  Ver- 
wendung bemerkt,  daß  man  den  jen- 
seits der  Kurveutangente  symmetrisch- 
liegenden  Punkt  6  zum  Punkt  F  als 
Gegenpunkt  des  Brennpunktes  bezeich- 
net, also  in  Fig.  95  für  die  Ellipse 
Punkt  G,  für  die  Hyperbel  Punkt  H. 

Ei'kl.  iJ20.  Die  vorgenannte  E'gen- 
schaft  der  Winkel  hat  in  der  antiken 
Geometrie  zur  Benennung  (b'r  Punkte 
FF'  als  Brennpunkte  geführt.  Wendet 


hält  iium  die  Tatsache  (Fig.  95) 
weiche  zur  Namengebiing  der 
Kurvenbrennj)  unkte  geführt 
hat. 

Satz  l}3.  Irgend  zwei  senk- 
rechte konjugierte  Gerade,  also 
insbesondere  die  Tangente  und 
ihre  Normale  eines  Kurven- 
punktes halbieren  die  Winkel  der 
Verbindungsgeraden  ihres  Schnitt- 
])unktcs  nach  den  beiden  Kurven- 
l)ren  ni)unkten. 

2)  Wählt  man  in  Fig.  91  bis 
93  einen  außerhalb  der  Kurve 
gelegenen  Schnittpunkt  zweier  eben- 
solchen zugeordneten  Strahlen  (hi 
ho)  oder  (qi  q.,)  so  bilden  dessen 
konjugierte  Strahlen  eine  In- 
volution, deren  Ordnungs- 
strahlen die  Kurventangenten  x  y 
(Fig.  97)  sind.  Die  senkrecht- 
stehenden Strahlen  qi  q^  dieser 
Involution  müssen  nach  Satz  26  die 
sog.  Axenstrahlen  dieser  Involu- 
tion sein,  also  mit  den  Ordnungs- 
strahlen  gleiche  Winkel  bilden. 
Nimmt  man  hierzu  das  Ergebnis 
des  vorigen  Satzes  32,  so  wird  in 
Fig.  97  nicht  nur  <$  (q-^x)  =  (q-.y), 
sondern  auch  <^  (q_)d)  =  (qod').  Hier- 
aus folgt  aber,  daß  auch  <$  (q^x)  — 
(q,d)  =  (q.,y)  — (q,d'),  d.h.  <$  (xd)  = 
(yd')  bezw.  (xd')  ^  (yd)  sein  muß. 

Fitiur  97. 


3)  Bringt  man  noch  in  Fig.  97 
die  Berührungssehne  X  Y,  also  die 
Polare  des  Punktes  Q,  zum  Schnitt 
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man  nämlich  :uii"  die  von  einem  Brenn= 
punkt  F  nach  einem  Kurvenpunkte  P 
ausgehenden  Strahlen  das  physikalische 
Eetlexionsgesetz  für  .Schallstraldeu  oder 
elektrische  bezw.  magnetische,  insbe- 
sondere für  Licht-  oder  Wärme - 
strahlen  an,  so  bildet  die  Kurven- 
nornmle  das  Einfallslot,  und  der  Strahl 
nach  dem  zweiten  Brennpunkt  liefert  die 
Richtung  des  reflektierten  Strahles.  Es 
werden  also  bei  der  Ellipse  alle 
Strahlen,  die  von  F  konnuen,  nach  F' 
zusammengeführt  und  umgekehrt  alle 
von  F'  kommenden  Strahlen  nach  F. 
Bei  der  Hyperbel  werden  alle  von  F 
kounuemlen  Strahlen  an  jedem  Kurvenaste 
so  auseinander  geführt,  als  ob  sie  von  F' 
kämen,  und  umgekehrt  alle  von  F'  aus- 
gehenden Strahlen  an  beiden  Ästen  so  reflek- 
tiert, als  ob  sie  von  F  kämen.  Und  bei  der 
Parabel  werden  alle  vom  Brennpunkte  F 
ausgehenden  Strahlen  parallel  zur  Axe 
reflektiert  („Scheinwerfer")  und  alle  pa- 
rallel ziu"  Axe  einfallenden  Strahlen  im 
Brennpunkte    vereinigt   („Brennspiegel  ). 


Eikl.  321. 

einer  Kurve  aus 
Avegen  ihrer  W 
als  Brenustrahb 
Fahrstrahlen 
zeichnet.  Man 
au(di  in  A'eränd( 

Satz  32  a. 

strahlen      irg 
punkt  es  bilde 
AVinkel      mit 
Punktes, 


Die  vom  Brennpunkte 
A'ehenden  Strahlen  werden 
ichtigkeit  auch  geradezu 
■n  oder  schlechtweg  als 
oder  Radienvektoren  be- 
kann also  den  Satz  32 
'rter  Weise  ausspre(dien: 

Die     beiden     Fahr- 
end     eines      Knrven- 
n  beiderseits  gleiche 
der     Tangente      des 


Auch  umgekehrt  liefert  diese  Beziehung 
für  die  Maßgeometrie  eine  einfache  Kon- 
struktionsA\'eise  einerseits  der  Km'ven- 
tangente  in  gegebenem  Punkte,  anderseits 
des  Berührungsi)unktes  auf  gegebener 
Tangente  für  »^ne  Kurve,  deren  Brenn- 
punkte Ixdcannt  sind.  Die  verlaugte 
Tangente  ist  nämlich  die  Winkelhal- 
bierende der  beiden  Fahrstrahlen  des 
Km-venpunktes,  und  der  gesuchte  Be- 
rührungspunkt ist  der  Schnittpunkt  des 
Fahrstrahles  Aom  zweiten  Brennpunkt 
nach  dem  Gegenpunkt  des  ersten. 


mit  der  Polare  des  Punktes  F, 
also  der  Leitgeraden  f,  so  muß  der 
Schnittpunkt  D  dieser  beiden  Po- 
laren jedenfalls  der  Pol  zur  Ver- 
bindungsgeraden d  der  beiden  Pol- 
Punlvte  Q  und  F  werden,  und  eben- 
so der  Schnittpunkt  K  \(m  f  und 
d  zum  Pol  der  Verbindungsgraden 
k  der  Punkte  F  und  D.  Demnach 
geht  von  den  beiden  Strahlen  d  und 
k  des  Brennpunktes  F  der  erste 
durch  den  Pol  K  von  k,  der  zweite 
durch  den  Pol  D  von  d,  folglich 
sind  d  und  k  konjugierte  Strahlen 
des  Brennpunktes  F  und  stehen  auf- 
einander senkrecht.  Auf  der  Ge- 
raden XY  aber  schneidet  die  Polare 
d  den  vierten  harmonischen  Punkt 
aus  zu  dem  Polpunkt  D  und  den 
Kurvenschnittpunkten  X  uncl  Y,  folg- 
lich sind  die  senkrechten  Strahlen 
d  und  k  zugleich  harmonisch  ge- 
trennt durch  FX  und  FY,  bilden 
also  mit  diesen  beiden  gleichgroße 
Winkel  X  F  Q  =  QF  Y  =  V2  •  XF  Y. 
Man  erhält  also  in  Znsammen- 
fassung mit  dem  vorigen  Ergebnis 
die  weitere  Beziehung: 

Satz  33.  Die  Verbindungsstrahlen 
von  den  beiden  Brennpunkten 
nach  dem  Schnittpunkt  zweier 
Tangenten  bilden  zwei  gleich- 
große Winkelpaare  mit  diesen 
beiden  Tangenten,  und  jeder  ein- 
zelne von  ihnen  ist  ein  Halbierungs- 
strahl des  Winkels  der  Fahr- 
strahlen seines  Brennpunktes 
nach  den  B  e  r  ü  h  r  u  n  g s  p  u  n  k  t  e  n  der 
beiden  Tangenten. 

Figur  98. 
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Erkl.  322.  Die  Strahlen  q,  mid  (|2 
der  Fi,i:".  !*7  sind  .acdacht  als  zwei  zu- 
geordnete Stralden  der  lieiden  I>iiselHd 
Si  und  8.,  in  Fiji".  'Jl  l.is  {)3,  also  Q 
als  ihr  Schnittpunkt,  in  welchem  sie  die 
senkrechten  Strahlen  der  Straldeninvo- 
lution  konjuiiierter  Strahlen  bilden.  Sie 
sind  zuj4'eordnete  liarnKniische  Strahlen 
nicht  nur  zu  den  beiden  Ordnungsstralilen 
X  und  y,  sondern  auch  zu  den  Brenn- 
strahlen FQ  und  F'Q.  Man  kann  da- 
her den  ersten  Teil  des  Satzes  33  auch 
I"ol<rendermaßen  ausspreclien:  Die  Brenn- 
strahlen eines  beliebigen  Punktes 
und  die  Kurven-Tangenten  aus 
diesem  Punkte  haben  ein  gemein- 
sames Paar  Winkelhalbierende, 
nämlich  q^  q2.  Bei  der  Ellipse  tritt 
diese  Erscheinung  stets  in  der  Lage- 
beziehung,  der  Fig.  97  auf;  bei  der 
Parabel  ändert  sich  daran  bloß,  daß 
die  Richtung  des  einen  Brennstrahles 
stets  der  Axe  parallel  läuft;  es  bleibt 
aber  gemeinsam  mit  der  P^llipse  die 
Größenbeziehung,  daß  die  Brennstralden 
den  kleineren,  die  Taugenten  den  größeren 
Winkel  bilden.  Bei  der  Hyperbel  da- 
gegen bilden  Tangenten  an  getrennte 
Aeste  den  kleineren  Winkel,  während  Tan- 
genten an  den  gleichen  Ast  gemeinsame 
Winkelhalbierende  mit  dem  Nebenwinkel 
der  Brennstralden  aufweisen. 

Erkl.  323.  In  Fig.  97  kommt  erst- 
mals die  Polare  des  Brennpunktes, 
also  die  Leitgerade  der  Kurve  in 
der  Beweisführung  vor;  dieselbe  hat  so 
wichtige  Beziehungen  zur  Kurve,  daß  sie 
in  der  folgenden  Antwort  noch  besonders 
behandelt  wird.  Man  hat  damit  an  F'ig. 
97  dieselbe  Schlußfolge,  welche  bereits 
durch  Satz  8  festgelegt  war,  nämlich 
XY  Polare  von  Q,  f  Polare  von  F, 
folglich  FQ  oder  d  Polare  des  Schnitt- 
punktes D  von  f  und  XY,  und  weiter 
DF  oder  k  Polare  des  Schnittpunktes  K 
von  d  und  f.  Auch  ließe  sich  schließen, 
daß  I)Q  die  Polare  des  Schnittpunktes 
von  d  mit  XY  sein  muß.  Dieselbe 
Schlußfolge  gilt  selbstverständlich  auch, 
wenn  zu  XY  als  Polare  von  Q  die  an- 
dere Leitgrade  f  als  Polare  von  F' 
hinzukiimnit.      Dann    wird    F'Q     oder    d' 


4)  Nimmt  man  zu  don  beiden 
Tangenten  x  und  y  in  den  Kurven- 
pnnkten  X  nnd  Y  eine  beliebige 
dritte  Tangente  z  im  Punkt  Z  liin- 
zu  (Fig.  98),  so  liefert  das  letzt- 
genannte Ergebnis  einerseits  für 
die  Tangenten  X  und  z,  deren  Scbnitt- 
pnnkt  U  sei,    die  Beziehung  XFU 

X  F  7 
=  U  F  Z  =  — - — ,    andererseits    für 

die  Tangenten  z  und  y,  deren  Schnitt- 
punkt V  sei,    die    Beziehung  Z  F  V 

ZFY 

=  V  F  Y  =  — ~ — .  Also  entsteht  durch 

Addition  beider  Gleichungen  UFV 

=  UFZ -f  ZFV  =  ^^^^^±^^^= 

XFY 

-^3— =  XFQ  =  QFY.     Nun  behält 

aber  jede  der  drei  zuletzt  stehen- 
den Winkelgrößen  ihren  Wert  un- 
verändert bei,  welche  Lage  auch 
dem  Punkte  Z  bezw.  der  beliebig 
gewäldtenTangentez  zukommt.  Folg- 
lich bleibt  auch  der  Winkel  LTFV 
stets  von  gleicher  Größe  für  jede  Lage, 
die  man  der  veränderlich  gedachten 
Tangente  z  geben  mag.  Dies  ergibt 
die  weitere  Tatsache: 

Satz  34.  Die  A^on  zwei  festen 
Tangenten  einer  Kurve  auf  einer 
veränderlichen  dritten  T  a  n  - 
gente  ausgeschnittene  Strecke 
wird  aus  jedem  Kurvenbrenn- 
punkt stets  unter  demselben 
Winkel  gesehen,  nändich  wie  die 
Strecke  zwischen  Schnitti)unkt  und 
Berührungspunkt  auf  jeder  der 
beiden  festen  Tangenten. 

5)  Da  man  von  früher  weiß, 
daß  die  von  der  veränderlichen 
Tangente  z  auf  den  zwei  festen 
Tangenten  x  und  y  als  Trägern  aus- 
geschnittenen Punkte  U  und  V  je 
die  zugeordneten  Punkte  zweier 
projektivischen  Punktreihen  durch- 
laufen, so  nimmt  der  vorige  Satz 
noch  folgende  Gestalt  an: 

Satz  Sla.  Die  projektivischen 
Punktreihen,    welche   auf   irgend 
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Polare  von  D',  D'F'  od<'r  k'  Polare  zwei  festen  Tangenten  einer 
von  K'  bezw.  D'Q  Polare  des  Schnitt-  Kurve  durch  alle  übrigen  Tau- 
punktes von  d'  mit  XY.  Ferner  sind  genten  der  Kurve  ausgeschnitten 
auf  jeder  Sekante  durch  einen  Polpunkt  werden,  werden  aus  jedem  Kur ven- 
vier  harmonische  Punkte  «icbildet  durcli  l)rennpunkte  durch  zwei  vereinigt 
die  Kurvensclmittpunkte  nebst  Pol  und  liegende  kongruente  gleich- 
Polarenschnittpunkt,  also  auf  QF,  auf  laufende  Strahlenl) lisch el  i)ro- 
KF,  auf  DF,  auf  DX,  und  ebenso  auf  jiciert. 
QF',     K'F',     D'F',     D'Y.       Sind     nun 

unter  den  Projektionsstrahlen  eines  Brennpunktes  nach  solchen  vier  harmonischen 
Punkten  zwei  zugeordnete  konjugierte  Strahlen,  so  sind  diese  senkrecht  und 
folglich  Winkelhalbierende. 

Erkl.  324.  Die  Winkel  XFY  bezw.  XF'Y  in  Fig.   97    welche    diu-ch    den 

Strahl  FQ  bezw.  F'Q  halbiert  werden,  sind  desto  spitzer,  je  stunii)fer  der  Tangenten- 
winkel, und  desto  größer  je  kleiner  der  Tangentenwinkel.  Dabei  kann  der  Winkel 
am  Brennpunkt  auch  zu  einem  Uberstumpfen  werden,  also  größer  als  180*^,  währiMul 
die  entsprechenden  Verbindungsgraden  des  Kurvenmittelpuuktes  nur  bis  zur  Grenze 
180*'  beim  Durchmesser  gelangen.  Bei  der  Hyperbel  ist  für  Tangenten  an  ge- 
trennten Aesten  FQ  stets  Halbierungsgrade  des  Nebenwinkels  von  XFY  bezw. 
XF'Y,  deshalb  wird  in  Satz  33  der  unbestimmte  Artikel  „ein  Halbierungstrahl" 
gesetzt  statt  des  bestimmten.  Die  ausgesagte  Eigenschaft  ist  beim  Kreis  eine 
selbstverständliche  Beziehung  des  Mittelpunktes  zu  zwei  Tangenten.  Man  sieht, 
daß  diese  Eigenschaft  bei  den  allgemeinen  Kurven  dem  Mittelpunkt  abgeht  und  auf 
die  Breun])uukte  sich  überträgt,  man  kann  also  sagen,  daß  sie  auch  beim  Kreis 
dem  Mittelpunkt  eben  in  seiner  Eigenschaft  als  Brenu})unkt   des  Kreises    zukommt. 

Erkl.  325.  Auch  eine  Eigentümlichkeit  der  Brennpunkte,  Avelche  im  Satz  34 
ausgesprochen  ist,  tritt  beim  Kreis  als  bekannte  Eigenschaft  des  Mittelpunktes  auf 
(vergl.  Erkl.  159  des  H.  Teiles  dieses  Lehrbuches).  Und  in  Fig.  79  erscheint 
ebenfalls  wie  beim  Kreise  das  Ueberspringen  aus  dem  Wert  des  Winkels  in  den 
Supplementwinkel,  wenn  die  veränderliche  Tangente  längs  der  Kurve  durch  die 
Parallellage  zu  einer  der  festen  Tangenten  hindurch  bewegt  wird.  Will  mau  also  den 
Satz  34  im  Wortlaut  des  Satzes  33  aussprechen,  so  würde  man  auch  wieder  den 
konstanten  Winkel  gleichzusetzen  haben  „einem  der  Winkel"  der  Sehstrahlen 
nach  Berührungspunkt  und  Tangentenschnittpunkt.  Bei  den  allgemeinen  Kurven 
kommt  diese  Eigenschaft  nicht  dem  Mittelpunkt,  wohl  aber  jedem  der  beiden 
Brennpunkte  zu,  indem  die  Beweisführung  im  ersten  Teile  obiger  Antwort  genau 
ebenso  mit  Vertauschung  der  Buchstaben  F  und  F'  giltig  bleibt.  Dabei  l)raucht 
aber  keineswegs  der  konstante  Winkel  UFV  an  einem  Brennpunkt  denselben  Wert 
zu  haben,  wie  der  konstante  Winkel  UF'V  am  andern  Brennpuidvt,  vielmehr  wird 
dies  nur  dann  zutreffen,  wenn  etwa  auch  XFQ  =  XF'Q  bezw.  QFY  =  QF'Y  wäre. 
Zur  Herbeiführung  dieser  Beziehung  müßten  F  und  F'  die  Scheitel  gleicher  Peripherie- 
winkel über  den  Sehnen  QX  bezw.  QY  sein.  Man  kann  also  umgekehrt  feststellen,  daß 
wennmaninzweiKurvenpunktenXY,  welche  mit  deniBrennpuukte  auf  «'iuemKreise  liegen, 
Tangenten  zieht,  dann  der  Schnittpunkt  der  letzteren  auf  demselben  Kreise  liegen  muß. 

Erkl.  326.  Dem  Satz  34  kann  man  auch  andern  Ausdruck  geben,  indem 
man  den  konstanten  Winkel  XFQ  =  UZV  =  QFY  sich  um  den  Punkt  F  drehen 
läßt.  Dadurch  entstehen  auf  x  und  y  die  Schnittpunkte  U  und  V  der.  veränderlichen 
Tangente,  und  man  erhält  den 

Satz  34b.  Läßt  man  eiiu'u  Winkel  von  unveränderlicher  Größe  sich 
um  einen  festen  Scheitel  F  drehen  und  bringt  seine  Schenkel  in  jeder  Lage 
zum  Schnitt  mit  zwei  festliegenden  Graden  x  imd  y,  so  liefern  die  Ver- 
bindungsgeraden dieser  Schnittpunkte  U  und  V  die  Tangenten  einer  Kurve 


192 


Projektivisclic   (neuere)   Geometrie.      III.   Teil. 


zweiten  Cirade.s,  welche  die  festen  Geraden  x  und  y  als  Ta  n,Li-enten  und  den  testen 
Punkt  F  als  Brennpunkt  Iint.  —  Dies  läßt  si(di  aucli  ohne  Herufun--  auf  Satz  34 
beweisen,  indem  man  bedenkt,  daß  die  ^^elienkel  des  ücdi'eliten  Winkels  zwei  Uong'ruente 
Straldhüselnd  hesclireibenj  fol.u'lieli  auf  x  und  y  als  Trä.-i-ern  zwei  ])r(ij(d<tiviselie 
runktreilien  aussfdineiden.  Die  N'erbindun.iisjinulen  entspreeliender  Punkte  müssen 
als(»  eine  Kurve  zweiten  (Jrades  uudiiUlen.  Würden  'rauu-enten  dieser  Kurve  dur(di 
den  \Vink(ds(dieit(d  F  gehen,  so  wären  sie  Doppelstralden  jener  Strahlenhiiselnd.  Nun 
haben  aber  die  zwei  kongruenten  Strahlenbüsehel  bloß  zwei  imaginäre  Doppel- 
stralden, wcdidie  na(di  den  inuiginärcn  Kreispunkten  der  alisoluten  lu\(dutiou  auf 
der  unendlich  fernen  Geraden  gehen,  folglieh  ist  F  S(dinittpunkt  der  Tangenten  letzt- 
genannter Art   und  f(tlglich   Brennpunkt   der  Kurve. 

Erkl.  327.  Auch  8atz  34  a  gibt  der  erörterten  Eigenschaft  der  Brennpunkte 
emen  Ausdruck,  w<d(dier  flu-  den  Kreismittelpunkt  bereits  im  Satz  2(>  des  zweiten 
Teiles  festgestellt  wurde  und  hier  für  die  Kurvenbrennj)unkte  wiederholt  auftritt. 
Man  kann  also  auch  unmittelliar  an  die  urs])rüngliche  P^rzeiigung  einer  Kurve  durch 
zwei  projektivische  Punktreihen  anknüitfen  und  die  Tatsache  aufstellen:  Es  gibt 
für  zwei  auf  zwei  Trägern  gegebene  projektiviscdie  Punktreihen  im  allgenndnen  stets 
zwei  Punkte,  aus  welchen  diese  beiden  Punktreihen  durch  vereinigt  liegende  kongruente 
gleichlaufende  Strahlenbüschel  projiciert  werden.  Diese  Punkte  sind  die  Brenn- 
punkte der  eingehüllten  Kurve.  Liegt  der  eine  Punkt  im  Unendlichen,  was  bei 
ähnlichen  Punktreihen  eintreten  muß,  so  ist  die  Kurve  Parabel;  fallen  die  beiden 
Punkte  in  einen  einzigen  zusammen,  so  ist  die  Kurve  ein  Kreis  um  diesen  einen 
Punkt  als  Mittelpunkt. 


Frage  79.  Welche  Eigenschaften 
der  Kurven  ergehen  sich  aus  den 
Beziehungen  von  Brennpunkt 
und    Leit gerade? 

Fia-ur  i)!). 


Erkl.  32S.     Da  die  Ellipse   und   Hy- 
perbel   zwei   Brennpunkte    haben,    so 


Antwort.  1)  Da  die  Leitgerade 
die  Polare  des  Brennpunktes 
ist,  welch  letzterer  auf  der  Axe 
liegt,  so  muß  sie  durch  den  Pol 
dieser  Axe  gehen,  also  auf  der  Axe 
senkrecht  stehen.  Ferner  muß  die 
Polare  jedes  Punktes  der  Leitgraden 
f  durch  den  Brennpunkt  F  gehen; 
zieht  man  also  von  einem  Punkte 
D  auf  f  (Fig.  99)  die  Tangenten 
an  die  Kurve,  so  muß  deren  Be- 
rührungssehne d  Kurven-Sekante 
durch  den  Brennpunkt  F  sein.  Be- 
zeichnet man  wie  in  Fig.  97  ihren 
Schnittpunkt  mit  der  Leitgeraden 
durch  K,  so  hat  man  wieder  die 
Schlußfolge:  f  Polare  von  F,  und 
d  Polare  von  D,  f  olglich Verhindungs- 
grade  DF  oder  k  Polare  des  Schnitt- 
punktes (df)  oder  K.  Von  den 
beiden  Graden  d  und  k  geht  aher 
wieder  jede  durch  den  Pol  der 
andern,  folglich  sind  sie  konju- 
gierte Strahlen  des  Brenn- 
])unktes  und  stehen  senkrecht 
aufeinander.        Danach     muß     der 
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haben  sie  auch  zwei  Lei tgeradiMi,  und 
da  die  Br(^nnpuukte  samt  den  f^auzen 
Kurven  symmetrisch  zur  kleinen  Axe 
liegen,  so  müssen  auch  beide  Leitgeraden 
symmetrisch  zu  derselben  liegen,  also 
parallel  zur  kleinen  Axe  im  gl  eichen 
Abstände  beiderseits  des  Kurven-Mittel- 
punktes senkrecht  auf  der  llauptaxe 
stehen.  Und  zwar  ist  der  Fußpunkt  C 
vierter  liarmonischer  zum  Brennpunkt 
und     der     Axenscheiteln,     also    MA^  = 


Winkel  DFX  =  DFY  oder  EFU  = 
EFV  stets  90"  sein.  Man  erhält 
also  als  erste  Beziehung  zwischen 
Brennpunkt  und  Leitgerade: 

Satz  35.  Die  Strecke  einer  beliebi- 
gen Tangente  zwischen  ihrem  Be- 
rührungspunkt und  ihrem  Schnitt- 
punkt mit  einer  Leitgeraden  wird 
von  dem  zugehörigen  Brennpunkt 
unter  einem  rechten  Winkel  gesehen. 


Figur    100 


MF  -M  C  oder  M  C  =  — ,  und  entweder  M  C 
e 

>>a  >e  bei  der  Ellipse  oder  MC  <C'd 
<Ce  bei  der  Hyperbel.  Die  Parabel 
hat  nur  einen  Brennpunkt,  also  aucli 
nur  eine  Leitgerade  im  endlichen. 
Der  andere  Brennpunkt  der  Parabel  ist 
ihr  unendlich  ferner  Berührungspunkt, 
also  wäre  auch  die  unendlich  ferne  Tan- 
gente als  dessen  Polare  als  zweite  Leit- 
gerade der  Parabel  zu  betrachten.  — 
Da  bei  allen  drei  Kurven  die  Brenn- 
punkte unbedingt  Punkte  innerhall»  der 
Km've  sein  müssen,  so  können  die  Leit- 
geraden auch  nur  außerhalb  der  Kurve 
verlaufen,  müssen  also  bei  Ellipse  und 
Parabel  außerhalb  der  Wölbungen  der 
Kurve  liegen,  bei  der  Hyperbel  zwischen 
den  Kurvenscheiteln  hindurchgehen,  und 
zwar  in  einem  Abstände  vom  Brennpunkte, 
welcher  mit  q  bezeichiu't  sei.  Nach 
dem  vorigen  ist  also  FC  =  q  und  zwar 
für  die  Ellipse  (Fig.  100)  q  =  MC — MF 

=  —  —  e= ,    bezw.  für    die  Hy- 

e  e       '  '' 

f.  2 a2 

perbel  (Fig.  101)  q=MF— MC  = . 


Sachs,  Projektivische  (neuere)  (ieomctric.     Ul. 


2)  Zieht  man  in  zwei  beliebigen 
Kurvenpunkten,  wie  XundY  der 
Fig.  97,  98  oder  P,  Q  der  Fig.  100 
und  101  die  Tangenten  an  die  Kurve 
und  bringt  die  Sehnen  dieser  Be- 
rührungspunkte zum  Schnitt  mit  den 
L  e  i  t  g  e  r  a  d  e  n ,  so  werden  nach  der 
wiederholten  Schlußweise  dieser  und 
der  vorigen  Antwort  die  Strahlen  d 
und  k  senkrechte  zugeordnete 
harmonisclie  zu  den  Strahlen  FP 
und  FQ.  Demnach  werden  für  das 
Dreieck  FPQ  die  Strahlen  d  und  k  zu 
Halbierungsgraden  des  Innen- 
und  Außenwinkels  an  der  Spitze 
F,  sie  teilen  also  nach  dem  Satze  von 
Apollonius  die  Grundseite  PQ  dieses 
Dreiecks  innen  und  außen  im 
gleichen  Verhältnisse,  nämlich  im 
Verhältnis  der  anstoßenden  Drei- 
ecksseiten. Man  hat  denmach  in  Fig. 
100  und  101  sowohl  für  den  Brenn- 
])unkt  F  mit  d,  k,  D,  K  als  auch  für 
den  Brennpunkt  F'  mit  d',.k',  D',  K': 
FP:FQ  =  PJ:JQ  =  PD:QD.  Fällt 
man  noch  von  P  und  Q  die  Senk- 
rechten PH  und  QL  auf   die  Leit- 

Teil.  13 
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Erkl.  329.  Der  Kuvv('iil)i)ii('ii  der 
Fig.  ii'J  kann  al.s  Boficn  einer  Kllipse  oder 
Hyperbel  oder  Paral)el  ang-eselien  werden. 
Jedesmal  muß  der  Winkel  DFK  und  sein 
Nebenwinkel  ein  rechter  sein.  Da  diese 
Punkte  DFK  ein  Polardreieck  der  Kurve 
bilden,  so  kann  man  das  Kr<i-elnus 
des  Satzes  35  auch  in  der  Form  aus- 
sprechen: Jedes  Polardreieck  einer 
Kurve,  dessen  eine  Ecke  in  einem 
■Brenn])unkt  lie,i:t.  liat  beide  an- 
deren Eckpunkte  auf  der  zu<ie- 
hörisren  Leitgeraden  und  liat  am 
Brennpunkte  eine  n  rechte  n  W  i  n  k  e  1 . 

Erkl.  330.  El)ens()  wie  Fig.  99  zur 
Beweisführung  des  Satzes  35  sowohl  für 
den  Bogen  einer  Ellipse  als  einer  Hy- 
perbel oder  Parab(d  Geltung  besitzt,  ge- 
radeso ist  auch  in  Fig.  1<»<>  die  Dar- 
stellung für  den  einen  Brennpunkt  F 
und  seine  Leitgerade  in  der  Durch- 
führung nebenstehender  Antwort  völlig 
gleichwertig.  Man  kann  eine  Sekante 
PQ  zweier  beliebigen  Kur\ cnpunkte 
einlegen  in  den  Bogen  ei]ier  Ellipse  oder 
Paralxd  bezw.  in  den  einen  Ast  einer 
Hyperbel.  Nur  die  Beziehung  zum 
zweiten  Brennpunkt  F'  geht  in  der 
figürlichen  Darstellung  auseinander,  in- 
dem fiu-  die  Ellipse  stets  dessen  Lage 
wie  in  der  Fig.  100  auftritt,  für  die 
Parabel  dagegen  der  zweite  Brennpunkt 
ins  Unendliche  zu  verlegen  ist,  und  für 
die  Hyperbel  links  außerhalb  CA  F.  Für 
diese  Fälle  wird  also  die  Durchführung  des 
nebenstehenden  Beweises  mit  den  ge- 
strichenen Buchstaben  in  der  Figur,  nicht 
aber  im  Texte,  etwas  Aenderung  zu  er- 
fahren haben.  Eine  weitere  Al)weichung 
erhält  man  in  dem  Falle,  daß  bei  einer 
Hyperbel  die  Kurven-Punkte  PQ  der 
gewählten  Sehne  den  getrennten  Aesten 
angehören.  Dieser  Fall  ist  in  Fig.  101 
dargestellt.  Und  beide  Zeichnungen 
können  wieder  in  der  Weise  abgeändert 
werden,  daß  die  Sehne  PQ  die  Strecke 
der  Brennpiud^te  innen   oder  außen  trifft. 

Erkl.  331.  In  Antwort  der  Figur  56 
und  Krkl.  134  des  fünften  Teiles,  sowie 
in  Antwort  der  Frage  46  und  Erkl.  122 
des  sechsten  Teiles  der  Planimetrie 
war    der   durch    den  Mathematiker  Apol- 


gferade  f,  so  folgt  weiter  wegen  der 
ähnlichen  Dreiecke  DPH— DQL,  daß 
DP  :  DQ  =  PH  :  QL.  Demnach  wird 
der  vorstehende  Quotient  FP  : 
FQ  =  PH  :  QL,  nnd  mit  Vertanschnng 
der  Innenglieder  entsteht  FP  :  PH  = 
FQ:QL  bezw.  F'P  :  PH'=F'Q  :  QTA 
3)  Nun  sind  aber  die  Punkte  P  und  Q 
ganz  beliebig  ausgewählte  Kurven- 
l)unkte,  folglich  gelten  die  beiden 
Gleichlieiten  obiger  Streckenverhält- 
nisse für  sämtliche  Kurveni^unkte, die 
beiderlei  Verhältnisse  haben  einen 
konstanten  Wert  für  alle  Kurven- 
])unkte.  Es  wird  insbesondere  für 
den  Scheitel  A  oder  A'  das  erste  = 
FA  :  AC  =  FA' :  A'C,  das  zweite  = 
F'A:  AC'  =  F'A':  A'C.  Demnach  sind 
aber  wegen  der  Symmetrie  der  Kurve 
zur  Nebenaxe  beide  Verhältniswerte 
von  gleicher  Größe.  Man  bezeichnet 
diese  Größe  als  die  numerische  Ex- 
centricität  mit  dem  Buchstaben  ^ 
und  erkennt  als  ihren  Wert  das  Tei- 
lungsverhältnis, nach  welchem  die 
Strecke  FC  innen  durch  den  einen, 
außen  durch  den  andern  Kurven- 
scheitel A  bezw.  A'  geteilt  wird. 
Nun  liegt  bei  der  Parabel  der 
äußere  Scheitel  im  unendlichen,  also 
der  andere  in  der  Mitte  von  FC,  und 
es  ist  hier  das  Teilungsverhältnis 
gleich  1 ;  bei  der  Ellipse  liegt  der 
äußere  Scheitel  auf  der  Seite  von  FC 
außerhalb  F,  folglich  ist  hier  FA'< 
A'C,  daher  auch  FA<AC,  also  f<l; 
bei  der  Hyperbel  liegt  der  äußere 
Scheitel  auf  der  Seite  von  FC  außer- 
halb C,  folglich  FA'>A'C,  daher 
auch  FA>FC,  also  f>l.  Dadurch 
entsteht  das  wichtige  Ergebnis: 

Satz  36.  Bei  jeder  Kurve  zwei- 
ten Grades  haben  die  Abstands- 
strecken eines  beliebigen  Kur- 
venpunktes von  jedem  Brenn- 
punkt und  dessen  Polare,  der 
Leitgeraden,  einen  konstanten 
Verhältniswert,  welcher  bei 
der  P^Uipse  kleiner,  bei  der 
Parabel  gleich  und  bei  der 
Hyperbel  größer  als  die  Ein- 
heit  ist,   nämlich   jedesmal  gleich 
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lonins  liesonders  bedeutsam  gewordene 
Satz  nachgewiesen  worden,  daß  die  Hal- 
bierungsgeraden des  Innen-  und  Außen- 
winkels eines  Dreiecks  die  Gegenseite 
innen  und  außen  im  gleichen  Verhältnis 
teilen,  nämlich  im  Verhältnis  der  an  die 
Abschnitte  anstoßenden  Dreiecksseiten. 
Nun  wird  in  Fig.  100  im  Dreieck 
PQF  der  Iinienwinkel  halbiert  durch  d, 
der  Außenwinkel  an  F  durch  k.  weil 
kA  d;  und  ebenso  im  Dreieck  PQF' 
der  Innenwinkel  bei  F'  durch  d',  der 
Außenwinkel  durch  k'.  In  Fig.  1()1 
wird  im  Dreieck  PFQ  der  Innenwinkel 
\w'\  F  hall»iert  durch  k,  der  Außen- 
winkel durch  d,  und  im  Dreieck  PF'Q 
der  Innenwinkel  bei  F'  durch  k',  der 
Außenwinkel  durch  d'.  Daraus  folgt 
jedesmal  mit  und  ohne  gestricliene 
Buchstaben  die  Proportion  PF:FQ= 
PI):DQ  =  PJ:.)Q. 

Erkl.  332.  Die  ähnlichen  Dreiecke, 
welche  gebildet  werden  von  der  Leit- 
geraden, der  Kurvensekante  und  den  senk- 
rechten Abständen  PH,  QL  bezw.  PH', 
QL'  der  Kurvenpunkte  von  den  Leit- 
geraden, haben  jedesmal  auf  der  Sehne 
die  Seiten-Strecken  DP  und  DQ  bezw. 
D'P  und  D'Q,  auf  den  Leitgeraden  die 
Seitenstrecken  DH  und  DL  bezw.  D'H' 
und  D'  L'.  In  Fig.  100  haben  diese 
Dreiecke  den  Winkel  LDQ  bezw.  H'D'P 
gemeinsam,  in  Fig.  101  sind  die  Winkel 
PDH  und  Q  DL  bezw.  PD'H'  und 
QD'L'  als  Scheitelwinkel  gleichgroß. 

Ei'kL  333.  Da  die  Kurvenpunkte  P  und  Q  ganz  beliebig  ausgewählte  Punkte- 
waren,  so  muß  der  Quotient  FP:PH  denselben  Wert  behalten,  welche  Lage  man 
auch    der  Sekante  PQ    geben    mag.     Legt    man    z.  B.  die   Sehne  durch   die  Punkte 
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der  nuiiierisclien  Excentricität 
der  Kurve  oder  dem  Quotienten  der 
linearen  Excentricität  und  der  hal- 
ben Hauptaxe. 

4)  Faßt  man  dieses  Verhältnis  für 
heide  Brennpunkte  zusammen,  so 
wird  für  einen  beliebigen  Kurven- 
punkt P  einer  Ellipse  oder  Hvperbel: 
FP  =  ePH  bezw.  FP  =  fPH',  also 
auchFP±FT  =  f(PH  +  PH').  Nun 
ist  aber  bei  der  Ellipse  PH  +  PH' 
gleich  dem  festen  Abstand  HH'=  CC 
der  beiden  Leitgeraden,  also  hier 
FP  +  F'P  von  konstanter  Größe. 
Und  bei  der  Hvperbel  ist  PH— PH' 
gleich  dem  festen  Abstand  HH'=  CC 
derbedeniLeitgeraden,alsohierFP — 
F'P  von  konstanter  Größe.  Setzt 
man  dafür  in  Fig.  100:  FA^AF'= 
F'A'  +  AF'  =  AA'  und  in  Fig.  101: 
FA'— A'F'  =  FA'— FA  =  AA',  so 
entsteht  beidemale  der  Wert  2  a, 
also  gilt  der  Satz: 

Satz  37.  Die  Abstandsstrecken 
eines  beliebigen  Kurvenpunk- 
tes von  den  beiden  Brenn- 
punkten haben  bei  der  Ellipse 
konstante  Summe,  bei  der 
Hyperbel  konstante  Differenz, 
nämlich  jedesmal  gleich  der 
Hauptaxe. 
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1»  1111(1  A,  so  winl  :il,s(.  iiisbesoiidere  jineli  FP:FA=  PII:  AC,  fol-lieli  FI':  IMI  =  FA:AC. 
Flui  le.üt  iiiJiu  die  Seluie  diircli  die  Punkte  P  und  A',  so  wird  für  den  Ürennpunkt  F' 
entstellen  F'P:  F'A' =  PH' :  A'C,  folglicli  F'P:  PH'=  F'A' :  A'(  ".  Wiilirend  man  also 
ziinäclist  ü-lauhen  kJinnte,  daß  für  die  Ahstandsstreeken  der  Kur\  eupiinkte  xoni  einen 
I)reiiii])Uiikt  und  dessen  Leiti;'erade  einerseits  ein  festes  Verliältnis  Ix'stände,  und  für 
die  Ahstandsstreeken  der  Kurvenj)unkte  vom  anderen  Preiiiipunkt  und  dessen  Leit- 
j;ra(le  wieder  ein  festes  Verhältnis  von  andeivni  Werte  hestände,  so  zeiy't  siidi  aus 
den  zuletzt  licfundenen  syiiimetriseh  uleieheii  N'erliältnisgTÖßen,  daß  dieser  Wert  für 
heide  r.reinipiinkte   derse'lhe   hieiht,   daß   also  jedesmal  auch  FP:P1I  =  F'P:  PH' =  f. 

Krkl.  834.  l'ni  den  wirklichen  Wert  dieser  Vei'hältnisg-riiße  zu  bestimmen, 
hat  man  zu  Iteachten.  daß  FArAC'  das  Teiluni;'sverhältnis  ist,  in  welchem  die  Strecdsc 
Fi'  dundi  den  Punkt  A  jicteilt  wird.  Nun  sind  aber  FFAA'  vii-r  harmonische  Punkte, 
also  teilen  A  und  A'  die  Strecke  (W  innen  und  aiiÜeii  im  ,ul  e  i  c  hen  Verhältnis,  und 
die  Laj^e  des  Punktes  A'  zur  Strecke  CF  i^ibt  leicht  an,  (d)  das  Teilungsverhältiüs 
kleiner,  iileich  oder  j^Tößer  als  1  ist.  Diese  Pezieliun,2:  erleichtert  dem  (4edäclitnis 
die  Verknüpfunj;'  mit  jeder  der  drei  Ivur\ cu,  indem  für  die  Ellipse  (vom  griecliischen 
fj'Äf/TTr-)  =  weglassen)  ein  \Vert  unter  eins,  für  die  Parabel  (/Tf/o«/:?«^./.^)  =  gleich- 
setzen) gleich  eins  und  für  die  Hyperbel  (v;77f()/:?f/.?J.ff)  =  übertreffen)  über  eins  ent- 
steht. (Dagegen  kommt  das  Wort  Ekliptik  von  r/.leind)  =  auslassen.)  Die  lie- 
zeiclinung  der  (Jröße  t  als  numerische  Excentricität  rührt  daher,  daß  für  Ellipse 
und  llyperbfd  f  in  PriuditeibMi  di'V  llalliaxe  a  den  Längenwert  der  Stre«d<e  MF 
angibt,  welcher  als  lineare  E  \  <•  e  n  t  r  i  c  i  t  ä  t  l)ezeichnet  wir<l.  Vergleiche  die 
folgende   Erklärung   ;;;')'). 

Ei'kl.  335.     In  der   Ellijjse  Fig.   lOd   ist    bezeichnet   AA' =  2 a,    FF'=2e, 

FF  =  F'("  =  (|,   M( '  =  e  +  (|,  also  FA=  a  —  e,  AF  =  q  —  (a  —  e).    Man  hat  also 

a  +  e 
für    den    Scheit(d   A   .-=FA:AF= — —- — -. — r.      Fnd    da    FFxW    vier    liarmoiiisidie 

q  +  (a  +  e) 

o  .  a^— e^ 

Punkte   sind.   wirdMA-  =  MF.   MF   («der  a-  =  e(e-i-q),   als(»   (|  ^ ,   und  durch 

Einsetzung    in    den   \(iriü'en   Ausdruck   ;- =  — — ; — r —  = ,— =     .oder 

(a''  —  e'*)-|-(a-t-e)  e      a  —  e-j-e       a 

,.  =  f.a.      Ebenso    wird   für    die    Hyperbel  Fig.   101   AA'  =  2a,   FF' =  2  e,   FF  = 

F'F'  =  (|.    FA  =  e  —  a,  AF  =  q  —  (e  —  a),  MC  =  MF  —  FF  =  ( (p  Also  werden  für 

Q     «1^  (*  -   *^  - 

den   Scdieitel   A   <•  =  FA  :  AF  ^ 7 — :    und  a' =  e  (e    -  q),   q=     ,   i-  = 

q  —  (e  —  a)  e 

— — rr '—. -=-    .oder  e^f -a.  Für  die  Paral>el  wird  FA=AF  =  ^/.,(i,  .'=1. 

(e'^  —  a-j  —  e  (e  —  a)       a 

Ei'kl.  336.  Für  die  Ellipse  ist  FP  — F'P  =  f(PH  — PH')  zwar  ebenfalls  eine 
feststehende  l)ezi(diiing;  da  al)er  beide  Seiten  keinen  konstanten  Wert  aufweisen, 
so  ist  diese  IJeziehinig  ni(dit  \dn  l»esonderem  Werte.  Ebenso  FP-j-F'P  =  f  (PH-)- 
PH')  bei  der  llyperbil.  Aber  fiir  die  Ellipse  ist  P1I  +  PH'  =  FC'  =  2  (e  + q)  also 
FP  +  F'P=  2  f  (e  -f  ([ )  =  2 a,  und  für  die  ]  lyperlxd  ]>H— PH'  =  (V  =  2  f  (e  —  q)  =  2a 
•  edesma!   k^tiistant.   als(.   mui  wesentli(dier   Pedeiitung.     Die   hieraus   zu   entnehmenden 


a  ...  .    .  a 


Werte    für  .'■,    näiiili(di    für   die    Ellipse  .'-=      \      ,    für   die    Ihnerbcl  ^=  ergeben 

e^   (|  •  e—  <i 

sich   aiudi  direkt   an   der    I"'igiii-,    wenn    man   <■-  für   den   Scheitel    der  kleinen   EIli])sen- 

axe   ansetzt,   deren   Abstand   von    F  gleich   a.   \(in   f  gleich   e   f  (j   ist. 

Ei'kl.   337.      Die     in    den    Sätzen    ."iC)     und     o7     nie(lerg(degten     Eigenschaften 

der    Kurven   zweiten   (Jrades    sind    jene    grundlegenden   Peziehungen,    w(dclie    in    der 

messenden   Planimetrie    zum   Ausg;ingspiinkt    der   ^(diandliing    der   Kegelschnitte    ge- 
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niacht  werden.  Man  erkennt  daß  — -  sobald  man  sich  in  der  projektivischen 
Geometrie  dazu  bequemen  will,  jene  metrisclie  8chlußi"(»lf;-e  aufzunehmen  —  alsbald 
ebenfalls  diese  metrischen  Beziehungen  der  Kurven  erhalten  werd(?n  können,  nnd 
zwar  als  Ausdruck  der  Maßeigenschaften  der  orthogonalen  Straldeninvolution  der 
Brennpunkte.  Bemerkt  sei  noch,  dai3  Satz  37  für  die  Parabel  nur  deswegen  aus- 
fällt, weil  dieselbe  ebenso  wie  in  Satz  36  eine  Zwischenstufe  darstellt.  Wie  näm- 
lich zwischen  f>*l  und  a<^l  der  Zwischenwert  für  die  Parabel  e  =  l  wird,  so 
fallen  die  Werte  von  FP-(-F'P  und  FP  —  F'P  für  die  Parabel  zusammen,  weil 
eben  der  eine  Brennpunkt  unendlich  fernliegt,  sodaß  Addition  oder  Subtraktion  des 
endlichen  Wertes  F'P  zum  unendlich  großen  FP  keine  AiMulerung  bewirkt.  Man 
kann  also  der  Parabel  die  Eigenschaft  zuschreiben,  daß  sowohl  Sunnne  als  Differenz 
der  Fahrstrahlen  eines  Kurvenpuidctes  von  ihren  beiden  Brennpunkten  konstauten 
Wert   liabcn,   näudich  einen   unendlich   großen. 


Frage  80.  Wie  findet  man 
Pnnkte,  denen  inbezug  anf  eine 
Kurve  zweiten  Grades  eine  gleich- 
seitig hyperbolische  Strahlen- 
involution der  konjugierten 
Gera  d  e  n  zugehört  ? 

Fiüur   102. 


Erkl.  338.  Für  die  L e  i t g e r a  d  e  d e  r 
Parabel  erhält  man  im  nebenstehenden 
eine  Eigenschaft,  welche  bei  Ellijjse  und 
Hyperbel  nicht  einer  (Tei'aden,  sdiulern 
einem  Kreis  zukommt.  Aus  diesem 
(irunde  wird  auch  diesei-  Kreis  l)ei  den 
anderen  Kurven  als  Leitkreis  oder  Di- 
rektorkreis oder  Leitlinie  im  weiteren 
Sinne  Ix-zeiehnet.  rebereinstimmung 
lieider  Anschauungen  erhält  man  aber 
befriedigend  dadurch,  daß  man  die  Leit- 
gerade der  Parabel  als  Kreis  mit  uneiul- 
lich  großem  Radius  beti achtet,  indem 
man  den  Mittelpunkt  dieses  Kreises  ebenso 
wie    den    Mittelpunkt    und    den    zweiten 


Antwort.  1)  Punkte  der  Ebene, 
welchen  in  Bezug  auf  eine  Knrve 
zweiten  Grades  eine  gleichseitig 
h y p e r b o  1  i s c he  St r a h  1  e n i n v o  1  u - 
tion  der  konjngierten  Graden 
zugehört  müssen  zwei  senkrechte 
Tangenten  an  die  Knrve  besitzen, 
also  jedenfalls  an  ß  er  halb  der 
Knrve  liegen.  Solches  findet  sich  am 
einfachsten  bei  der  Parabel.  Denn 
in  Fig.  99  nnd  102  ist  für  die  vom 
Pnnkte  D  der  Leitgrade  f  ansge- 
henden  Tangenten  DP  nnd  DQ  mit 
Berührnngssehne  PQ  nach  Satz  36  F  P 
=  PG  nnd  FQ  =  QL,  und  nach  Satz 
33  werden  die  Winkel  bei  P  nnd  Q 
dnrch  DP  und  DQ  halbiert,  folg- 
lich sind  sowohl  einerseits  P  und  D 
Pu  nkte  auf  der  Mittelsenkrechten  von 
FG,  als  anderseits  Q  nnd  D  Punkte 
der  Mittelsenkrechten  von  FL.  Dar- 
aus folgt  aber  die  Gleichheit  der 
Winkel  PDG  =  PDF=  V2FDG  und 
QDL  =  QDF=V2FDL,  und  da  die 
ganzen  Winkel  einen  gestreckten 
Winkel  bilden,  so  bilden  die  Hälften 
einen  rechten.  Demnach  sind  für 
die  Parabel  je  zwei  von  der  Leit- 
geraden a  usgehende  Tangenten 
aufeinander  senkrecht,  die  Leit- 
gerade ist  zugleich  Leitlinie  im 
weiteren  Sinne. 

2)  Für  die  Ellipse  sei  Punkt  P 
in  Fig.  103  ein  Punkt  mit  zwei 
senkrechten  Tangenten  PU  und 
PV.  Dann  muß  wegen  der  schiefen 
Symmetrie     der    auf    dem    Durch- 


IHS 


l'rdjc'ktivischc   (lunuTi'j   (icoinctric     111.   Tt'il. 


linMinjmnkt  der  Panihcl  iincndlicli 
weit  fortfi-crückt  denkt.  Die  ij;lciclir 
Uebevlc^-iiiii;-  i;'ilt  nir  den  Punkt  (i  in 
seiner  Eig-enscliat't  als  (lei;-en])un  kt 
des  Urennjjunkte.s  V  zur  Taiiii-ente 
PI).  Audi  diese  Puid\te  liegen  für  dir 
Parabel  auF  der  Leitgeraden,  i'iii-  die 
Ellipse  und  Hyperbel  auf  einem  Kreis  um 
den  andern  l)renn[»uidvt.  Pnd  in  älni- 
lielier  Weise  liegt  ancli  dm'  I^'uLiiJunkt 
K  der  Sienkrerliten  FK  zur  Taugeute 
PI)  für  die  Parallel  auf  der  Sclicitel- 
tangeute  AK,  für  Ellipse  und  llyperlxd 
dagegen  auf  einem  Kreis  um  den  Kurven- 
Mittelpuidvt.  Vergl.  Aufgabe  217  und 
21<S  und   Fig.    Kj.S   und   1»;:». 

FiiTur  lo;;. 


Erki.  339.  In  Fig.  lo;!  und  \()i 
liat  man  durch  Punkt  P  zwei  senkreelite 
Tangenten  an  die  Kurve.  Denkt  man 
sieh  die  ganze  Figur  jeweils  um  l.so" 
gedreht,  so  muß  wegen  der  Symmetrie 
der  Punkt  P  in  den  Punkt  E  und  jede 
Tangente  wieder  in  eine  Tangente  der 
Kin've  zu  liegen  konnnen.  Von  dem 
so  entstcdienden  Tangentenreehteek 
nuissen  aber  nach  Satz  K!  die  Diago- 
nalen in  die  Ri(ditungen  z\vei<'r  konju- 
gierten Dui'ehmesser  fallen,  und  nn(di  (h'Ui 
Satz  \iiii  lii'ia  iie  hon  iiiiis^.ii  die  \'er- 
bindungsgraden  der  Berührungspunkte  VX 
bezw.  L'W  die  uneudli(di  ferne  Diago- 
nale desunigeschriel»cnen  Parallel (igram ms 
im  gleichen  Punkte  treffen,  wie  die 
Diagonale  (^O  bezw.  PK.  Amdi  kauu 
man    diescdbc    Ücziehuriu-   daher    aldeiten, 


messer  PM  im  gleiclien  Abstände 
lieg-eiule  Punkt  R  ebenfalls  zwei 
senkreelite  Tangenten  an  die  Kurve 
liefern,  und  man  erliält  das  umg-e- 
scbriebene  Tangentenrechteck  PQ 
RO,  dessen  Mitteli)unkt  M,  und 
dessen  Diagonalen  die  anf  konju- 
gierten Durchmessern  liegenden 
gleichen  Strecken  PR  und  OQsind. 
l^ai-alJeJ  zu  diesen  konjugierten 
Durchmessern  laufen  die  Berüh- 
rungsseil nen  UV  und  UW  zu  P  und 
Q,  und  als  Polaren  von  P  und  Q 
schneiden  sie  auf  PM  und  QM 
die  vierten  harmonischen  Punkte 
P'  bezw.  Q'  zu  P,  Q  und  den  Kurven- 
schnittpunkten der  beiden  konju- 
gierten Durchmesser  aus.  Demnach 
ist  MX-  =  MPMP'  und  M~Y2= 
M Q  •  M Q'.  Berücksichtigt  man,  daß 
hierin  MQ  =  MP,  und  daß  das 
Dreieck  PP'U  ebenso  wie  PMQ 
gleichschenklig  ist,  also  MQ'  =  P'Ü 
=  P'P,  so  wird  M1-^=MPPP^ 
Folglich  wird  MX'^  +  MY^  =  MP 
(MP'  +  P'P)  =  MP-  =  MQl  Nun  ist 
MX'  +  MY-,  die  Summe  der 
Quadrate  zweier  konjugierten 
Ellipsendurchmesser,  nach  Satz 
y  der  Aufgabe  214  der  Aufgaben- 
sammlung am  Schluß  dieses  Teiles 
eine  konstante  Größe,  nämlich 
gleich  a-  +  b-,  also  ist  auch  MP  eine 
konstante  Strecke,  und  folglich  haben 
alle  Punkte  P,  deren  Tangenten  an 
die  Ellipse  einen  rechten  Winkel 
])ilden,  denselben  Abstand  ya'-  +  b'- 
vom  Kur  Venmittelpunkte. 

3)  Ist  für  die  Hyperbel  (Fig. 
104)  wieder  P  ein  Punkt,  dessen 
Tangenten  PU  J_  PV,  so  entsteht 
wieder  das  Tangentenrechteck  PQRO 
mit  konjugierten  Durchmessern  MP 
und  MQ  und  mit  den  Beziehungen 
MX-=MPMP'  und  MY-=MQMQ'. 
letzteres  absolut  genommen,  also 
ohne  Rücksicht  aufs  Vorzeichen,  weil 
hier  MQ  und  MQ'  entgegengesetzte 
Richtung  halben  müssen.  Hier  ist 
wieder  MQ  =  MP,  und  in  dem  eben- 
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daß  rV  als  Polare  von  V  durch  den 
l'ol  des  durch  P  gellenden  nurchuiessers 
PM  gehen  nniß,  also  durch  den  unend- 
lich fernen  Punkt  des  konjugierten  Durch- 
messers MO.  Daß  das  i'rodukt  MP 
•:MP'  ghM(di  dem  Quadrat  M^-  ist,  kann 
ehent'alls  auf  zweifache  Weise  erkannt 
werden.  Entweder  als  Eigenschaft  der 
harmonischen  Punkte  auf  dem  Durch- 
messer PXM,  oder  als  metrischer  Aus- 
druck der  auf  demselben  Durcdnnesser 
PM  entstehenden  Involution  der  kon- 
jugierten Punkte.  Denn  da  P  und  P' 
l)ohir  konjugierte  Punkte  sind,  und  M 
Mitt(ditunkt,  X  Ordnungspunkt  dieser  In- 
volution ist,  so  hat  man  auch  auf  Grund 
dies.'v  reberlegung  MX^^MP-MP'. 
Fi"-ur   104. 


Ei'kl.  340.  Während  der  Inhalt  der 
vo  r.gen  Erklärung  für  Ix'iderlei  Figuren 
103  und  104  gleicherweise  Geltung 
besitzt,  hat  man  in  Fig.  in4  den  Unter- 
schied zu  beachten,  daß  zwar  MP  nnd 
MP'  gleichgerichtet,  al)er  .M(,)  und  MQ' 
entgegengesetzt  gerichtet  auf  ihren  je- 
weiligen Durchmessern  liegen.  Würde 
man  die  senkrechten  Tangenten  etwa 
aus  dem  Punkte  0  an  die  getrennten 
Aeste  gezogen  haben,  so  wäre  der 
synnnetrische  Punkt  Q,  und  zu  dem  nicht 
.schneid<'nden  Durchmesser  MQ  käme  als 
konjugierter  wieder  ein  schneidenderDiu'ch- 
messer  MP.  Man  hat  also  auch  hier  jedes- 
mal einen  Durchmesser,  dessen  hn'o- 
lution  Ordnungspnnkte  besitzt,  nnd  als 
konjugierten  einen  Dnrclnuesser,  dessen 
Involution  keine  Grdnnngspunkte  besitzt. 
Auf  h^zterem  sind  Y  und  V  in"clit  Kurven- 
schnittpmdvte,  sondern  dit^  P  o  t  e  n  z  ])  u  n k  t  e 
der  hnnbition,  also  zwei  Punkte  in 
beiderseits    gleichem   Abstand    \  on    M, 


so  wie  PMQ  gleichschenkligen 
Dreieck  PP'U  auch  PP'=P'U=MQ', 
also  MY-  =  MPPP',  und  daher 
diesmal  MX-— MY-  =  MP(MP'— 
PP')  =  MP-  =  MQ2.  Nun  ist  MX-— 
MY-  die  Differenz  der  Quadrate 
zweier  konjugierten  Hyperbel- 
Durchmesser,  also  nach  Satz  <)  der 
obengenannten  Aufgabe  ebenfalls 
eine  konstante  Größe,  nämlich  gleich 
a"- — b-,  also  ist  auch  MP  eine  kon- 
stante Strecke,  und  auch  alle  Punkte, 
aus  welchen  senkrechte  Tangenten 
an  die  Hyperbel  gehen,  haben  den- 
selben Abstand  y  a- — b^  vom  Kurven- 
mittelpunkt. 

4)  Während  bei  der  Ellipse  die 
Größe  Va^  +  b^  stets  reellen  Wert 
haben  muß,  so  besteht  bei  der  Hy- 
perbel die  Möglichkeit,  daß  /a"- — b- 
einen  verschwindenden  oder  imagi- 
nären Wert  bekommt.  Es  muß  also 
die  Bedingung  gestellt  werden,  daß 
a>b   oder   mindestens   a=b    wird. 

b  «  ^ 

Da  hiernach  =tg"<l   sein  muß, 
a  2 

so  kann  man  auch  sagen,  der  Winkel 

--  dürfe   nicht   über   45*^,    also    der 

Innenwinkel  der  Asymptoten  nicht 
über  90*^  sein,  damit  rechtwinklige 
Tangenten  möglich  sind.  Man  er- 
hält somit  folgendes  Ergebnis: 

Satz  38.  Die  Punkte,  deren  kon- 
jugierte Strahlen  eine  gleichseitig 
h  y  p  e  r  b  o  1  i  s  c  h  e  Involution  mit 
s  e  n  k  r  e  c  h  t  e  n  K  u  r  v  e  n  t  a  n  g  e  n  t  e  n 
als  Ordnungsstrahlen  bilden,  liegen 
alle  in  konstantem  Abstände 
vom  Kurvenmittelpunkte;  sie  er- 
füllen bei  der  Ellipse  den  Kreis 
mit  Radius  l'a-  +  b-,  bei  der  Pa- 
rabel die  Leitgerade,  bei  der 
Hyperbel  den  Kreis  mit  Radius 
1  a'- — b-,  sind  also  nur  vorhanden 
bei  solchen  Hyperbeln,  bei  denen 
der  Innenwinkel  der  Asymptoten 
nicht  über  90^^  ist. 
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sodaß  MY-MY'=  — MY-MY  =  — MY'OIV.  Man  hat  dalier  als  Pctciiz  der  In- 
volution auf  dem  niolit  sclnu'id(>nd('u  Durclinii'.sser  die  ncjiativc  (Jriißr  — MY"-^  od»^' 
—  MY'2.  Di,.  ,,lMMistclirn(lc  (llcicliuug-  MY2  =  MQ-Mg'  will  als,.  lii,.r  niclit  den 
Potenzwert  dieser  Involution  aujicheu,  s,»iulern  nur  die  (Jleiehlieit  der  beiden  IJeelit- 
ecke  aus  den  beiden  gleichen  Strecken  ^\Y  und  aus  den  zwei  uu.üleielien  Strecken 
MQ    und  MQ',    oder   was   dasselbe    heißt,    aus   den    Stre<-ken    :M  1'    und    IM''. 

Erkl.  341.  Für  einen  Kreis  mit  Radius  r  ist  der  geometrische  Ort  fin- 
den Sclieit(d  eines  'rangentenwiidvcls  von  !)()^  der  koncentriscdie  Kreis  mit  Radius  r  ]  2. 
denn    a  =  b  =  r    liefert    }  a"^-|-b-  =  ry2.  —  Ist  der  Asymptotenwiukfd  ein(M' Hyperbel 

ein  i'echter,  als,)  —  =  4f)"  und  tg  y^  1,  so  sind   diese   Asymptoten    die    einzigen    s,'nk- 

recliteuTangenten  an  die  Kurve,  sodaß  der  Direktnrki-eis  auf  den  Mittelpunkt  zu- 
sammenschrumpft. In  der  Tat  ist  für  die  gleichs,'itige  llyperbcd  l)  =  a,  }  a'  —  b^ 
=  0,  der  Kreis  mit  Radius  Null  ist  der  Mittelpunkt.  Ist  der  Innenwinkel  der 
Asymptoten  a^^[H)^,  so  gibt  es  aus  dem  Inuenwinkelraum  nur  Tangenten  mit 
Winkel  über  «',  aus  dem  Nebenwinkelraum  uui'  Tangenten  mit  Wiid<el  unter 
180  — «',  aber  keine  Tangenten  mit  Winkel  zwischen  f.'  und  iSd  —  '<',  also  auch 
keine   senkrechten  Tanirent<'n. 


Aufgaben-Sammlung. 


I.  Aufgaben  über  Pol  und  Polare. 

(Zu  Abschnitt   1  a — c.) 

Aufgabe  1.    Die  Konstruktion  des 

Poles  P  zu  einer  gegebenen  Graden  p  Auflösung;  1)  Liegt  eine  die  Kurve 

soll  für  besondere  Lagen  der  Punkte  niclit  schneidende  Grade  p  im  end- 

E  und  F  auf  p  durchgeführt  werden,  liehen,  so  können  die  beiden  Punkte 

Fiii-ur   106. 


Aiifiiabcn    über    i'ol    iiiid    INdarc 
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Ei'kl.  342.  Die  Aut'fassmi^i;-  des  im 
ersten  Teil«'  ncbeiistclKMKlcr  Aut'lösiiini' 
bcschricbciH'n  Vierecks  kann  eiii/eln 
nachgesellen  werden  in  Fii^ur  'J  (b's 
II.  Teib's  dieses  Lein-bnehes.  Auch  d(»rt 
sieht  man,  daß  das  Viereck  mit  zwei 
paralUden  benachbarten  Seiten  in  (h-r 
einen  oder  andern  Richtung  im  unend- 
lichen geschb)ssen  Aver(h'n  kaini.  Dagegen 
hat  das  im  zweiten  Teile  nebensteln'nder 
Auflösung  entstehende  einfa(die  Viereck 
zwei  parallele  Gegenseiten,  und  des- 
halb keine  Ecke  im  unendlicjien;  es  wird 
zu  einem  einfachen  Trajx'Z,  dess<^n  Pa- 
ralbdseiten  zur  Polare  p  parallel  sind. 
Man  hat  darin  also  vier  i)ai-allele  (Jerade, 
AD,  TBC,  ()  und  p,  welche  vier  harmo- 
nische sind,  weil  sie  auf  jeder  Geraden 
durch  ]*unkt  E  sowie  auf  den  Diagonab-n 
des  Trapezes  vier  harmonische  Punkte 
ausschneiden.  Und  ents])reche"d  liefert 
Fig.  1U8  ein  iiberschlagenv  s  Trapez 
mit  denselben  vier  parallelen  harmonischen 
Geraden. 


El'kl.  i}43.  Ausgeschlossen  A'on  der 
nebenstehenden  Auflösung  bleibt  zu- 
nächst die  unendlicli  ferne  Grade  selber, 
sei  es  als  äußere,  sei  es  als  schin'idemle 
Grade.  Denn  ihr  Pol  ist  der  Kurven- 
mittelpunkt, webdu'r  besondere  Behand- 
lung erfährt  im  zweiten  Abschnitte.  Aus 
demselben  Grunde  bleibt  auch  hier  außer- 
betracht  der  Umstand  eines  Tangenten- 
parallelogranuns,  denn  ein  solches  müßte 


E  und  F  so  nahe  beisammen  oder 
so  weit  auseinander  lieg'en,  daß 
die  äußere  Tangente  von  E  und  die 
äußere  von  F  einander  auf  der  einen 
oder  andern  Seite  von  p  bezw.  der 
Kurve  schneiden.  Dann  hat  man 
die  beiden  Fälle,  welche  in  Fig-.  4b 
und  4  a  dargestellt  sind.  Als 
zwischenliegender  Fall  entstellt  die 
Beziehung  der  Fig.  105,  wobei  die 
beiden  Tangenten  parallel  werden. 
Man  kann  das  einfache  Vierseit 
nach  links  in  C  oder  rechts  in  C 
im  Unendlichen  geschlossen  denken, 
die  Gerade  1  =  AC  wird  jedenfalls 
auch  parallel  FB//ED,  die  übrigen 
Geraden  2  bis  5  verlaufen  wie  in 
Fig.  4a  und  4b. 

2)  Rücken  die  Punkte  EF  noch 
weiter  auseinander,  so  entstellt  als 
zweiter  Grenzfall  derjenige,  daß 
einer  der  Punkte  E  oder  F  selber 
zum     unendlichfernen     Punkt     der 

Fiü-ur   lo.s. 


Geraden  p  wird.  (Fig.  106.)  Dabei 
werden  die  Tangenten  aus  diesem 
Punkte  F  parallel,  und  ebenso  die 
von  F  nach  dem  Punkte  von  Bri- 
anchon  führende  vierte  harmonische 
Grade  6  =  FP  zu  j)  und  diesen 
Tangenten. 

3)  Liegt  eine  die  Kurve  scli nei- 
dende  Grade   p   im   Endlichen,    so 
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l'i-(ii('kti\isclic   (uiMicrc)   ( icniiictrie.      III.  Ti'il. 


(Mitwcdcr  zwt'i  Eckpunkte  ;iiii'  der  uii- 
tiHllicli  fernen  Geraden  halten  dder  zwei 
E(d<ininkte  auf  einem  K  itr  v  e  n  d  ur  e  li - 
luesser,  dessen  IJfdiandliin.n'  ehenialls 
erst  am  .ü'enannten  späteren  Orte  statt- 
findet. Daß  beide  Punkte  K  und  F  anl' 
derselben  Geraden  nnendlieli  iVm  fielen, 
Aväre  aber  ebenso  ausfi-eseldossen  als  das 
ZusamuH'nfallen  l)elder  Punkte  in  einen 
Punkt  im  Endlielu'n.  Audi  die  La^c 
der  Polaren  als  Tan.ü-ente  der  Kurve 
bleibt  liier  wei;',  da  diesellie  bereits 
besonders  erwiilmt  ist  in  Antwort  auf 
Frajije  9.  —  ^^'eitel■e  Fälle  besonderer 
Art  treten  nicht  auf,  denn  der  erste 
und  dritte  sind  die  Zwisidieiifälle  der 
Fiji'.  4  a  und  b  bezw.  öa  und  b,  der 
ZAveite  und  \  ierte  (irenzfall  von  41»  bezw. 
zwischen  ."»l»  und  ac;  ein  4c  besteht  nicht, 
nnd   5  e   liefert   nichts  neues. 


können  die  beiden  Punkte  E  und  F 
wiederum  entweder  so  nahe  bei 
der  Kurve  oder  so  fern  auf  deren 
beiden  Seiten  liegen,  daß  die 
äulieren  Tangenten  von  E  und  F 
einander  auf  gleicher  oder  ungleicher 
Seite  von  p  schneiden,  wie  die 
Innern.  Dann  hat  man  die  beiden 
Fälle,  welche  in  Fig.  5a  und  b 
dargestellt  sind.  Als  Zwischenfall 
entstellt  die  Beziehung  der  Fig.  107, 
wobei  die  äußeren  Tangenten  pa- 
rallel werden.  Das  Viereck  wird 
wegen  paralleler  Nachbarseiten  zu 
derselben  offenen  Figur,  welche  im 
ersten  Falle  dieser  Auflösung 
genannt  und  in  Fig.  9  des  II.  Teiles 
dargestellt  ist. 

4)  Der  zweite  Grenzfall  bei 
der  schneidenden  Geraden  ist  der, 
daß  einer  der  Punkte  E  oder  F  selbst 
unendlich  fern  liegt;  dann  entsteht 
(Fig.  108)  ein  iiberschlagenes 
Trapez,  weil  die  parallelen  Gegen- 
seiten geschnitten  werden  von  zwei 
Graden  eines  dazwischenliegenden 
Punktes  E.  In  beiden  letztgenanten 
Fällen  gehen  durch  den  Polpunkt 
die  acht  Graden  1  bis  8,  wie  in 
Fig.  5,  a,  b,  c. 


Man  soll  die  Bedingung  aufsuchen,  daß  Fig.  107  l)ezw. 
Figur  5  b  in  der  Lage  der  Fig.  811  im  zweiten  Teile  auftritt. 


Aufgabe  2. 


Aufgabe  3.  Man  untersuche  die- 
selben Einzelfälle  bei  der  Hy- 
perbel. 

Erkl.  844.  l)ur(di  das  Tan,<i:enten- 
\icrseit  ist  der  Dia.u'onalenscimittpnnkt  und 
fol:L;ii(di  auch  der  P(d  der  Nebcnseite 
fest^'cleg't.  haher  liefern  alle  Kurven, 
welche  dieseUxMi  \iei'  'ranii'enten 
haben,  aucdi  dens(dl)en  Pol  zu  der  izc- 
wähiten  Seite,  es  niaj;"  der  Kur\c  zu  den 
vier  Tangenten  eine  Laj;'e  j;-e<;-eben  sein, 
wie    immer    man   will.      31an    kann    aber 


Auflösuug.  Die  Teilung  der  Hy- 
perbel in  zwei  Aeste  macht  die 
Verschiedenheit  der  Konstruktion 
an  dieser  Kurve  zu  einer  sehr  reich- 
haltigen. Man  hat  nämlich  zwei 
Tangenten  an  den  gleichen  Ast 
aus  allen  Punkten  im  Flächenraum 
des  Innenwinkels  der  Asymp- 
toten, je  eine  Tangente  an  den  einen 
und  an  den  andern  Ast  aus  den 
Punkten  im  Nebenwinkel  der 
Asymptoten.      Hiernach     hat     man 


AnfV;il)(Mi    iU)('i-   l'ol    und    Polare 
Fiiiur    lOi). 
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als  fünftes  Elcnicnt  zu  den  v'wv  Tan- 
genten eine  neue  Tangente  wählen  oder 
einen  Berüln'ung.spnnkt  auf  einer  der 
Tangenten.  Und  daraus  gelit  lier\'or, 
daß  die  Figuren  4 ab,  5abe,  105  bis  WH 
keineswegs  bloß  für  die  Ellipsen  (xeltung 
besitzen,  welclie  dazu  eingezeiclmet  sind, 
sondern  jede  derselben  kann  aueli  bei 
der  ilyix'rbel  auftreten,  soVtald  zu  di'U 
vier  gegebenen  Tangenten  ein  ent- 
sprechender Berührungspunkt  liinzugc- 
nonimen  wird.  Freilieh  liegt  dann  die 
Hyperbel  nicht  etwa  iuuei-liall)  des 
Vierseits,  wie  in  Fig.  4  a  l)ezw.  5  b,  odei- 
innerhalb  des  Parailelstreifens,  wie  in 
Fig.  105  —  lO.S,  sondern  si('  Ix-riihrt  die 
Tangenten  außerhalb  des  Vierseits  bezw. 
von  beiden  Beiten  außerhalb  des  Parailel- 
streifens. 

Erkl.  345.      Daß   die  Figuren  41),   5a, 
5c    ebensowohl    am    Kurvenbos'en    einer 


noch  g-aiiz  ohne  Berücksichti- 
gung- des  LTmstandes,  daß  eine  Tan- 
gente aus  E  parallel  werden  kann 
einer  Tangente  aus  F,  schon  die 
18  Fälle  der  Fig.  109  zu  unter- 
scheiden, nämlich  I)  sechs  für  die 
nicht  schneidende  und  II)  vier  für 
eine  die  beiden  Aeste  schneidende 
Grade  und  III)  acht  für  eine  nur 
den  einen  Ast  schneidende  Grade: 
I  1)  Iil  und  F  im  g  1  e  i  c  h  e  n 
Außenwinkelraume  der 

Asymptoten; 
I    2)  E    im    Außenwinkel,    F    im 
Innenwinkel  der  Asymptoten; 
I    3)  E  und  F  in  getrennten  Außen- 

Avinkeln  der  Asymptoten; 
I    4)  E    in    einem    Außenwinkel- 
raume, F  im  Unendlichen; 
I    5)  E    und   F   im   Innenwinkel- 
raume  der  Asymptoten; 
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Projcktivisclic   (iiciutc)   (Ifoinctrir.      III.   Teil. 


Parabel  oder  Hyperbel  auftrettMi  kiiiiiiteii 
als  am  gezeicliiiet  vorliej^^endeii  Kllipscii- 
bogen,  ist  aus  der  Aiiseliauunji-  selber 
ohne  weiteres  klar.  Auf  (Jrinid  d<'r 
vorstehenden  Erklärung  344  kann  aber 
aucli  Fig.  4  a,  .")b  als  Figur  für  Pai-abel 
und  Ilyi)erbel  aufgefaßt  werden,  sobald 
man  die  unendlich  ferne  Tangente  oder 
sonst  belieliigen  Berührungspunkt  hinzu- 
niuinit.  Die  Figuren  105—108  dagegen, 
bei  welchen  i)arallele  Tangeuten  auf- 
treten, küuu<'U  nur  für  die  Kllii)se  und 
Hyperbel  zur  Anwendung  gelangen,  weil 
die  Parabel  keinen  Parallelstrcifen  zweier 
Tangenten  zuläßt. 

Erkl.  346.  l>i<'  nebenstehenden  18 
Fälle  ließen  sieh  noch  vermehren  durch 
die  Aufzählung  derjenigen,  bei  welchen 
E  und  F  auf  parallele  Tangenten  der 
Kurve  zu  liegen  känuni,  und  dies  könnte 
vorkommen  bei  den  Fällen  1,  2,  3,  8, 
9,  10,  11,  12,  13,  sodaß  also  noch  9 
weitere  Fälle  hinzukonnnen  könnten. 
Jedoch  entstehen  dabei  nicht  jedesmal 
wieder  neue  Anordnungen  des  Vierseits 
zur  Kurve,  sondern  viele  dieser  Fälle 
führen  jeweils  auf  dieselbe  Figurenart 
zurück.  Es  nniß  dem  Studierenden  über- 
lassen bleiben,  die  einzelnen  Figuren 
darauf  zu  untersuchen,  welche  von  ihnen 
besondere  Fälle  liefern.  Ebenso  wird 
man  sich  auch  davon  zu  überzeugen 
haben,  daß  die  vorstehenden  18  Fälle 
ihr  Gebiet  erschöpfen,  und  daß  nicht 
etwa  zwischen  5  und  C  i'in  Teil  fehlt. 
Denn  der  dazwischen  fehlende  würde 
zum   irleichen   Ergebnis  führen  wie    2. 


I  ()) 

II  7) 

II  8) 

n  9) 

II  10) 

III  11) 

III  12) 

III  13) 

III  14) 

III  15) 

III  16) 

III  17) 

III  18) 

E  im  lunt'iiwinkelrMume,  F 
im   riicndlic'lieii; 
E  1111(1  F  im   gleichen   In- 
iienwiiikelraume  der  Asymp- 
toten; 

E  im  Inneiiwiiikelranme,  F 
im  Außenwinkelraume  der 
Asymi)toteii; 

E  und  F  in  getrounteu 
Innenwinkelräumen  der 

Asymi)t()teii; 

E    und   F  im  Außen winkel- 
raum  der  Asymptoten; 
E  und  F  im  gleichen  Außeu- 
winkeh'aum  der  Asymptoten ; 
E    im    Außenwinkel,    F    im 
Innenwinkel  auf   gleicher 
Seite  der  Kurve; 
E  im  Außenwinkel,  F  im  In- 
nenwinkel  auf  ungleicher 
Seite  der  Kurve; 
E  und  F  in  getrennten  Außen- 
winkelräumen    der    Asymp- 
toten; 

E  im  Außenwinkel,  F  im 
Unendlichen; 

E  und  F  im  Innenwinkel- 
rauiii  auf  gleicher  Seite 
der  Kurve; 

E  und  F  im  Innenwinkel- 
raum  auf  ungleicher  Seite 
der  Kurve;  # 

E  im  Innenwinkelraum,  F 
im  Unendlichen. 


Aufgabe  4.  Man  soll  für  einige 
der  18  Fälle  der  Auflösung  der 
Aufgabe  3  die  Figuren  vollständig 
ausführen. 


Aufgabe  5.  Man  soll  einige  der 
in  Erklärung  346  hinzugefügten 
Sonderfälle  feststellen. 


Aiifj'-abcii   iilx'r   Pol    imd   l'dhirc. 
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Fiii-ur   1101x1. 


Aufgabe  6.  Es  sollen  die  verschie- 
denen Lagen  festgestellt  werden, 
welche  die  zur  Konstruktion  der 
Polare  p  zn  gegebenem  Poljinnkt 
P  verwandten  Strahlen  e  und  f  bei 
der  Hyjierbel    annehmen   können. 

Erkl.  347.  Die  Fij;ur  des  vollstän- 
digen Yiereck.s  AK  CD  ^(ln  y'wr  Punkten 
einer  Kurve  liefert  nicht  nur  für  einen, 
sondern  für  drei  Punkte  die  Polnre. 
Denn  nach  Antwort  der  P^ragcn  4  bezw. 
10  liefert  jeder  Sehnittpunkt  zweier  Neben- 
seiten des  vollständif^en  Vierseits  den 
Pol  für  die  dritte  Nebenseite,  bezw.  jede 
Verbinduni;sgrade  zweier  Nebeneckeu  des 
vollständi,iien  Vierecks  die  Polare  für  die 
dritte  Nebenecke,  So  ist  in  Figur  110a 
nicht  nur  P  Pol  zur  (iraden  I  II,  sondern 
PI  Polare  zu  Punkt  II  nnd  PII  Polare 
zu  Punkt  I.  Und  die  zin-  Konstruktion 
verwandten  Sekanten  durch  P,  als  auch 
jene  durch  I,  nändich  AB  und  CD, 
oder  durch  II,  nändich  AD  und  BC, 
haben  jedesmal  dieselbe  Eigenschaft,  daß 
eine  von  ihnen  zweimal  denselben  Ast  trifft, 
die  andere  je  einmal  die  beiden  Aeste. 
Und  gleicherAveise  hat  man  bei  Figur 
llOc  nicht  nur  P  als  Pol  von  ]),  sondern 
auch  wieder  PI  oder  r  als  Polare  von 
R  imd  PII  als  Polare  von  Punkt  I. 
Und  wieder  sind  die  Sekanten  durch  P, 
nämlich  AC  und  1^1),  und  jene  durch 
R,  nändich  AD  und  P>C,  und  jene  durch 
I,  nämlich  AP)  und  CD,  von  der  Art, 
daß  eine  davon  zweimal  denselben  Ast 
schneidet,  die  andere  jeden  Ast  nur  je 
einmal. 


Auflösung:.  I)  Ist  der  Punkt  P 
ein  Punkt  innerhalb  der  Hyperbel, 
so  können  die  Graden  e  und  f 

1)  beide  denselben  Hyi)erl)elast 
zweimal  treffen,  und  dann  entstellt 
dieselbe  Figur,  wie  in  Fig.  7.    Oder 

2)  von  den  Graden  e  und  f  trifft 
die  eine  zweimal  denjenigen  Ast, 
in  dessen  Innenraum  der  Punkt  P 
liegt,  die  andere  dagegen  beide 
Aeste.  Dann  entstellt  ein  Viereck 
mit  einspringendem  Winkel,  Figur 
110a.  Die  Polare  läuft  außerhalb 
der  Hyperbel,  und  auf  ihr  liegen 
außer  den  Schnittpunkten  der  Gegen- 
seiten AB,  CD  und  BC,  AD  auch 
die  Schnittpunkte  der  Tangenten 
in  B,  D  und  in  A,  C,  sowie  die 
vierten  harmonischen  Punkte  zu 
PAC  und  PBD.     Endlich 

3)  können  beide  Graden  e  und  f 
je  l)eide  Aeste  der  Hyperbel  treffen. 
Dann  entstellt  das  überschlagene 
Viereck  AB  CD  zu  Punkt  P  und 
Polare  p  in  Figur  110  b,  und  auf 
p  liegen  dieselben  Punkte  wie  oben. 

II)  Ist  der  Punkt  P  ein  Punkt 
außerhalb  der  Hyi)erbel,  so  können 
wieder  die  Graden  e  und  f 

1)  beide  Sekanten  desselben 
Hyperbelastes  sein,  und  dann  ent- 
stellt dieselbe  Figur  wie  Fig.  8.   Oder 

2)  von  den  Graden  e  und  f  trifft 
die  eine  zweimal  den  einen  Ast, 
die  andere  dagegen  beide  Aeste. 
Dann  entsteht  ein  Viereck  mit  ein- 
springendem Winkel,    Figur    110  c. 
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I'rojcktivisclic   (iicncrc)   (icomctrii 


Erlvl.  348.  Elicnsolclic  Krs('lieinun.2:t'n 
fiiidon  sich  vcrciiÜLit  in  Finnr  liob,  d. 
Dort  ist  p  (V\r  l'nl;irc  von  1*.  ]»'  INilarc 
von  P'  und  r  Pohirr  \(iii  1!.  Die  zui- 
Koiistruktii)ii  \  <T\v;iiidti'ii  SckMiitcn  diircli 
P,  iiiiiiilicli  AC  1111(1  I>1>.  sowie  jene 
diircli  If,  njiiiilicli  AT.  und  <'1>.  liabcii 
die  I'jiiciiriiiniiciikcir .  dali  .{''de  von 
ilincii  Ix'idc  Acstc  trifft,  also  jeden  eiiiiiial. 
Da^Cii'CH  sind  jene  durch  P',  u;inili<di 
AI)  und  P>C,  Sekanten  der  Art,  daß 
jede  von  ihnen  denscdhen  Ast  zweimal 
trifft,  die  eine  den  einen,  die  andere  den 
andern.  ^lan  erliält  also  für  E  das 
konvexe  Viereck  A('1>1),  iUinlicli  Fis: 
Kurve,  indem  nämlich  nur  Segmente  de 
im  Außenranm   der  Kurve   lieg-t. 


Die  Polare  schneidet  die  Hyperbel 
zweimal,  und  anf  dersell)en  liegen 
nnßer  den  vorgenannten  sechs 
Punkten  auch  noch  die  Berüln-nngs- 
l)unkte  der  Tangenten  aus  P.  Endlich 
3)  können  beide  Geraden  e'  und  f 
des  Punktes  P'  je  beide  Aeste  der 
Hyperbel  treffen.  Dann  entsteht 
wieder  ein  überschlagenes  Viereck 
AB  CD'  der  Figur  llOd  nur  mit 
vertauschten  Eckpunkten  C^  und 
CD'  der  Figur  110b. 


ur   7,    alter    mit    puiz    anderer    La.Li'e    dei- 
s   Viere(d<s   inuerlialh,     die     ühriü'e     Fljiche 


Aufgabe  7.  Aus  der  vorigen 
Aufgabe  sollen  die  Angaben  über 
die  Lage  von  Pol  und  Polare  zu 
den  Kurvenästen  der  Hyperbel 
entnommen  werden. 

Erkl.  349.  Die  genaueren  Angaben  über 
die  gegenseitige  Lage  ^'on  Pol  und 
Polare  bei  der  Hyperbel  können  gemacht 
werden  auf  Grund  des  Satzes  7  und  der 
Symmetrie-Eigenschaften  der  Hyperbel  in- 
bezug  auf  Haupt-  und  Xebeuaxe,  welche 
teils  in  den  metrischen  Untersuchungen 
im  zweiten  Teile  dieses  Lehrlniches, 
teils  im  AbscLnitt  2d  dieses  Teils  be- 
wiesen werden.  Jede  Grade  der  Ebene 
muß  nändicli  die  Hauptaxe  der  Hyperbel 
in  irgend  einem  Punkte  P  treffen.  Legt 
man  durch  diesen  Punkt  P  die  Parallele 
b  zur  Xebenaxe  und  u  und  v  zu  den 
Asymptoten,  sowie  die  etwaigen  Tan- 
genten X  und  y  durch  P  an  die  Hyperbel, 
so  findet  man  sehr  leicht  auf  der  Polare 
p  jenes  Punktes  (Fig.  111)  die  Pol- 
punkte dei'  Graden  a,  b,  >i,  v,  x,  y  und 
hat  nun  ohne  weiteres  die  Feststellung, 
daß  füi-  (b-ade  durch  P  in  den  Winkeln 
(au),  (ux),  (xb),  (by),  (yv).  (va)  die 
Polpuukte  liegen  nüissen  auf  ])  in  den 
Strecken    AP,    FX,    XI'..    \\\.    VV.    VA. 


Auflösung:.  I)  1)  Eine  Sekante 
der  Hyperbel,  welche  denselben 
Ast  zweimal  trifft,  hat  ihren  Pol 
in  dem  Innenwinkelraum  der  Asymp- 
toten, w^elcher  an  den  geschnittenen 
Ast  angrenzt. 

2)  Eine  Sekante  der  Hyperbel, 
welche  beide  Aeste  trifft,  hat 
ihren  Pol  in  demjenigen  Außen- 
wdnkelraum  der  Asymptoten,  durch 
welchen  die  Sekante  nicht  selbst 
hindurchgeht. 

3)  Eine  Gerade,  w^elche  die  Hy- 
I)erbel  nicht  trifft,  hat  ihren  Pol 
innerhalb  desjenigen  Hyperbelastes, 
welcher  mit  der  Geraden  im  gleichen 
Innenwinkelrauni  verläuft. 

II)  1)  Ein  Punkt  im  Innenwinkel- 
rauni der  Asymptoten  hat  als  l^olare 
eine  Sekante  des  angrenzenden 
Hyperbelastes. 

2)  EinPunkt  in  einem  Außenwinkel- 
rauni  der  Asymptoten  hat  als  Polare 
eine  Sekante  beider  Aeste,  welche 
durch  den  andern  Außenwinkel- 
rauni  hindurchgeht. 

3)  Ein  Punkt  innerhalb  eines 
Hyperbelastes  hat  als  Polare  eine 
Grade,  welche  zwischen  den  beiden 
Hyi)erbelästen  durch  den  angrenzen- 
den Innenwinkelraum  hindurcligeht 
ohne  zu  schneiden. 

Erkl.   350.      l'mgekehrt     liegt    jeder    beliebige    Punkt    der    Fheiie     auf   irgend 
einer   Seid\recliten   p   ziii-   Hauptaxe    der  Hyperlxd,    und    zwar    auf    irgend   einer   der 
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Strecken  AU.  UX,  Xli  15 Y.  YV,  YA.  Die  Polare  .ü-elit  dniin  jedenfalls  diireli 
den  P(di)nnkt  P  von  p,  und  lie;;t  im  entspreelieiulen  AYinkel  der  Strahlen  (an), 
(nx),  (xb),  (l>y),  (yv),  (va).  Man  kann  als(»  nußer  der  alliienieinen  Peweisführniiii- 
obenstehender  Antwort  noeii  die  besonderen  Einzelheiten  entnehmen,  daß  der  Pol- 
punkt und  der  Selmittpunkt  der  Polaren  mit  der  Hau])taxe  jeweils  auf  d(n-selben 
Seite  der  Nebenaxe  liegen  müssen,  daß  die  Polare  eines  Punktes  im  einen  Außen- 
winkelraum der  Asymptoten  stets  durch  den  andern  Außenwinkelraum  hindurcligelit,  luid 
umgekelirt,  oder  daß  für  eine  nicht  schneidende  Grade  der  Pol  in  der  Nähe  der- 
jenigen Stelle  liegt,  wo  die   Grade  dem   lly])erbelaste  am  nächsten  kommt  u.  s.  w. 


Aufg-abe  8.     Man  soll  die  Grenzfälle  der  Anfgabe  7  feststellen. 


Aufgabe  8a.     Man   soll  beweisen,    daß   ein  Pnnkt  einer  Asymptote 
als  Polare  stets  eine  Parallele  zn  dieser  Asymi)t()te  bat  und  nrngekelirt. 


Aufgabe  9.  Man  soll  nntersnelien,  wie  viele  Elemente  nnter  den  Be- 
stimmnng-SvStiicken  der  Kurve  ersetzt  werden  können  durcb  einen  Punkt 
P  und  seine  Polare  p. 


Auflösung.  1)  Sind  gegeben  P 
und  })  und  drei  Kurvenpunkte, 
so  verbindet  man  P  mit  jedem  der 
drei  gegebenen  Kurvenpunkte  und 
konstruiert  zu  jedem  der  letzteren 
Punkte  den  liarmoniscb  zugeord- 
neten Punkt  mit  P  und  dem  Selmitt- 
punkt von  p  mit  der  Verbindungs- 
graden. Da  dieser  vierte  harmonisclie 
Punkt  ebenfalls  ein  Kurvenpunkt 
sein  muß,    so   hat   man   nun  sechs 


Auflösung.  1)  Sind  gegeben 
P  und  p  und  drei  Tangenten, 
so  bringt  man  p  zum  Schnitt  mit 
jeder  der  drei  gegebenen  Tangenten 
und  konstruiert  zu  jeder  der  letz- 
teren Graden  den  harmonisch  zu- 
geordneten Strahl  mit  p  und  der 
Verbindungsgraden  von  P  mit  dem 
Schnittpunkt.  Da  diese  vierte  har- 
monische Grade  ebenfalls  eine 
Kurventangente    sein    muß,     so 
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Kurveiipiiiikte      und      kann 
Paskai  weiter  konstruieren. 


nach  hat  man  sechs  Kurventang-enten 
und  kann  nach  Briaiichon  weiter 
konstruieren. 

2)  Sind  gregehen  P  und  j)  und 
zwei  Tangenten  nehst  Be- 
rührungspunkt auf  einer  der- 
selben, so  erhält  man  auf  dieselbe 
Weise  zu  den  zwei  Kurventangenten 
zwei  neue,  bekommt  also  vier  Kurven- 
tangenten nebst  Berülirungsi)unkt 
auf  einer.  —  Außerdem  kann  man 
auch  nach  der  nebenstehenden 
ersten  Auflösung  zum  gegebenen 
Knrvenpunkt  einen  neuen  beschaffen, 
sodaß  wieder  sechs  Kurvenpunkte 
bekannt  sind. 


2)  Sind  gegeben  P  und  p  und 
zwei  Kurvenpunkte  nebst  Tan- 
gente in  einem  derselben,  so  er- 
hält man  auf  dieselbe  Weise  zu 
den  zwei  Kurveni)unkten  zwei  neue, 
bekommt  also  vier  Kurvenpunkte 
nebst  Tangente  in  einem.  —  Außer- 
dem kann  man  auch  nach  der  neben- 
stehenden ersten  Auflösung  zur  ge- 
gebenen Tangente  eine  neue  be- 
schaffen, sodaß  wieder  sechs 
Kurvenelemente  bekannt  sind. 

3)  Man  erhält  also  die  beiderseits 
giltige  Aussage: 

Satz.  Ein  gegebener  Punkt  nebst  Polare  bezw.  eine  ge- 
gebene Grade  nebst  Pol  verdoppelt  jeweils  die  Zahl  der  sonst  ge- 
gebenen Kurven -Elemente,  ersetzt  also  unter  den  fünf  Be- 
stimmungsstücken einer  Kurve  ein  Elementenpaar. 

Erkl.  351.  Daß  der  Ersatz  .•lueli  iiueli  eines  weitereu  Eleiiienteiipaares 
statttindet  dureli  ein  zweites  gegebenes  Paar  \()n  I'oi  und  Polare  infolge  melir- 
lualiger  Verdoppelung  des  einzigen  übrigen  gegebenen  Elementes,  läßt  sich  nach- 
weisen durch  Benutzung  des  Satzes  7.  Kennt  man  nändieh  P  und  p,  Q  und  q, 
so  entstehen  eine  Keihe  weiterer  Polaritätsbeziehungen,  weil  auch  PQ  Polare  zu 
(pq)  wird.  Bezeiclniet  war  nändieh  PQ  als  w,  (])(i)  als  W.  PW  als  v,  (pw)  als 
V,  QW  als  u,  (qw)  als  U,  so  bilden  außer  Pp,  (>>(|,  auch  l'u,  V\,  Ww  je  ein 
Paar  von  P(d  und  Polare.  Man  kann  also  zu  einem  weiteren  Kurvenpuukte  K 
auf  den  fünf  Verbiudungsgraden  KP,  KQ,  KU,  KV,  KW  den  vieiten  harnumischen 
Punkt  konstruieren,  und  kennt  dann  wieder  sechs  Kur\('upuukte,  —  l)ezw.  man 
kann  zu  einer  weiteren  Tangente  k  in  den  fünf  »Schnittpunkten  kp,  kq,  ku,  kv, 
kw  den  vierten  harmonischen  Strahl  konstruiei-en,  und  kennt  daiui  wieder  sechs 
Kurventangenteu. 

Zu   einem  besonderen   Falle    wird    aber    die   letztere    Bestimmung,    wenn    etwa 
Q  auf  1)   läge,   also   q   durch  P  ginge.      I>nnn    entsteht    nicht    fünffache    Polaritäts- 
beziehung wie  oben,  soiuleiMi  ein  Polardreie( 
sduderu    nur   drei    Kur\ cn  1  e  m  eute.      \'ergl. 
kl;u-iui"<'n    ;>.S(J    und   olM). 


k  P(^  i;.  uiul  das  ersetzt  niclit  mein*  vier, 
Aufi;abe    41    und   folgende     s<iwie   Er 


Aufgabe  9a.  Man  bilde  Aufgaben  für  Konstruktionen  nach  dem 
Muster  der  vorhergehenden  Aufgabe  9  mit  einem  bezw.  zwei  gegebenen 
Paaren  von  Pol  und  Polare. 


Aufgabe  10.  Durch  mögliclist 
wenige  Grade  soll  man  den  Pol 
einer  gegebenen  Graden  kon- 
struieren. 


Auflösung".  I)  Wenn  die  Grade 
])  die  Kurve  nicht  trifft  (Figur 
n2aK  wird  man  die  Tangenten  aus 
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Erkl.  352.  Die  iiebensteliende 
AHflüfsuiii;-  bietet  die  verhingte 
Konstruktion  durch  diejenij>en 
Strahlenpaare,  welelie  nach  Fa- 
kläruufi,-  10  und  Kl  von  der  ge- 
rinj^sten  Anzald  von  Figuren- 
elementen abhängig-  sind.  Die 
Konstruktion  1  verwendet  die 
Geraden  3  und  5,  welche  nur 
vom  Punkt  E,  bezw.  4  und  (5, 
welche  nur  vom  Punkt  F  ab- 
hängig sind.  Alle  anderen  Paare, 
welche  aus  den  sechs  Geraden 
1 — 6  der  Figur  112a  gebildet 
werden  können,  enthalten  solche 
Strahlen,  welche  gleichzeitig- 
durch  E  und  F  bedingt  sind. 

Figur   112  b. 


Die  Konstruktion  III  verwendet  zuerst 
•die  Gerade  7  und  S,  oder  die  Geraden- 
paare 3  und  5  bezw.  4  und  (>,  oder 
^ines  der  Paare  7  und  o  bezw.  7  und  4 
bezw.  8  und  o  bezw.  S  und  4,  oder  die 
Geraden  7  und  5  bezw.  7  und  6  bezw.  H 
Tmd  5  bezw.  S  und  6.  Dabei  sind  also 
verwendet  die  beiden  Punkte  X  und  Y, 
oder  nur  E  bezw.  F,  oder  X  mit  E  bezw. 
X  mit  F,  Y  mit  E,  Y  mit  F. 

Für  genaue  Ausführung  der  Zeichnung 
mit  Lineal  wird  in  jedem  Falle  genau 
zu  untersuchen  sein,  was  für  Gerade  aus 
-den     gegebenen    Elementen     der     Kurve 

Sachs,  Projektivische  (neuere)  Geometrie. 


Figrur   112a. 


einem  beliebigen  Punkte  E 
der  Geraden  ziehen  und  deren 
Berührungssehne  3  zum  Schnitt 
l)ringen  mit  der  vierten  harmo- 
nischen Geraden  5  zu  p  und  den 
Tangenten. 

H)  Wenn    die    Gerade    p    die 

Kurve  berührt,  so  ist  der  Be- 

f  rührungspunkt   selber  der  Pol. 

III)  Wenn  die  Gerade  p  die 
Kurve  schneidet,  so  findet 
man    den   Pol    am    einfachsten 

1)  durch  die  Tangenten  x  und 
y  in  den  beiden  Schnittpunkten 
X  und  Y  der  Kurve  mit  der 
Geraden  (Fig.  112  b). 

Man  kann  aber  auch  ziehen, 
wie  unter  I: 

2)  die  Tangenten  aus  einem  be- 
liebigen Punkte  E  der  Geraden,  und 
deren  Berührungssehne  zum  Schnitt 
bringen  mit  der  vierten  harmo- 
nischen Geraden  5  zu  p  und  den 
Tangenten,  oder 

3)  die  Tangenten  aus  einem  be- 
liebigen Punkt  E  der  Geraden,  und 
deren  Berührungssehne  3  zum 
Schnitt  bringen  mit  der  Tangente  7  in 
einemKurveuschnittpunktvonp,oder 

4)  die  Tangenten  aus  einem  be- 
liebigen Punkte  E  der  Geraden,  und 
die  vierte  harmonische  Gerade  5  zu 

m.  Teil.  14 
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konstruiert  werden  kiiunen,  In-zw.  welche 
Elemente  etwa  an  der  ^-rade  vorliej^-enden 
Fiüiir    sclion   irozeielnn't  vorlianden    sind. 


p  und  diesen  Tang-enten  ziiiii  Schnitt 
bring-en  mit  der  Tangente  7  in 
einem    Knrvensohnittpunkt    von    p. 


Aufgabe  11.     Dnrcli  mögliclist  wenige  Gerade  soll  die  Polare  eines 
gegebenen  Punktes  konstruiert  werden. 


Fiirnr   113 


Erkl.  353.  Ebenso  wie  in  Erkl.  ool 
für  Anfliisun.u-  der  Aufu'abe  10  nach  Er- 
kläruuii'  10  und  Kl  die  Zusammen- 
stellung- derjenigen  8trahlen])aare  ge- 
geben wird,  welche  die  einfachste  Kon- 
sti'uktion  ermögliclieii,  so  hat  man  auch 
in  nebenstehender  Anfbisnng  nach  Er- 
klärung 20  und  32  den  Nachweis  zu 
erbringen,  daß  die  Konstruktion  mit  den 
einfachsten  Mitteln  geschieht.  Und 
zwar  sind  die  Ziffern  der  Zahlenpaare 
genau  dieselben,  wie  in  Erklärung  351 
durchgeführt  worden.  Auch  die  Be- 
nn-rkung  der  Erklärung  3ö2  gilt  in 
V(dlem  rmfange  für  die  nel»enstehende 
Auflösung. 

Erkl.  354.  Da  es  für  die  Praxis 
der  Z<Mehnung  an  voi'liegender  Kurve 
ein  bedeutend  einfacheres  Verfahren  bildet, 
die  Kurvenschnitt])unkte  einer  Sekante 
festzustellen,,  als  die  Tangenten  ans  ge- 
gebenem Punkte,  so  wird  mau  für  neben- 
stehende Konstruktion  der  Polare  auch 
•  'her  lieide  Sekanten  e  uml  f  verwenden, 
als  etwa  zur  Konstruktion  des  Poles 
beide  Tangenten])aare  ans  K  und  F. 
Sowohl  durch  einen  äuOeren  als  dureli 
einen  inneren  Puidvt  kann  mau  nändich 
leicht  zwei  Sekanten  legen,  auf  jeder  der- 


Aiiflösiing:.  I)  Wenn  der  Punkt 
innerhalb  der  Kurve  liegt,  so 
wird  man  eine  beliebige  Sekante  e 
durch  ihn  legen,  und  den  Schnitt- 
punkt III  der  beiden  Tangenten  in 
ihren  Kurvenschnitti)unkten  ver- 
binden mit  dem  vierten  harmo- 
nischen Punkte  V  zu  P  und  den 
Kur  Venschnittpunkten  von  e. 

II)  Wenn  der  Punkt  P  auf  der 
Kurve  liegt,  so  ist  die  Tangente 
in  P  seiher  die  Polare. 

III)  Wenn  der  Punkt  P  außer- 
halb der  Kurve  liegt,  so  findet 
nmn  die  Polare  am  einfachsten 

1)  als  Berührungssehne  der 
Kurventangenten,  welche  von  P  an 
die  Kurve  gelegt  werden  (Fig.  113). 

Man  kann  aber  auch  ziehen,  wie 
unter  I 

2)  eine  beliebige  Sekante  e  durch 
P,  die  Tangenten  in  deren  Kurven- 
schnitt])U]dvten,  und  den  Schnitt- 
])unkt  111  der  letzteren  verbinden 
mit  dem  vierten  harmonischen 
Punkte  V  zu  P  und  den  Kurven- 
punkteu  auf  e;  oder 
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scllicu  den  vierten  ]i;irni(>nis(dH'n  l'iinkt 
konstrniei'en  zu  I*  und  ihren  Kurxcn- 
sehnittpuidvten,  und  hat  dann  als  ^'e^- 
l)induug'8g'erade  dieser  beiden  \  ierteii 
harraoniselien  Punkte  die  Polare  des 
Punktes  P.  Lind  i^leielies  <;ilt  von  der 
Konstruktion  aus  drei  S(d\anten  durcdi 
P  mittels  der  l)ia,!i'onalensclinitt])unkte 
zweier  eina-escliriebeneu   Vierecke. 


3)  eine  beliebige  Sekante  e 
(hireli  P,  die  Tangenten  in  deren' 
Knrvenselmittpnnkten,  nnd  den 
Sclmittpnnkt  III  der  letzteren  ver- 
binden mit  dem  Berührung-spnnkt 
VII  der  einen  Knrventang'ente  ans 
P;  oder 

4)  eine  beliebige  Sekante  e  dnreb 
P,  nnd  den  vierten  harmonisclien 
Pnnkt  V  zu  P  nnd  den  Knrven- 
sebnittijnidvten  von  e  verbinden  mit 
dem  Heriilirnngspnnkt  VII  der 
einen  Knrventangente  aus  P. 


Aufg'abe  13.  Es  soll  besonders 
gezeigt  werden,  warum  in  den 
Sätzen  5  und  6  nur  je  drei  Fälle 
«  ß  '/  aufgefülirt  sind,  während  in 
Satz  2  vier  Fälle  ('■  i'i  y  tV  festgestellt 
waren. 

Erkl.  355.  Man  kann  die  Mehr- 
faclilieit  der  durch  verschiedene  Wahl 
von  E,  F,  bezw.  e,  f  bedin.n'ten  Figuren- 
elemente.  Avelche  in  den  Satzteilen  «/>/ 
behandelt  werden,  auch  folgendermaßen 
durchscliauen :  Wenn  man  den  Punkt  E 
festliält  und  F  wechseln  läUt,  so  er- 
zeugen die  durch  Punkt  E  allein  be- 
stimmten Elemente  3  und  5  bezw.  7 
denselben  Pol,  als  die  durch  E  mit  Fj 
oder  die  durch  E  mit  Fj  oder  durch  EmitF;^ 
u.  s.  w.  erzeugten  Figurenteile  der  Tan- 
genten-Vierseite. Mann  könnte  sich  also 
aucli  den  Punkt  E  allein  ganz  weg- 
denken und  denselben  Polpunkt  er- 
zeugen lassen  durch  die  Figurenteile  der 
Tangenten -Vierseite,  welche  von  den 
Punkten  Fj  und  F2  allein,  oder  von  F.,  und 
F:^  allein  oder  von  F,  und  F^  allein  u.s.w. 
bestimmt  sind.  —  Und  ebenso  kann  man  in 
der  Polarenkonstruktion  die  Sekante  e  fest- 
halten und  f  wechseln  lassen:  die  durch  e 
allehi  bestimmten  Elemente  III  und  V 
bezw.  VII  erzeugen  dieselbe  Polare 
als  die  durch  e  mit  f,,  oder  durcli  e  mit 
f.,,  oder  durcli  e  mit  l^  u.  s.  w.  erzeugten 
Fignrenteile  der  Sehnenvierecke.  Man 
könnte    sich    also    auch    die    Sekante    e 


Auflösung-.  Auf  einer  Polare  j) 
liegen  vielerlei  Punkte  E  und  F, 
durch  einen  Pol  gehen  vielerlei 
Strahlen  e  und  f;  imd  jeder  der 
Punkte  E,  F  bezw.  der  Strahlen 
e,  f  liefert  ein  anderes  Figuren- 
element nach  dem  Teil  «  oder  ß  oder 
}'  der  Sätze  5  und  6.  Wenn  also 
die  durch  verschiedene  Punkte 
E,  F,  bezw\  verschiedene  Strahlen 
e,  f  erzeugten  Elemente  stets  ver- 
einigte Lage  besitzen,  d.  h.  als 
Gerade  mit  gemeinsamem  Schnitt- 
punkt bezw.  als  Punkte  auf  ge- 
meinsamer Geraden  erscheinen,  so 
ist  dies  in  besonderem  Satze  aus- 
zusprechen. Solche  Elemente  sind 
aufgezählt  in  den  Satzteilen  «  ß  .y. 
der  Sätze  5  und  6. 

Dagegen  bezieht  sich  der  Satz- 
teil <^  des  Satzes  2  nicht  auf  ein 
Figurenelement,  welches  bei  ver- 
schiedener Wahl  von  E,  F  bezw.  e, 
f  in  verschiedener  Weise  auf- 
tritt, scmdern  auf  zwei  Elemente 
ganz  vereinzelter  Natur,  welche  in 
ihrer  Zweizahl  auftreten  für  schnei- 
dende Gerade  ])  oder  äußeren  Punkt 
P,  aber  mit  der  Wahl  des  Punktes 
E,  F  oder  der  Geraden  e,  f  garnichts 
zu  tun  haben.  Diese  Elemente  des 
Satzteiles  ()  treten  daher  nicht  in 
einer  Mehrzahl  auf,  über  die  irgend 
welche    Angaben    zu    machen    sind, 

14* 
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allein  ganz  fortgelassen  denken  luid 
würde  dieselbe  Polare  p  erhalten  durch 
die  Figurenteile  des  eiiigeschrieltenen 
Vierecks,  welche  von  den  Sekanten  f, 
und  U  allein  oder  von  f.)  und  f;^  allein, 
oder  von  i\  und  fg  allein  u.  s.  w.  Ue- 
stimrat  sind. 


sondern  die  Tangenten  x,  y  ])ezw. 
Berülirungsi)nnkte  X,  Y  sind  ein- 
111  a  1  vorhanden,  nnd  es  sind  keinerlei 
Aussagen  aufzustellen  über  das  ver- 
schiedenartige Auftreten  dieser 
Elemente  x,  X. 


Aufgabe  13.      An    eine    gezeichnet    vorliegende    Kurve    sollen 
aus  gegebenem  Punkte  die  Tangenten  konstruiert  werden. 


Figur   114  a. 


Figur  114  b. 


Erkl.  356.  Schon  zwei  Sekanten 
würden  zu  nebenstehender  Konstruktion 
ausreichen,  wenn  man  das  v<ill ständige 
Viereck  ihrer  Kurvenschnittpunkte  ziehen 
wollte.  Da  aber  von  den  \'erbindungs- 
geraden  sehr  häufig  nur  zwei  ihren 
Schnittpunkt  in  beijuem  zugänglicher 
Lage  (zwischen  den  beiden  Sekanten)  zu 
erhalten  pflegen,  so  nimmt  man  lieber 
den  von  einem  Aveiteren  Sekantenpaare 
gelieferten  inneren  Schnitti)unkt  hinzu, 
als  daß  man  den  vielleicht  weit  seitwärts 
liegenden  Schnittjjunkt  der  anderen  Ver- 
bindungsgeradeu  \(\m  ersten  Paare  ver- 
wendet, Ist  aber  das  zweite  Sekanten- 
paar hinzugenommen,  so  könnte  man 
dann  nicht  nur  zwei,  sondern  drei  innere 
Schnittpunkte  erhalten,  indem  nicht  nur 
ili   und  ci2   oder  (|.,   und  q,;   einen  solchen 


Auflösung.  Da  die  Berührungs- 
jiunkte  der  Tangenten  mit  der 
Kurve  die  Schnittpunkte  der  Polare 
mit  der  Kurve  sind,  so  kennt  man 
die  Richtung  der  Tangenten  wenn 
man  die  Polare  kennt.  Wenn  aber 
die  Kurve  vollständig  ausgezeichnet 
vorliegt,  so  sind  auf  jeder  beliebigen 
Sekante  sofort  die  beiden  Kurven- 
schnittpunkte als  bekannt  anzn- 
nehnien.  Man  gelangt  also  zu 
Punkten  der  Polare  unter  dieser  be- 
sonderen Voraussetzung  am  ein- 
fachsten dadurch,  daß  man  drei 
Sekanten  durch  P  legt,  und 
die  Knrvensclinitt  punkte  je 
zweier  davon  kreuzweise  ver- 
bindet. Die  Kreuzungspunkte  liegen 
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auf  der  Polaren,  und  die  Polare 
liefert  als  Kurvenschnittpnnkte  die 
Berührungspunkte  der  gesuchten 
Tangenten.  Figur  114a  zeigt  dies 
für  Sekanten  durch  eine  Ellipse 
oder  Parabel  oder  durch  je  einen 
und  denselben  Ast  einer  Hyperbel, 
indem  alle  drei  Sekanten  denselben 
Ast  treffen  oder  auch  eine  zweimal 
den  einen  Ast,  die  zwei  andern  je 
zweimal  den  andern  Ast.  Figur 
114  b  dagegen  zeigt  die  Tangenten- 
konstruktion bei  der  Hyperl)el, 
wenn  eine  oder  zwei  der  Sekanten 
beiderlei  Aeste    der  Kurve   treffen. 

Fis-ur  115. 


liefern,  sondern  ebenso  aucli  q^  (j^. 
Wollte  man  in  Figur  114  a,  wo  vier 
Sekanten  q  eingelegt  sind,  alle  verfüg- 
baren Schnittpunkte  der  Verbindungs- 
geraden aufzählen,  so  käme  man  auf  zu- 
sammen 12  Punkte.  Denn  jedes  Paar 
qi2,  qi8'  qi4.  q>3,  q-^i.  qsi  liefert  zwei 
solche  Punkte  auf  der  Polaren  j).  Und 
in  Figur  114b,  wo  drei  Sekanten  (|  v(»r- 
liegen,  sind  es  ncich  immer  sechs  solcher 
Punkte. 

Erkl.  3.57.  Es  köinite  als  Wider- 
spruch erscheinen,  daß  in  der  vorher- 
gehenden Auflösung  11  die  Tangenten 
aus  P  zur  Konstruktion  der  Polaren  zu  P 
und  in  der  nebenstehenden  Auflösung  IH 
umgekehrt  die  Polare  zu  P  zur  Kon- 
struktion der  '^J'angenten  aus  P  verwendet 
wird.  Der  Unterschied  liegt  aber  nur  in 
der  Auffassungsweise  bezw.  in  der  Art 
der  an  der  Zeichnung  vorhandenen 
Figurenteile  oder  der  zur  Bestimmung  der 
Kurve  dienenden  Elemente.  Für  eine 
nur  durch  einzelne  Bestimmungsstücke 
festgelegte  Kurve  ist  die  nebenstehende 
Lösung  durchaus  ungeeignet,  vielmehr 
gilt  dieselbe  ausgesprochener  Maßen  nur 
dann,  wenn  die  Kurve  kontinuierlich 
gezeichnet  vorliegt,  also  gewissermaßen 
unendlich  viele  Elemente  derselben  vor- 
liegen.   —  Der  Fall  einer  kontinuierlich 

gegebenen  Kurve  liegt  besonders  ehifach  bei  einem  mit  Zirkel  ausgezogenen  Kreise 
in  der  Planimetrie.  Dennoch  aber  ist  die  Planimetrie  nicht  imstande,  das  einfache 
Mittel  dieser  linearen  Konstruktion  zu  bieten  (Figur  115),  ohne  ilirerseits  die  An- 
leihe zu  machen  bei  der  pr(»Jektivischen  Geometrie,  daß  nämlich  die  Lehre  von 
Pol  und  Polare  für  die  Kreislinie  selbständig  aufgestellt  und  als  Anwendung  dann 
die  vorliegende  Konstruktion  ermöglicht  wird. 


Aufgabe  14 — 16.  Eine  Kurve  sei 
bestinnnt  (14)  durch  fünf  Tan- 
genten oder  (15)  durch  vier  Tan- 
genten und  den  Berührungspunkt 
auf  einer  derselben  oder  (16)  durch 
zwei  Tangenten  und  die  Be- 
rührungspunkte auf  zweien  der- 
selben. 

Man  soll  den  Pol  einer  beliebig 
gegebenen  Geraden  p  konstruieren. 

ErkL  358.  Wenn  eine  Kurve  bestimmt 
ist    dui-cli    fünf    Elemente,    unter  welchen 


Auflösung.  Bezeichnet  man  durch 
E  und  F  die  Schnittpunkte  der 
Geraden  p  mit  irgend  zweien  der 
gegebenen  Tangenten,  so  kann  man 
nach  Brianchon  durch  E  und  F  die 
jeweilige  zweite  Tangente  an  die 
Kurve  konstruieren.  Dadurch  erhält 
man  einTangentenvierseit  der  Kurve, 
dessen  eine  Nebenseite  p  ist,  und  der 
Schnittpunkt  P  der  beiden  anderen 
Nebenseiten   ist   der    Pol    zu    ]).     — 
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die  rclierz.-ilil  Taii.iicntcii  siii;],  so  kann 
man  nach  dem  Satz  aou  liriaiiclion  so- 
wohl die  zweite  Taiigcute  konstruieren 
durch  einen  auf  einer  gegebenen  Tangente 
iieg<'nden  Punkt,  als  auch  den  Pierührungs- 
punkt     auf     einer    gegclx'nen    Taugente. 

Vgl.  den  Abschnitt  5  im  II.  Teil  dieses  Lehrbuclies.  Die  nel)cnst(dH'ude  Aufl'isuug 
erfordert  also  zwei  solcher  linearen  Konstrnktioiu'u,  und  im  übrigen  mir  Schiu'iduug 
A-(ii'liandener    Geraden    bezw.   \'ei-l>in<lun<i-   \(»rhaudener   Punkte. 


Auch  könnte  man  in  jedem  derPunkte 
E  imdF  die  vierte  luinnoniselieGerade 
zu  ])  und  den  beiden  Tang-enten  kon- 
struieren, und  erhält Pals  denSchnitt- 
l)unkt  derselben. 


Aufgabe  17.     Man  soll  die  vorstehenden  Aufgaben  15,  16  unter  Be- 
nutzung der  Berü]irungsi)unkte  lösen. 


Aufgabe  18  —  20.  Eine  Kurve  sei 
bestimmt  (18)  durch  fünf  Punkte 
oder  (19)  durch  vier  Punkte  und 
die  Tangente  in  einem  derselben 
oder  (20)  durch  drei  Punkte  und 
die  Tangenten  in  zweien  derselben. 

Man  soll  die  Polare  eines  beliebig 
gegebenen  Punktes  P  konstruieren. 

Erkl.  359.  Wenn  eine  Kurve  bestinnnt 
ist  durch  fünf  Elemente,  unter  Avtdchen 
die  t'berzald  Kurvenpuukte  sind,  so 
kann  man  nach  dem  »Satze  von  Paskai 
sowohl  den  zweiten  Kurvenpuukt  kon- 
struieren auf  eiiuu-  durch  einen  gegebenen 
Kurvenijuidst  geliemlen  Sekante,  als  auch 
die  Tangente  in  gegebenem  Kurvenpuukte. 
Vgl.  den  Abschnitt  ö  im  IL  Teil  dieses 
Lehrbuches.  Die  nebenstehende  Aufhisnng 
erfordert  also  zwei  sobdu/r  linearen  K(ni- 
struktionen,  und  im  übrigen  nur  Verbind 
voi'handener  (ieradeii. 


Auflösung.  Bezeichnet  man  durch 
e  und  f  die  Verbindungsgeraden 
des  Punktes  P  mit  irgend  zweien  der 
gegebenen  Knrvenpunkte,  so  kann 
man  nach  Paskai  auf  e  und  f  den 
jeweiligen  zweiten  Schnittpunkt  mit 
der  Kurve  konstruieren.  Dadurch 
erhält  man  ein  eingeschriebenes 
Viereck  der  Kurve,  dessen  eineNeben- 
ecke  P  ist;  und  die  Verbindungs- 
gerade p  der  beiden  anderen  Neben- 
ecken ist  die  Polare  zu  P.  —  Auch 
könnte  man  auf  jeder  der  Sekanten 
e  und  f  den  vierten  harmonischen 
Punkt  konstruieren  zu  P  und  den 
beiden  Kurvenschnitt]iunkten  und 
erhält  [)  als  die  Verbindungsgerade 
derselben. 

ung  vorhamlener  Punkte    bezw.   Schneidung 


Aufgabe  21.     Man  soll  die  vorstehentlen  Aufgaben  19,  20  unter  Be- 
nutzung der  Tangenten  lösen. 


Aufgabe  22.  Man  soll  bei  einer 
durch  die  Stücke  der  Aufgaben  14 
bis  16  bestimmten  Kurve  die  Polare 
eines  beliebig  gegebenen  Punktes 
P  konstruieren. 

Krkl.  360.  Wemi  man  in  der  neben- 
stidienden    ersten   Auflösung   dieser   Auf- 


Auf  lösung.  1)  Man  wählt  durch 
P  zwei  beliebige  Gerade  q  und  r, 
konstruiert  zu  denselben  nach  Auf- 
gabe 14—16  die  Pole  Q  und  R  und 
erhält  die  gesuchte  Polare  p  als 
Verbindungsgerade  QR.    Denn  da  P 
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pibe  diircli  P  eine  ganz  beliebige  Gerade 
q  legt,  so  hat  man  zweimal  eine  neue 
Tangente  zu  legen.  Dies  Verfahren  kann 
vereinfacht  werden,  indem  man  q  (und 
ebenso  nachher  r)  so  legt,  daß  die  Gerade 
schon  durch  einen  der  8  c  h  n  i  1 1  p  n  n  k  t  e  der 
gegebenen  Tangenten  hindurcligelit. 
Dann  braucht  jedesmal  nur  noch  eine 
neue  Tangente  konstruiert  zu  werden,  inid 
die    ganze    Aufgabe    wird    ebenfalls    nur 


der  Sclinitti)niikt  von  q  und  r  ist, 
muß  die  Polare  von  P  durch  Q  und 
R  gellen. 

2)  Man  konstruiert  nach  Brianchon 
zu  den  gegebenen  Bestinnnungs- 
tang-enten  der  Kurve  die  Berührungs- 
punkte der  Kurve  bis  zur  Anzahl  von 
dreien;  dann  kann  man  wie  in  Auf- 
gabe 19  nach  Paskai  die  Polare  des 
Punktes  P  konstruieren. 


zwei    lineare    Konstruktionen     erfordern 

Avie  Aufgabe  14 — IG.  Denn  sowohl  auf  q  als  auf  r  liegen  dann  alsbald  je  zwei 
Schnitipunkte  zweier  Taugenten  für  ein  Tangentenvierseit.  Alle  übrigen  Elemente 
werden  erhalten  als  Schnittpunkte  vorhandener  Geraden  bezw.  Verbindungsgeraden 
A'orhandener  Punkte.  Die  Auflösung  der  Aufgabe  22  ist  also  nicht  wesentlich 
innständlicher  als  jene   der  Aufgaben    14  —  IG. 

Erkl.  361.  Die  zweite  Auflösung  der  Aufgabe  22  ist  desto  einfacher,  je  mehr 
Berührungspunkte  schon  unter  den  gegebenen  Bestimmnngsstücken  vorhanden  sind,  im 
günstigsten  Falle  der  Aufgabe  KI  also  schon  zwei.  Dann  hat  man  noch  eine 
Konstruktion  nach  Brianchon  zur  Auffindung  des  dritten  Berührungspunktes,  dagegen 
für  Aufgabe  lö  zwei  und  für  Aufgabe  14  noch  alle  drei.  Liegen  jetzt  genügend 
ElenuMite  vor,  um  nach  Paskai  weiter  zu  konstruieren,  so  findet  man  die  Polare  zu 
P  durch  zwei  Konstruktionen  nach  Paskai,  wie  in  Aufgabe  20.  Man  sieht  also,  daß 
diese  zweite  Konstruktion  wesentlich  umständlicher  ist  als  die  erste,  denn  auch  im 
günstigsten  Falle  bei  Aufgabe  1(5  bedarf  sie  dreier  Konstruktionen,  für  Aufgalie  15 
vier,  für  14  sogar  fünf,  während  die  erste  Lösung  sich  stets  durch  zwei  Konstruktionen 
erledigen  läßt. 


Aufgabe  23.  Man  soll  bei  einer 
durch  die  Stücke  der  Aufgaben  18 
bis  20  bestimmten  Kurve  zu  einer 
beliebig  gegebenen  Geraden  p  den 
Pol  konstruieren- 

Erkl.  362.  Auch  hier  wird  man  die 
erste  Auflösung  der  Aufgabe  dadurch  ver- 
einfachen, daß  man  die  Punkte  Q  und  K 
nicht  ganz  beliebig  auf  p  wählt,  sondern 
als  Schnittpunkt  von  p  mit  einer  Sekante 
durch  zwei  der  g e  g e  b  e  n  e  n  Kurvenpunkte. 
Dann  braucht  jeweils  nur  auf  einer  neuen 
Sekante  noch  der  zweite  Kurvenpunkt 
konstruiert  zu  werden,  imd  die  Aufgabe 
erfordert  nur  zwei  lineare  Konstruktionen. 
—  Die  zweite  Auflösung  der  Aufgabe 
dagegen  erfordert  analog,  wie  in  Erkl.  3(U 
wurde,  aucli  im  l)esten  Falle  eine  Konstruk 
die  doppelte  Konstruktion  einer  Polaren. 


Auflösung-.  1)  Man  wählt  auf  p 
zwei  beliebige  Punkte  Q  und  R, 
konstruiert  zu  denselben  die  Polaren 
q  und  r  nach  Aufgabe  18 — 20  und 
erhält  den  gesuchten  Pol  Pals  Schnitt- 
punkt von  q  und  r.  Denn  da  Q  und 
R  auf  p  liegen,  so  muss  P  auf  q  und 
auf  r  liegen. 

2)  Man  konstruiert  nach  Paskai 
zu  den  gegebenen  Kurvenpunkten 
die  Tangenten  bis  zur  Anzahl  von 
dreien;  dann  kann  man  wie  in  Auf- 
gabe 16  nach  Brianchon  den  Pol  der 
Geraden  p  bestimmen. 


für  die  dualistiscju'  bezieliung  nachgewiesen 
tion   nudir,   als   dei-   s('lieinl)are  Umweg  über 
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2.  Aufgaben  über  polare  Figuren. 

(Zu  Abschnitt    Id.   c) 


Aufgabe  24.  Zu  beliebig  ge- 
gebenem n-Eek  soll  inbezug  auf  eine 
gegebeneKern-Kurve  die  polare 
Figur  konstruiert  werden. 

Erkl.  363.  Die  nolx'n.stchcnde  Auf- 
lösunjr  jiült  sclbstvcrständlicli  ebenso  für 
die  Anfjrabe:  zu  bclieliifr  gegebenem  n-Seit 
das  inbezug  auf  eine  gegebene  Fundaniental- 
knrve  polare  n-Eek  zu  konstruieren.  Man 
konstruiert  zu  den  n-Seiten  die  Polpunkte 
oder  zu  k  Seiten  die  Pole  und  zu  n — k 
(davon  imabhängigen)  Eckpunkten  die 
Polaren.  Die  so  erhaltenen  pnlarenEleniente 
bilden  dann  das  ixdar  zugeordnete  n-Eck. 
Als  besondere  Vereinfachung  kann  dabei 

der  Umstand  eintreten,  daß  eines  der  gegebenen  Elenu'ute  schon  Kurvenpunkt  bezw. 
Kiirventangente  der  Kernkurve  ist.  Dann  ist  das  polare  Element  sofort  gefunden 
als  Tangente  des  Kui'venpunktes  bezw.  als  Perührungspunkt  der  Kurventangente. 


Auflösung.  Man  konstruiert  zu 
jedem  Eckpunkt  des  gegebenen  n- 
Eeks  die  Polare  und  erliält  als  polare 
Figur  zum  gegebenen  n-Eck  das  aus 
den  n-Polargeraden  gebildete  n-Seit. 
—  Man  kann  aber  auch  allgemein 
zu  n  unabhängigen  Elementen  des 
n-Eeks  die  polaren  Elemente  kon- 
struieren, um  das  polar  zugeordnete 
n-Seit  zu  erhalten,  also  zu  k  Eck- 
I)unkten  die  Polare  und  zu  (n — k)  da- 
von unabhängigen  Geraden  die  Pol- 
])unkte,und  gelangt  zum  gleichenZiel. 


Aufgabe  25.  Zu  einem  einer  ge- 
gebenen Hyperbel  eingeschriebe- 
nen n-Eck  das  polare  n-Seit  zu 
konstruieren. 


Aufgabe  26.  Zu  einem  Tangenten- 
viereck einer  gegebenen  Parabel 
die    polare   Figur    zu   konstruieren. 


Aufgabe  27.  Einem  Kreise  sei 
ein  Sechseck  eingeschrieben;  man 
soll  die  polare  Figur  zeichnen. 

Erkl.  364.  In  Figur  11 7  ist  APCDEF 
daseingeschriebene  Sechseck,  XYZ  ih"ei 
seiner  Nebenecken,  GHIKLM  das 
Tangentensechsseit,  OK,  HL,  IM  dessen 
entsjjrechende       Nebenseiten.  Den 

Punkten  auf  der  (Jeraden  XY  ent- 
sprechen die  Geraden  durch  den  Schnitt- 
])unkt  xtm  GK  nnd  HL;  und  da  unter 
den  Punkten  auf  XY  sicli  auch  der 
Punkt  Z  befindet,  so  niuti  auch  unter 
den  (reraden  dui'cli  P  sich  die  (Jerade 
IM  belinden.  Weil  also  die  drei  Punkte 
XYZ  auf  einer  (JerndcH  liegen,  s(, 
müssen  auch  die  dr<'i  (irraih-n  GK,  HL, 
IM  durch  ciuru  Punkt  gehen,  —  und 
umgekehrt. 

Auflösung.  Da  hier  der  Kreis 
als  Kernkurve  gegeben  ist,  und  das 


Aufgaben  über  i)olare  Figuren. 


217 


polare  Element  eines  Kurven punktes  seine  Tang-ente  ist,  so  ist  die 
verlangte  polare  Figur  das  Sechsseit  derjenigen  Tangenten,  welche  den 
Kreis  in  den  Eckpunkten  des  eingeschriebenen  Sechsecks  berühren.  Dabei 
werden  nicht  nur  die  Ecken  und  Seiten  beider  Figuren  polar  zugeordnet,  son- 
dern auch  die  Diagonalen  bezw.  Nebenseiten  des  Sechsseits  zu  den  Nebenecken 
des  Sechsecks,  also  der  Schnittpunkt  etwelcher  Nebenseiten  des  Sechsseits 
zu  der  Verbindungsgeraden  der  entsprechenden  Nebenecken  des  Sechsecks. 
Man  erhält  so  aus  dem  Satze  von  Paskai  (1640)  den  Satz  von  Brianchon 
in  derselben  Weise,  wie  der  letztere  s.  Z.  ursprünglich  von  Brianchon 
(1806)  aufgestellt  wurde. 


Auf^iibe  28.    Dieselbe  Aufgabe  für  die  Sätze  vom  Fünfeck  und  Fünf- 
seit  durchzuführen. 


Aufgabe  29.  Man  soll  den 
besonderen  Fall  konstruieren, 
daß  der  Punkt  von  Brianchon 
und  die  Gerade  von  Paskai  ver- 
einigte Lage  erhalten. 

Erkl.  366.  Da  die  Sätze  von 
Paskai  ursj)riuiglicli  am  Kreise  auf- 
gefunden wurden,  und  erst  dtu'ch 
Projektion  des  Kreises  aueh  als  Eigen- 
schaften der  Kegelschnitte  festgestellt 
wurden,  so  entspricht  es  der  geschicht- 
lichen Entwicklung,  daß  auch  die 
vorliegende  Figur  am  Kreise  durch- 
geführt wurde.  In  Figur  1 1 7  ist  die  ver- 
langte Besonderheit  durch  Symmetrie- 
beziehungen  hergestellt;  es  ist  nändich 
von  den  in  ludK-nstehendcr  Auflösung  ge- 
nannten drei  Pimkten  der  Tangente  der 
eine  im  unendlichen,  die  andern  beider- 
seits gleichweit  vom  Berührungspunkt  ge- 
wählt. Daher  Mcrden  auch  die  »Seiten  im 
Sechseck  sowie  jene  des  Sechsseits  in  syni- 
metrischer  An(»rdniuig  erseheinen  müssen. 
(Die  zum  unendlich  fernen  Puidvte  Z  polare 
Diagonale  MI  des  Sechsseits  wird  zu  einem 
Kurvendurchmesser.)  —  Die  nebenstehende 
Auflösung  und  ebenso  deren  dualistische 
Übertragung  durch  Auswahl  dreier  be- 
liebigen (ieraden  durch  den  Berührungs- 
punkt P  gelten  aber  selbstverständlich 
nicht  nur  für  den  Kreis,  sondern  auch 
für  jede  andere  Kurve,  sie  sei  Elli[)se, 
Hyi)erbel   oder  Parabel. 


Auflösung.  Man  muß  dafür 
sorgen,  daß  die  Nebenecken  des  ein- 
geschriebenen Sechsecks  auf  einer 
Kurventangente  liegen,  bezw.  daß  die 
Nebenseiten  des  umgeschriebenen 
Sechsseits  durch  einen  Kurvenpunkt 
gehen.  Ist  das  eine  erreicht,  so  folgt 
das  andere  von  selber.  Zum  ersteren 
Zwecke  wählt  man  auf  einer  be- 
liebigen Kurventangente  drei  be- 
liebige Punkte,  legt  durch  den  ersten 
die  erste  Kurvensekante  als  erste 
Sechseckseite,  durch  den  zweiten  die 
zweite,  den  dritten  die  dritte,  dann 
wieder  durch  den  ersten  Punkt  die 
vierte,  durch  den  zweiten  die  fünfte 
Sechseckseite.  Dann  fragt  es  sich, 
ob   der   erste   Eckpunkt   der   ersten 
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und  der  letzte  Ecki)uiikt  der  rüiifteii  Sechseckseite  als  Verbiuduu^sg-erade 
eine  sechste  Seite  liefern,  welche  durch  den  dritten  Punkt  jener  Tangente 
geht.  Nun  bilden  aber  die  sclion  vorhandenen  sechs  Kurveni^unkte  ein 
eingeschriebenes  Sechseck,  folglich  muß  die  sechste  Seite  die  dritte  in 
einem  Punkte  derjenigen  Geraden  schneiden,  welche  den  Schnittpunkt 
der  ersten  und  vierten  mit  dem  Schnittpunkt  der  zweiten  und  fünften 
verbindet.  Demnach  muß  auch  die  Figur  sich  von  selbst  in  der  gewünschten 
Weise  schließen.  Und  beim  ijolaren  Sechsseit  gehen  dann  die  polar  zu- 
geordneten Nebenseiten  durch  den  Polpunkt  der  Tangente,  also  durch 
deren  Kurvenpnnkt. 


Aufgabe  30.  Man  soll  in  anderer 
Weise  als  in  Antwort  23,  4  bezw. 
Erkl.  79  beweisen,  daß  die  polare 
Figur  eines  Kegelschnitts  wieder 
ein  Kegelschnitt  werden  muß. 

Erkl.  366.  h\  der  nebenstelienclcii 
Weise  wh-d  die  Beweisführung  geleistet 
von  Steiner,  und  das  Ergebnis  wird  von  ihm 
juisges])roelien   in   dem   aUgenifinen   Satz: 

Satz.  Wenn  in  einer  Kl»ene  sieh  irgend 
z  w  e  i  K  e  g  e  1  s  t  li  11  i  1 1  f '  befinden ,  so 
liegen  die  den  Tangenten  des  zweiten 
Jnbezug  auf  den  ersten  zugeordneten  Po  1- 
p unkte  in  einem  bestimmten  dritten 
Kegelschnitt,  und  es  berühren  die 
den  Punkten  des  zweiten  zugeordneten 
Polargeraden  einen  und  densellien 
dritten  Kegelselmitt,  und  zwar  der- 
gestalt, daß  jeder  Tangente  und  ihrem 
Berührungspunkte  des  zweiten  Kegel- 
schnitts ein  bestimmter  Punkt  und  dessen 
zugeliörige  Tangente  im  dritten  Kegel- 
selmitt  ents])rieht. 

Erkl.  367.  Unter  den  weitgeiienden 
Anwendungen,  welche  von  der  vorliegenden 
allgemeinen  Beziehung  gemaelit  werden 
können,  miige  hier  ein  Satz  erwähnt 
werden,  welelier  \(>ii  Brianehon  zuerst 
ausgesproelien  wui'de  und  weleher.  ab- 
gescdieii  \-oii  seinem  mit  dem  \(irlier- 
geliemh'u  Satze  geradezu  i<h'iitisclieii  In- 
halt ( da  die  Berülirungsseinieii  und 
Tangentensclmittiiunkte  ])olar  zugeordnet 
sind),  auch  die  Merkwüi-digkeit  aufwei: 
dnalistisclie  Ausdrueksweise  stets  nur  de 
änderten  Auffas,sungsweise  erseheint: 


Auflösung.  1)  Es  ist  eine  durch 
die  Sätze  von  Paskai  und  Brianehon 
festgelegte  Eigenschaft  der  Kegel- 
schnitte, daß  in  jedem  einge- 
schriebenen Sechseck  die  Schnitt- 
punkte der  Gegenseiten  auf  einer 
Geraden  liegen,  bezw\  daß  in  jedem 
umgeschriebenen  Sechsseit  die  Dia- 
gonalen durch  einen  Punkt  gehen. 
Hat  man  nun  eine  Punktreihe, 
für  deren  Punkte  die  erste  Eigen- 
schaft jedesmal  erfüllt  ist,  so  muß 
durch  die  Polarität  ein  Strahlen- 
büschel entstehen,  für  dessen 
Strahlen  die  zweite  Beziehung  jedes- 
mal erfüllt  ist,  —  und  umgekehrt. 
Folglich  kann  eine  Kurve  zweiter 
Ordnung  stets  nur  wieder  einer  Kurve 
zweiter  Klasse  entsprechen  —  und 
umgekehrt.  Da  aber  Kurven  zweiter 
Ordnung  und  Klasse  identisch  sind, 
so  muß  auch  die  Polarfigur  eines 
Kegelschnitts  wieder  ein  Kegel- 
schnitt sein. 

2)  Unter  Berücksichtigung  der 
eben  genannten  Identität  zwischen 
Kurven  zweiter  Ordnung  und  Klasse 
folgt  die  verlangte  Beziehung  außer- 
dem auch  als  ganz  besonderer  Spezial- 
fall aus  dem  in  der  folgenden  Auf- 
gabe 32  abgeleiteten  allgemeinen 
Satze  über  Kurven  n-ter  Klasse 
bezw.  m-ter  Ordnung. 

;t.     ilalJ     auf    \ierfaclie.     je     paarweise 
rseihe    liiliah    des    Sntzes    in    einer    ver- 


Aufgäben  über  polare  Fi.iiiiren. 
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»Satz  «1-  Satz  c-o-  Satz  fj\.  Satz  /j.,- 

Bewcii'iMi  sicli  zwei  veräiulerliclu'Tnninciitcn  Hcwej^eu  sicli  zwei  veränderliche  Kurven- 

cines  Kegelschnitts  so,  punkte   eines  Kegelschnitts  so, 

<lai3  die  Bcrührungs-     daß  ihr  Schnittpnidvt  daß      iiii-c      V('r])in-     daß    die   Kurveutan- 

sehne  ihres  Schnitt-     irgend  einen  zweiten  dungs-Cierade    stets 


punktes  stets  irgend    Kegelschnitt   durch- 
einen zweiten  Kegel-    läuft,  so  l)erührt  ihre 


schnitt  beriUü't,  s(^ 
durchläuft!  hrSciinitt- 
puid<t  einen  hestiniiii- 
ten  dritten  Kegel- 
schnitt. 


Herührungs- Sehne 
stets  einen  bestinuii- 
ten     dritten     Kegel- 
schnitt. 


Tangente  irgend 
eines  zweiten  Kegel- 
schnitts ist,  so  schnei- 


gentenindiesenPunk- 
ten  einander  stets  auf 
irgend  einem  zweiten 
Kegelsclinitt    durch- 


den  die  Tangenten  schneiden,  so  beriUu't 
in  jenen  Kurven-  die  Verbindungs- 
punkten einander  gerade  jener  beiden 
stets  auf  einem  be-  Kurvenpunkte  stets 
stimmten  dritten  einen  l)estimmten 
Ke"'elseiniitt.  dritten  Keii'elschnitt. 


Erkl.  368.  Wird  die  polare  tliertragung  einer  Kurve  erweitert  zur  Betrachtung 
der  Polartigur  zur  (iesamttigur  zweier  Kurven,  so  findet  nmn,  daß  dieser  Gesamt- 
figur wiedei"  die  Gesanitfigar  zweier  Kegelschnitte  entsprechen  muß,  und  zwar  der- 
gestalt, daß  den  gemeinsamen  Tangenten  der  beiden  ersten  die  gemeinsamen  Kurven- 
punkte d(n'  letzteren,  und  umgekehrt  den  gemeinsamen  Schnittpunkten  der  ersteren 
die  gemeinsamen  Tangenten  der  letzteren  entsprechen.  Sind  \ou  den  Elementen 
der  einen  Art  etwa  wegen  der  l)esonderen  Lage  der  Kur\eii  keine  \(U'handen,  so 
können  auch  von  den  entsprechenden  gemeinsamen  I^lementen  kein(^  vorhanden  sein. 
Jedenfalls  erkennt  mau,  daß  die  Behandlung  der  gemeinsamen  Tangenten  zweier 
Kurven  auf  dieselbe  Art  von  Untersuclmng  führt,  wie  die  Beliandlung  der  gemein- 
samen Schnittpunkte  zweier  anderen  Kegelschnitte,  daß  also  jedenfalls  auch  die 
Anzahl  gemeinsamer  Tangenten  und  die  Anzahl  gemeinsamer  Schnittpunkte  zweier 
Kea'elschnitte  sich  in  uenau  u'leichen  Grenzen  l)eweu'en  muß,  nändieh  zwischen  <)  und  4. 


Aufgabe  81. 

nachprüfen. 


Man  soll  das  Ergebnis  der  Erkl.  368  an  zwei  Kreisen 


Aufgabe  32.  Man  soll  die  polare 
Übertragnng  allgemeiner  Knrven 
n-ter  Klasse  bezw.  m-ter  Ordnnng 
in  ihren  Grnndzügen  aufstellen. 

Erkl.  3(59.  Eine  Kurve  kann  mau 
sich  stets  vorstellen  als  Punktreihe  ihrer 
Kurvenpunkte  oder  als  Strahlenbüschel 
ihrer  Tangenten.  Dabei  braucht  al)er  im 
allgemeinen  durchaus  nicht  die  Ordnungs- 
zahl dieser  Punktreihe  die  gleiche  zu 
sein  wie  die  Klassenzahl  dieses  Strahlen- 
büschels. Xur  bei  den  Kegelschnitten, 
und  bei  keinen  Kurven  höheren  Grades, 
gilt  diese  einfache  Beziehung,  daß  Ordnungs- 
zahl und  Klassenzahl  glei(dizeitig  gleich 
zwei  sein  müssen.  Somit  kann  man  alsd 
haben    eine    Kur\c    \'oii   u-ter   Klasse    und 


Auflösung.  Unter  Klassen  zahl 
eines  Strahlenbüschels  allgemeinster 
Art  verstellt  man  die  Höchstzahl  der 
Strahlen  dieses  Büschels,  welche 
durch  einen  Punkt  gehen  können; 
unter  Ordnungszahl  einer  Pnnkt- 
reihe  allgemeinster  Art  versteht  man 
die  Höchstzahl  von  Punkten  dieser 
Punktreihe,  welche  auf  einer  Geraden 
liegen  können.  Wird  also  die  eine 
oder  andere  dieser  beiden  Figuren 
l)olar  übertragen  inbezug  auf  einen 
beliebig  gewählten  Kegelschnitt 
als  Fundamentalkurve,  so  werden 
Punktreihen  zu  Strahlenbüscheln 
und  umgekehrt,  die  durch  einenPunkt 
gehenden    Tangenten    zu    Punkten, 
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in-ter  Ordmiii}.''  ihkI  erliiilt  durcli  deren 
polare  ("bertrafiunfi:  eine  Kurve  vtm  n-ter 
Ordnunir  und  ni-ter  Klasse. 


welche  auf  einer  Geraden  liegren,  und 
die  auf  einer  Geraden  liegenden 
Punkte  werden  zu  Geraden,  welche 
durch  einen  Punkt  gehen.  Man  er- 
liält   also   die   allgemeine   Aussage: 


Satz.  Die  polare  Figur  zu  einer 
Kurve  n-ter  Klasse  ist  eine  Kurve 
n-ter  Ordnung;  die  polare  Figur  zu 
einer  Kurve  m-ter  Ordnung  ist  eine 
Kurve  m-ter  Klasse. 


Erkl.  370.  Für  diesen  vorherfirlienden 
eint'atdisten  Fall  der  Kurven  des  zweiten 
(»rades  liefert  aber  der  nelx-usteliende 
Beweis  noeli  eine  weitere  (irundiaiic  für 
die  Behauptunji'  des  in  Frkl.  .■')(■)('>  aus- 
^esproelienen  Satzes.  Denn  wenn  der  die 
Kur\('  undiiUIende  StrahienltüseJH'l  nur 
In'ielistens  zwei  Stralden  ^-enu'insani  haben 
kann    mit    einem    Sfraldenbüseliel     erster 

Klasse,  s(t  ^«dien  elten  an  die  Kurxc  liiiclisteus  zwei  Tanii'enten  aus  einem  I'unkte, 
sie  ist  v(ui  zweiter  Klasse.  Und  wenn  bei  polarer  Altbildunj;- die  von  den  Kurven- 
punkten der  ]t(il:ireu  Kiu've  gebildete  Punktreilie  mit  einer  Punktveilie  erster  Ordnung 
höchstens  zwei  Punkte  gemeinsam  haben  kann,  so  wird  die  Kurve  von  einer  Geraden 
in  höchstens  zwei  Punkten  geschnitten,   sie  ist  von  zweiter  Ordnung. 


Aufgabe  33.     Man  soll  zwei  beliehige   dualistisch    erzeugte  Figuren 
aus  den  früheren  Untersuchungen  auf  die  Art  ihrer  Dualität  durchprüfen. 


Fi^nr   HS. 


Figur   119. 


Erkl.  371.  Es  liegt  durchaus  keine 
Wahrscheinlichkeit  vor,  daß  zwei  so  will- 
kürlich, wenn  auch  dualistisch  gegen- 
überstehende Figuren,  wie  HS  und  119, 
projektivische  Vei'wandtschaft  besitzen 
sollen.  Denn  wenn  auch  die  Puiikte 
Aj  Bi  Ci  auf  ti  die  Strahlen  ai  bi  Cj  durch 
Si  projektivisch  bezogen  werden  können, 
und  selbstverstäudlieh  dann  auch  die 
Strahlen  a.,  b^  Co  auf  die  Punkte  A.,  B2  C._>, 
so  ist  doch  der  Punkt  P^  ganz  willkür- 
lich hinzugewählt  zu  A^  Bj  Ci  und  p,  zu 
ai  bj  Cj .       Nur    wenn    also     p^     in     der 


Auflösung-,  Als  Beispiel  seien 
gewählt  die  Figuren  118  und  119, 
welche  im  zweiten  Teile  dieses  Lehr- 
buches als  Grundlage  dienten  für 
die  Erzeugung  der  Kurven  aus  zwei 
projektivisch  verwandten  Punkt- 
reihen ti  to  in  Fig.  118  bezw.  Strahlen- 
büscheln Si  S2  in  Figur  119.  Es 
ents])richt  also  der  Geraden  ti  in 
Fig.  118  der  Punkt  S,  in  Fig.  119, 
ebenso  U  und  So,  die  Punkte  Ai,^ 
i^i,2  Ci,2  Pi,2  auf  ti,-..   den   Strahlen 


Aufgaben  über  polaro  Figuron. 
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Weise  zu  a^bi  Cj^liinziigenomnieinvürde^daß 
er  der  projektivisch  entsprechende 
Strahl  würde  zur  Punktgruppe  A^  Bi  Ci  Pi, 
dann  wäre  aucli  ao  bo  Co  p2  A  A3  By  C2  ^i 
u.  s.  w.  Dann  wäre  aber  immer  noch  die 
Wahl  der  Si  8.,  in  Figur  118  und  t,  t,,  in 
Figur  119  zu  vielen  Willkiirliehkeiten  unter- 
worfen, als  daß  bei  willkürlicher  Aus- 
wahl projektivische  Verwandtschaft  der 
beiden  Figuren  zu  erwarten  wäre. 

Erkl.  372.  Immerhin  zeigen  die  Figuren 
118  und  119  eine  so  weitgehende  Über- 
einstimmung in  der  Lage  ihrer  Elemente, 
daß  man  dieselben  auch  wohl  als  Muster- 
beispiele für  projektivisch  verwandte 
Figuren  ansehen  könnte.  Denn  nicht  nur 
die  Punktgruppen  BACP  auf  tj  und  t> 
liegen  mit  den  Strahleiigruppen  b  a  c  p 
durch  Sj'  und  So  in  gleichei-  Reihenfolge, 
sondern  auch  für  andere  Elementengruppen 
beider  Figuren  stimmt  das  sogenannte 
Kriterium  der  Keihenfolge  ganz  befriedigend 

überein.  So  hat  man  als  Strahlen  durch  Punkt  Pq  in  Figur 
geraden  nach  dem  Trägerschnittpunkt  1%.  nach  P.,,  ('2,  A2,  S, 
punkt  (bc),  und  in  genau  gleiclier  Keihenfolge  in  Figur  111»  die  Schnittpunkte  des 
Strahles  po  mit  der  Verbindungsgeraden  der  Scheitel  e2,  mit  p2,  C2,  ao,  tj,  bo,  mit 
der  Verbindungsgeraden  B('.  Gleiche  Übereinstimmung  ergeben  auch  Strahlen  durch 
Pi  bezw.  Po  der  Figur  118  mit  den  entsprechenden  Punkten  auf  Pi  bezw.  p2  in 
Fiffur   119.' 


Hl, 2  ^^1,2  c'1,2  Pi,-'  durch  Si,o,  und  alle 
weiteren  Figurenteile  sind  die  Er- 
zeugnisse dieser  Elemente,  also  die 
Klassenkurve  der  Figur  118  und 
die  Ordnungskurve  der  Figur  119 
stehen  einander  in  allen  Teilen 
dualistisch  gegenüber.  Aber  es  ist 
nicht  durchgeführt,  daß  etwa  die 
Strahlengruppe  pi  bi  ai  Ci  durch 
Scheitel  Sj  der  Fig.  119  projektivisch 
verwandt  wäre  zur  Punktgruppe 
Pi  Bi  Ai  Ci  auf  Träger  ti  der  Fig.  118, 
oder  daß  etwa  die  Punktgruppe  Ai 
So  Sj  Ao  der  Figur  118  projektivisch 
wäre  zur  Strahlengruppe  ai  ti  to  ag 
derFigurll9.  Man  hat  also  in  diesen 
Figuren  zwar  dualistisch  ent- 
sprechende, aber  nicht  einmal 
projektivisch  verwandte  Gebilde,  ge- 
schweige denn  ])olar  zugeordnete 
Figuren. 


1 1 8   die  Verbindungs- 
P)o,  nach  dem  Schnitt- 


Aufgabe  34.  Man  soll  zwei 
dualistisch  entsprechende  Figuren 
so  herstellen,  daß  dieselben  auch 
projektivischeVerwand  tschaft 
besitzen. 

Erkl.  373.  Die  fünf  Punkte  AP.CDP 
in  Figur  120  bilden  ein  Fünfeck,  die  fünf 


Auflösung.  Vier  Punkte  ABCD 
eines  Vierecks  (Figur  120)  kann  man 
beliebig  zuordnen  zu  vier  Geraden 
abcd  eines  Vierseits  (Figur  121). 
Um  dann  zu  einem  weiteren  Punkte 
P  (Figur  120)  die  projektivisch  ent- 
sprechende   Gerade   (Figur  121)   zu 


Fi-ur   121. 
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(ieradcu  altcdp  in  Fi.uur  121  ein  Fiinf- 
seit.  l'nd  die  dualistisclic  (iejicnilhcr- 
stellung-  beider  Figiii-cu  liefert  dieseUien 
Ergebnisse  wie  die  Betraclitnng  des  Fünt- 
ecks  und  Fiinfseits  etwa  in  Figur  42  und 
43  oder  Figur  44  und  45  des  ersten  Teiles 
dieses  Lehrbuches.  Während  aber  d(trt 
die  fünf  Flcmente  jedesmal  vollkommen 
willkürlich  gewählt  waren,  sind  jetzt  nur 
vier  Fleniente.  beiderseits  willkürlich, 
das  fünfte  nur  noch  in  der  einen  von 
beiden  Figuren.  —  In  der  Sprache  der 
analytischen  Cleometrie,  wo  jeder  Punkt 
zwei  unabhängige  Koordinaten  hat  und 
ebenso  jede  (ierade  zwei  willkürliche 
Konstanten  (vgl.  Erkl.  85),  hätte  man  von 
Figur  12()  zu  Figur  121  eine  Trans- 
formation mit  acht  willkürlichen  Kon- 
stanten, l'nd  diese  Anzahl  bleibt  dieselbe 
bei  Erweiterung  der  beiden  Figuren  zum 
Fünfeck,  Sechseck  u.s.w.  bezw,  zum  Fünf- 
seit,  Sechsseit  u.  s.  w. .  während  diese 
Konstantenzalil  bei  der  allgemeinen  Aus- 
wahl der  beiderseitigen  Elenu'ute  sich 
unbeii'renzt  steiiiern   müßt(\ 


erhalten,  verbindet  man  in  Fig-.  120 
P  mit  zwei  von  den  vier  vorhandenen 
Pnnkten,  etwa  mit  A  nnd  B,  Und 
beachtet    die  Strahlengru{)i)en   ABy 

AC,  AD,  AP  und  BA,  BC,  BD<  BP. 
Konstruiert  man  dann  auf  den  Ger 
raden  a  und  b  der  Fig-ur  121  einen 
vierten  Punkt  so,  daß  die  Punkt»^ 
g-rupjie  f^ab)  (ac)  (ad)  (ai))  projektivisch 
wird   zur   Strahleng-ruppe   AB,.  AG,- 

AD,  AP,  und  die  Punktg-rni)pe  (ba) 
(bc)  (bd)  (bi>)  projektivisch  zur 
Straldengn-uppe   BA,   BC,   BD,  BP, 

—  so  wird  auch  die  Verbindungs- 
gerade p  der  Figur  121  projektivisch 
verwandt  zum  Punkte  P  der  Figurl20. 

—  und  in  gleicherweise  müßte  jeder 
weitere  Punkt  oder  jede  weitere  Ge- 
rade beider  Figuren  an  die  vor- 
handenen Elemente  angeschlossen 
werden.  :- 


Aufi^abe  35.     Man   soll   dieselbe  Aufgabe  für   die  Figuren  118  und 
119  durchführen. 


Aufgabe  156.  Es  sollen  z\vei 
dualistische  Figuren  in  der  Beziehung 
hergestellt  werden,  daß  sie  als  polare 
Figuren  zu  einer  Kurve  erscheinen 
müssen. 

Erkl.  ,'J74.  Während  man  in  Auf- 
gabe 34  bezw.  '.')f)  stets  vier  Elementen 
der  einen  Figur  vier  willkürliche  Elemente 
der  anderen  Figur  zuordnen  durfte,  kami 
hier  die  Anzahl  der  willkürlichen  Elemente 
nicht  griißer  sein,  als  die  Anzahl  der 
Hestimmungsstücke  einer  Kurve.  Denn 
durch  Festlegung  der  Kurve  ist  ja  auch 
dicM'indeutige  Beziehung  unter  allenPunkten 
und  (ieradcn  der  Ebene  festgelegt.  h\ 
der  Ausdrucksweise  der  analytischen 
(Jeometrie  ersclieint  diese  Reduktion  der 
willkürlichen  Elemente  a's  f'berfiihrung 
der  Transformation  mit  S  willkürlichen 
Konstanten  in  eine  solche  mit  bloß  5  willküi'- 
liclien  Konstanten,  nändich  ebenso  vielen, 


Auflösung.  1)  Ist  die  Kurve  als 
vollständig  gegeben  anzunehmen, 
so  hat  man  dieselbe  Aufgabe  wie  in 
Aufgabe  24  zu  lösen  durch  Kon- 
struktion des  poLaren  Elements  zu 
jedem  einzelnen  Figurenteil. 

II)  Ist  die  Kurve  nicht  kon- 
tinuierlich gegeben,  sondern  nur 
durch  fünf  Elemente  bestimmt  von 
der  Art  TTTTT,  TTT(TP),  T(TP)(TP), 
(TP)(TP)P,  (TP)PPP,  PPPPP,  so  wird 
dieselbe  Auflösung  ermöglicht  durch 
die  Aufgaben  14  bis  16  bezw.  18  bis 
20  in  einfacher  Anwendung  oder 
durch  zweimalige  Anwendung  der- 
selben Konstruktion  nach  Aufgabe  22 
bezw.  23. 

III)  Liegt  eine  gegebene  oder  be- 
stimmte Kurve  überhaujjt  nicht  vor, 
so  ist  die  allgemeinste  Lösung  der 
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als  zur  liestimmung-  eint'r  Kurve  zweiten 
Grades  notwendig  sind.  ^lan  kann  also 
nicht  mehr  zu  vier  Elementen  vier  andere 
willkürlich  zuordnen,  auHi  nicht  zu  dreien 
drei  willkürliche.  Sondern  man  dürfte  nur 
zu  zwei  heliebigen  Punkten  zwei  beliebige 
Geraden  zuordnen,  und  schon  die  einem 
dritten  Ixdiebigen  Punkte  zuzuordnende 
Gerade  müßte  durch  besondere  Kon- 
struktion festgestellt  werden.  Diese  ali- 
gemeinste Art  der  Liisung  kann  aber  erst 
mit  den  Mitteln  des  dritten  Abschnitts 
dieses  Buches  über  inv(dutorische  Be- 
ziehungen  gelöst  werden. 

Ei'kl.  375.  Begnügt  man  sich  aber 
mit  der  Auflösung  im  l)esonderen  Fall,  so 
hat  man  in  den  nebenstehenden  Fallen 
a)  und  b)  gerade  den  ersten  und  letzten 
Fall  der  zweiten  Anfhisung  wiedcn-- 
zuerkennen.  Auch  die  vier  Zwischenfalle 
können  natürlich  in  Anwendung-  gebracht 
werden,  indem  man  c)  zu  vier  Punkten 
ABCD  der  einen  Figur  zuordnet  eine 
durch  A  gehende  willkürlich  gewählte 
Gerade  a  und  zu  B('l)  diejenigen  dr<M 
Geraden,  welche  die  durch  (Aa)  BCD 
bestimmte  Kurve  in  den  Punkten  B,  (', 
D  berühren,  indem  man  dieselben  nach 
Paskai  konstruiert.  Oder  man  wählt  d)  zu 
drei  Punkten  ABC  der  einen  Figur  zwei 
willkürliche  Geraden  durch  A  15  als  a  und 
b  und  konstruiert  c  nach  Paskai  als  Tangente 
in  C  an  die  durch  (Aa)(Bb)C  bestimmte 
Kurve.  Oder  mau  wählt  e)  zu  drei  Ge- 
raden abc  erst  zwei  beliebige  auf  den  Geraden  a  und  b  liegende  Punkte  als  AB  und 
konstruiert  ('  nach  Brianchon  als  Berührungspunkt  auf  c  an  der  durch  (Aa)(Bb)c 
bestinuuten  Kurve.  Oder  endlich  f)  man  wählt  zu  vier  Geraden  abcd  einen  will- 
kürlich auf  a  liegenden  Punkt  A  und  konstruiert  als  entsprechende  Puidvte  zu  bcd 
die  nach  Brianchon  zu  k<nistruieren(len  Berührungspunkte  der  durch  (Aa)bcd  bestimmten 
Kurve.  Auch  hier  folgt  die  Fortsetzung  durch  Zeichnung  weiterer  zugeordneter 
Elemente  nach  Aufgabe   34   oder   Lösunu'  II. 


Aufgabe  nicht  ohne  Verwendung  der 
involutorischen  Eigenschaften  der 
polaren  Figuren  möglich.  Man 
kann  aber  die  Aufgabe  zurückführen 
auf  die  vorhergehende  Lösung  II 
dieser  Aufgabe,  indem  man  nicht 
von  beliebig  gegebenen  Elementen 
beider  Figuren  ausgeht,  sondern 
von  bestimmt  ausgewählten.  Da 
nämlich  Kurvenpunkt  und  Tangente 
stets  polar  zugeordnet  sind,  so  kann 
man  entweder  a)  fünf  Punkte 
ABCDE  der  einen  Figur  willkürlich 
auswählen  und  als  deren  zugeordnete 
Geraden  der  zweiten  Figur  die  fünf 
Geraden  nehmen,  welche  die  durcli 
die  Punkte  ABCDE  l)estimmte  Kurve 
in  diesen  selben  fünf  Punkten  be- 
rühren, denn  diese  können  nach 
Paskai  konstruiert  werden.  Oder  man 
wählt  b)  fünf  Gerade  abcde  der 
einen  Figur  willkürlich  und  bestimmt 
als  deren  zugeordnete  Punkte  der 
zweiten  Figur  die  fünf  Punkte, 
in  welchen  die  durch  die  Tangenten 
abcde  bestimmte  Kurve  diese  Tan-^ 
genten  berührt,  indem  letztere  nach 
Brianchon  konstruiert  werden.  Von 
den  so  vorliandenen  fünf  Figuren- 
eleinenten  wird  dann  in  gleicher 
Weise  weiter  konstruiert,  wie  in  Auf- 
gabe 34  oder  wie  in  der  vorher- 
gehenden Lösung  II  dieser  Aufgabe. 


3.   Aufgaben  über  das  Polardreieck. 

(Zu  Abschnitt   If.) 

Aufj?abe  37.     Man    soll     die    Lage    eines    Polardreiecks    an    der 
Hyperbel  aufsuchen. 
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Figur   122. 


Ei'kl.  376.  Audi  an  Figur  122  er- 
geben sicli  dieselben  Bezieliunjien,  welche 
in  Erkl.  Od  für  Figur  19  durcligefülirt 
wurden:  Sechs  Gerade  durch  den  inneren 
Punkt  P,  je  acht  Gerade  durch  Q  und  R. 
Von  letzteren  fehlt  in  Figur  122  nur  die 
Gerade  v  du  cli  Q,  welche  je  nach  Lage  von 
(|  den  einen  oder  andern  Ast  der  Hyperl)el 
zu  treffen  hat.  Denkt  man  sich  den 
zweiten  Kurvensciniittpunkt  von  q  reclits 
oben,  so  geht  auch  v  von  Q  nacli  rechts 
ol)en,  denkt  man  sich  den  Punkt  links 
unten,  so  läuft  auch  v  nacli  links  unten 
—  beidemale  zwisclien  b  und  QB.  Auf 
der  nicht  schneidenden  Geraden  j)  ru'gen 
seclis  Schnitt])unkte,  auf  den  schneidenden 
(Jeraden  (|,  r  liegen  je  acht  besondere 
Punkte.  Zudem  hat  man  auch  Avieder 
die  Tatsache,  daß  die  vierten  harmo- 
nischen (Jeradeu  durch  die  Ecken  des 
Polardreiecks,  die  dünn  ausgezogenen 
Linien  PE,  PF,  (^)I5,  (^D,  PA,  PC  zu  je 
dreien  durch  einen  Punkt  gehen,  und 
daß  deren  Pole,  die  vierten  harmo- 
nischen Punkte  auf  den  Seiten  des  Polar- 
dreiecks, die  Schnittpunkte  (pe),  (i)f), 
(qb),  (qd),  (ra),  (rc)  zu  je  dreien  auf 
einer  Graden  liei;-en. 


Aiiflösiiiig.  Da  nach  Antwort 
der  Frage  37  von  den  drei  Eck- 
punkten des  Polardreiecks  stets  nur 
ein  einziger  innerhalb  der  Kurve 
liegen  muß,  so  hat  man  an  der 
Hyperbel  nur  die  Lage  der  durch 
diesen  inneren  Punkt  P  gehenden 
Sekanten  e,  f  zu  unterscheiden. 
Wie  aus  Figur  110  hervorgeht, 
können  dieselben  entweder  den  den 
Punkt  P  umschließenden  Ast  zwei- 
mal schneiden,  und  dann  bleibt 
der  andere  Kurvenast  ganz  außer 
Verwendung,  sodaß  die  entstehende 
Figur  von  Figur  19  sich  nicht 
wesentlich  unterscheidet.  Dagegen 
treten  beide  Aeste  in  die  Behand- 
lung ein,  wenn  von  den  Sekanten 
e  und  f  die  eine  oder  andere  oder  beide 
die  beiden  Kurvenäste  schneidet. 
Das  ist  schon  in  Figur  110a  der 
Fall,  wo  das  Polardreieck  Pill 
entsteht.  Letzterer  Umstand  ist 
auch  in  Figur  110b  und  Figur  122 
durchgeführt  in  derselben  Aus- 
führung, wie  Figur  19.  Man  kann 
aucli    von    einer   Seite    des   Polar- 
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Efkl.  377.  In  gleicher  Weise,  wie 
in  voriger  Erklärung  die  Erörterungen 
der  Erkl.  96  auf  die  Figur  122  über- 
tragen sind,  lassen  sich  auch  alle  Aus- 
führungen der  Antworten  29,  30,  31, 
sowie  der  Erklärungen  96  bis  112  auf 
die  Figur  122  übertragen.  Es  bleibt 
dem  Studierenden  überlassen,  die  Einzel- 
heiten an  Figur  122  alle  durchzuführen. 
Dahin  gehört  auch  die  Vereinfachung  der 
Figur  122  nach  dem  Vorgang,  welcher 
aus  Figur  19  zu  Figur  20  geführt  hatte 
und  eine  besondere  Art  der  Polardreiecke 
in  zweifacher  Weise  lieferte. 

Erkl.  378.  Daß  auch  unendlich  ferne 
Punkte  der  Ebene  als  Eckpunkte  eines 
Polardreiecks  auftreten  können,  bezw. 
auch  die  unendlichferne  Gerade  als 
Seite  eines  Polardreiecks  erscheinen  kann, 
wird  besonderer  Erörterung  unterzogen 
in  dem  von  Durchmesser  und  Mittelpunkt 
der  Kurve  handelnden  Absclmitte  dieses 
Buches. 


dreiecks  ausgelieud  nach  Figur  109 
je  zwei  der  dort  bezeiclmeten  Punkte 
E  F  als  Ausgangspunkte  der  Tan- 
genten des  umgeschriebenen  Vier- 
seits  auswählen.  Jedoch  erzeugen 
die  vielerlei  Vierecksarten,  welche 
nach  jener  Figur  entstehen  können, 
auch  keine  verschiedenen  Arten 
von  Polardreiecken,  als  die  eben- 
genannte einfache  Unterscheidung: 
Von  den  drei  Seiten  des  Polar- 
dreiecks kann  die  eine  die  Kurve 
gar  nicht  treffen,  die  anderen 
müssen  die  Kurve  schneiden,  und 
zwar  entweder  den  einen  Ast  allein 
oder  beide  Aeste. 

Das  Polardreieck  PQR  bezw.  pqr 
ist  das  Dreieck  der  Nebenecken 
des  vollständigen  Sehnenvierecks 
mit  Seiten  abcdef  oder  das  Drei- 
seit  der  Nebenseiten  des  vollstän- 
digen Tangentenvierseits  mit  Ecken 
ABCDEF. 


Aufgabe  38. 

behandeln. 


Man  soll  Fig.  122  in  Uebereinstimmung  mit   Fig.  20 


Aufgabe  39.  Es  soll  aus  den 
Figuren  12  bis  15  abgeleitet  werden, 
welche  Lagen  das  Polardreieck  bei 
Festhaltung  einer  Ecke  annehmen 
kann. 

Erkl.  379.  In  Fig.  12  S.  32  sind 
nicht  mehr  Polardi'eiecke  vorhanden,  als 
die  drei  nebenstehend  aufgezählten  BPQ, 
RPA,  DPPt,  in  Fig.  13  S.  33  sind  im 
ganzen  vier  Polardreiecke  vorhanden, 
nämlich  außer  den  zur  Strecke  zusammen- 
geschrumpften Tangenten  PX  und  PY  die 
vier  Poiardreiecke  DPK,  CPL,  APR, 
BPQ.  In  Fig.  14  S.  37  sind  außer  den 
unendlich  schmalen  PX  und  PY  nur  die 
zwei  Polardreiecke  B2PV2,  A.2PU2  wirk- 
lich ausgezeichnet",  nur  angedeutet  finden 
sich  noch  die  zwei  weiteren  K^  P  Z2 
und  C2PW2-,  zu  den  Strahlen  PVB  und 
PUA  dieser  Figur  sind  die  Pole  nicht 
besonders  festgelegt.     In  Fig.   15   S.   39 

Sachs,  Projektivische  (neuere)  Geometrie. 


Auflösung.  In  den  Figuren  12 
bis  15  (S.  S.  31,  52,  60)  ist  jeweils 
P  der  Pol  der  Geraden  p,  und  die 
durch  P  laufenden  Geraden  a,  b,  c 
u.  s.  w.  die  Polaren  der  mit  A2  B2  C2 
u.  s.  w.  bezeichneten  Punkte  auf  p. 
Demnach  muß  auch  wieder  die  Ver- 
bindungsgerade PAo,  PBo,  PC2 
u.  s.w.  die  Polare  des  Schnittpunktes 
(pa),  (pb),  (pc)  sein,  und  folglich  ist 
jedes  der  Dreiecke  mit  Seiten  p,  a 
und  Ecken  P,A2,  Seiten  p,  b.  Ecken 
P,  B2  u.  s.  w.  in  Fig.  12  bis  15  ein 
Polardreieck. 

In  Figur  13  (und  14),  wo  der 
Eckpunkt  P  außerhalb  der  Kurve 
liegt,  sieht  man,  daß  die  beiden 
Seiten  der  Ecke  P  bei  Veränderung 
einer  einzelnen  sich  in  entgegen- 
gesetzten Um  lauf  s-Richtung6n 
bewegen,  nämlich  beide  auseinander 

15 
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sind  ausgezeichnet  die  zwei  Polardreiecke 
V2PB2  A2PÜ27  aiif;edeutet  nochW^PCa, 
während  die  Ecke  Ko  des  Dreiecks 
Z2PK2  weit  links  außerhalb  der  Zeich- 
nung zu  liegen  hätte. 

Ei'kl.  380.  Wenn  in  Fig.  12  die 
Ecke  B  oder  K  nnendlicli  weit  weg- 
rückt, so  entspricht  als  dritter  Eck- 
punkt ein  zwischen  D  und  Q  liegender 
l'nnkt,  dessen  Sekante  nach  P  in  ihren 
Kurvenschnittpunkten  zwei  mit  p  parallel- 
laufende Tangenten  liefert.  Wenn  in 
Figur  13  der  Punkt  D  nach  links  oder 
A  nach  rechts  unendlich  weit  fortrückt, 
so  entspricht  als  dritter  Eckpunkt  ein 
Punkt  zwischen  K  und  R.  Und  wie  der 
zweite  Abschnitt  dieses  Lehrbuches  zeigt, 
ist  dieser  Punkt  der  Mittelpunkt  von 
XY,  sein  Strahl  nach  P  ebenso  wie  die 
zuletzt  gefundene  Sekante  der  Fig.  12  ein 
Durchmesser  der  Kurve.  Wenn  aber 
ein  Polardreieck  zum  Parallelstreifen  aus- 
artet,   so  ist  seine  dritte  Seite    stets    ein 

Kurvendurchmesser.  Und  der  Winkelwert  des  Dreiecks  bei  Spitze  P  geht  bei 
Figur  12  vom  Maximum  nie  unter  einen  gewissen  Grenzwert  herunter,  während 
derselbe  bei  Figur  13  vom  Maximum  bis  zum  Wert  0  heruntergehen  kann. 


oder  beide  zu  einander  hin  gegen 
die  Tangenten  x  bezw.  y  von  P 
an  die  Kurve.  Es  wäre  also  die 
Tangentenstreeke  PX  oder  PY  als 
ein  unendlich  schmal  zusammen- 
geschrunii)ftes  Polardreieck  anzu- 
sehen. Und  andere  Dreiecke  sind 
dann  in  Figur  13  PCL,  PDK, 
PBQ,  PAR.  Je  weiter  hinaus  die 
Ecke  A  bezw.  D  rückt,  desto  w^eiter 
nach  innen  kommt  der  entsprechende 
dritte  Eck])unkt. 

In  Fig.  12  (und  15),  w^o  der  Eck- 
punkt P  innerhalb  der  Kurve  liegt, 
bewegen  sich  die  Seiten  der  Ecke  P 
bei  Veränderung  einer  einzelnen  in 
gleicher  Umlaufsrichtung,  also 
beide  mit  oder  beide  gegen  den 
Uhrzeiger.  Die  Dreiecke  in  Fig.  12 
wären  nämlich  BPQ,  RPA,  DPK 
u.  s.  w. 


Aufgabe  4:0.  Man  soll  beliebige 
mit  einem  Polardreieck  kolli- 
neare Sehnen-  bezw.  Tangenten- 
Dreiecke  untersuchen. 

Erkl.  381.  Li  Figur  12;}  ist  nut  I 
sowohl  der  Beridirungspunkt  der  Tan- 
gente AC  als  der  zweite  Kurvenschnitt- 
punkt der  Sekante  KP  bezeichnet,  und 
ebenso  mit  H  sowohl  der  Berülirungspunkt 
der  Tangente  B(\  als  auch  der  zweite 
Kurvenschnittpunkt  der  Sekante  KQ.  Daß 
beiderlei  Punkte  wirklich  zusaniineufallen 
müssen,  kann  durch  folgende  einfache 
Ucberlegung  erkannt  werden.  Punkt  A 
liegt  auf  k  und  p,  folglich  geht  seine  Polare 
durch  K  und  P.  Die  Kurvensdnüttpunkte 
dieser  Polare  sind  aber  die  Berührungs- 
punkte der  von  A  an  die  Kurve  gelegten 
Tangenten,  folglich  trifft  die  (Jerade  KP 
die  Kurve  im  Berührungspunkt  der  von  A 
an  die  Kurve  gelegten  Tangenten.  —  Und 
in  umgekehrter  Durchführung  erhält  man 


Auflösung.  I)  Wählt  man  eine 
beliebige  Tangente  k  einer  Kurve 
und  bringt  sie  zum  Schnitt  mit 
den  drei  Seiten  pqr  eines  Polar- 
dreiecks, so  hat  man  sowohl  im  ersten 
Schnitti)unkte  A  als  auch  im  zweiten 
Schnittpunkte  B  noch  eine  zweite 
Tangente  an  die  Kurve.  Und  da  P 
der  Pol  der  Geraden  p  =  AR  ist,  so 
muß  nach  Satz  2/^  die  Gerade  AP 
die  vierte  harmonische  Gerade  sein 
zu  diesen  zwei  Tangenten  und  p,  oder 
die  zweite  Tangente  AI  muß  auf  r 
den  vierten  harmonischen  Punkt 
ausschneiden  zu  den  Schnittpunkten 
von  AR,  AP  und  AK,  oder  zu  Q,  P 
und  L.  Ebenso  wird  im  Punkte  B 
die  Gerade  BQ  nacli  dem  Pol  von  q 
die  vierte  harmonische  Gerade  zu  q 
und  den  beiden  Tangenten  aus  B  an 
die  Kurve,  oder  die  zweite  Tangente 
aus  B  muß  auf  r  den  vierten  har- 
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am  anderen  Beispiel:  C4erade  b  i;-eht  durch 
K  lind  Q,  folg-lich  liegt  ihr  Pol  im  Schnitt- 
punkt von  k  und  q.  Die  Tangenten  dieses 
Poles  haben  aber  als  Berührungssehne  die 
Polare,  also  muß  die  von  B  an  die  Kurve 
gezogene  Tangente  im  Kurvenschnittpunkt 
von  b   berühren. 

Erkl.  382.  Statt  vom  Punkte  K  bezw. 
Tangente  k  auszugehen  und  das  Zu- 
sammentreffen von  C  mit  r  bezw.  von  c 
mit  R  zu  beweisen,  hätte  man  auch  von 
Punkt  H  bezw.  Tangente  h  oder  von  Punkt 
I  bezw.  Tangente  i  ausgehen  können.  Wie 
in  nebenstehender  Untersuchung  C  als 
vierter  harmonischer  Punkt  zu  PQL  ent- 
steht, so  erhält  man  im  zweiten  Falle  A 
als  vierten  harmonischen  Punkt  auf  p  zu 
Q,  R  und  (hp),  im  dritten  Falle  B  als 
vierten  harmonischen  Punkt  auf  q  zu  P, 
R  und  (iq).  Oder  wie  in  nebenstehender 
Untersuchung  c  als  vierter  harmonischer 
Strahl  zu  p,  q  und  RK  entsteht,  so  erhält 
man  im  zweiten  Falle  a  als  vierten  har- 
monischen Strahl  durch  P  zu  q,  r  und  PH, 
im  dritten  Falle  b  als  vierten  harmonischen 
Strahl  durch  Q  zu  q,  r  und  QI.  —  Der 
Punkt  K  oder  I  oder  H  ist  einzeln  genommen 
jeweils  völlig  beliebig,  soJ.  ß  keineswegs 
RK  durch  C  oder  HI  di-rch  '^  geht.  Nur 
in  dem  in  Figur  20  Ijehandelteii  Einzel- 
falle würde  solche  Besonderheit  hinzu- 
kommen. 

Erkl.  383.  Als  Folgerung  aus  dem 
ersten  und  zweiten  Teil  der  nebenstehenden 


monischen  Punkt  ausschneiden  zu  den 
Schnittpunkten  von  BR,  BQ  und  BK, 
also  wieder  zu  P,  Q  und  L.  Dem- 
nach muß  die  Tangente  BH  und  die 
Tangente  AI  durch  denselben 
Punkt  C  auf  r  hindurchgehen,  d.  h. 
die  drei  Ecken  des  Tangentendrei- 
ecks ABC  liegen  auf  den  drei 
Seiten  des  Polardreiecks. 

II)  Wählt  man  einen  beliebigen 
Kurvenpunkt  K  einer  Kurve  und 
verbindet  ihn  mit  den  drei  Eck- 
punkten eines  Polardreiecks,  so  hat 
man  sowohl  auf  der  ersten  Ver- 
bindungsgeraden KP  =  a  als  auch 
auf  der  zweiten  KQ  =  b  noch  einen 
zweiten  Schnittpunkt  mit  der  Kurve. 
Und  da  p  die  Polare  von  P  ist,  so 
muß  nach  Satz  2a/j  der  Punkt  (ap) 
der  vierte  harmonische  Punkt  sein 
zu  den  zwei  Kurvenschnittpunkten 
K,  I  und  P,  oder  der  zweite  Kurven- 
schnittpunkt auf  a  muß  aus  R  pro- 
jiciert  werden  durch  den  vierten 
harmonischen  Strahl  zu  RP,  RA  und 
RK,  also  zu  q,  p  und  RK.  Ebenso 
wird  auf  der  Verbindungsgeraden  b 
der  Punkt  (bq)  der  vierte.harmonische 
Punkt  zu  den  zwei  Kurvenschnitt- 
punkten  K,  H  und  Q,  oder  der  zweite 
Kurvenselmittpunkt  auf  b  wird  aus 
R  projiciert  durch  den  vierten  har- 
monischen Strahl  zu  RQ,  RB  und 
RK,   also  wieder  zu  i),  q  und  RK. 

15* 
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Untersuchimi:-  würde  man  zuiiiiclist  »lic 
heiden  Einzelsjitzc  ausspreehen:  Liegen 
zwei  Eekpunkte  eines  Tangenten- 
dreieeks  auf  zwei  Seiten  eines 
Polardreiecks,  so  muß  die  dritte 
Ecke  jenes  auf  der  dritten  Seite 
dieses  liegen.  —  Gehen  zwei  Seiten 
eines  Selinendreiecks  durcli  zwei 
l'.ekpunkte  eines  Polardreiecks,  so 
mu(3  die  dritte  -Seite  jenes  durch 
die  dritte  Ecke  dieses  gehen. 

Nacli  Satz  10  ist  nun  das  Polardreieck 
PQR  kollinear  sowolil  mit  dem  Tangenten- 
dreieck ABC  als  mit  dem  Sehnendreieck 
abc.  Es  müssen  also  auf  einer  Geraden 
liegen  sowohl  die  Sehnitt])unkte  (lip)  (iq) 
(kr)  als  auch  die  Schnittpunkte  (ap)  (bq) 
(er),  und  es  müssen  durch  einen  Punkt 
gehen  sow'ohl  die  Verbindungsgeraden 
AP,  15Q,,  CR  als  auch  die  Verbindungs- 
geraden HP,  IQ,  KR.  Der  erstere  Schnitt- 
l)nnkt  als  Pol  der  erstgenannten  Ge- 
raden, welche  die  Kurve  schneidet  (siehe 
Figur  123),  liegt  außerhalb  der  Kurve, 
der  letztere  Schnittpunkt  liegt  innerhalb 
der  Kurve  als  Pol  der  letztgenannten 
(ieraden  (und  zwar  diese  beiden  nahe  der 
Peripherie  der  Kurve).  Denn  laut  Satz  10 
nniß  das  Polardreieck  kollinear  sein 
sowohl  mit  jedem  der  Kurve  umge- 
schriebenen und  dem  Polardreieck 
eingeschriebenen  Dreieck  als  auch 
mit  jedem  der  Kurve  eingeschrie- 
benen und  dem  Polardreieck  um- 
geschriebenen Dreieck. 

Erkl.  384.  Die  im  vierten  Teile  neben- 
stehender Untersuchung  bewiesenen  Sätze 
bringen  die  merkwürdige  Beziehung,  daß 
nicht  nur  einfach  unendlich  viele,  sondern 
doppelt  unendlich  viele  Elemente 
mit  Seiten  bezw.  Ecken  des  Polardreiecks 
vereinigt  liegen,  liefern  also  eine  höchste 
Stufe  der  Merkwürdigkeiten  von  Pol  und 
Polare.  Denn  im  Satz  a  gibt  es  erstens 
zu  den  konjugierten  (Jeraden  p  und  (j  je 
unendlich  viele  Tangenten  wie  h  oder  1 
oder  k,  und  zweitens  zu  einer  einzelnen 
dieser  Tangenten  unendlich  viele  Paare 
konjugierter  Geraden  wie  p  q  durch  R. 
Und  im  Satz  b  gibt  es  erstens  zu  den 
konjugierten  Punkten  P  und  Q  je  unendlicli 


Demnach  müssen  die  Verbindungs- 
geraden RH  und  RI  auf  derselben 
Geraden  c  durch  R  liegen,  d.  li.  die 
drei  Seiten  des  Sehnendreiecks  abc 
gehen  durch  die  drei  Eck- 
punkte des  Polardreiecks. 

III)  Man  erhält  also  den  Doppelsatz : 

Satz.  Man  kann  einer  Kurve  be- 
liebig viele  Dreiecke  umschreiben, 
deren  Ecken  auf  den  Seiten  eines 
Polardreiecks  liegen,  und  beliebig 
viele  Dreiecke  einschreiben,  deren 
Seiten  durch  die  Ecken  eines  Polar- 
dreiecks gelien.  Jede  Tangente  der 
Kurve  kann  als  eine  Seite  für  ein 
Dreieck  der  ersteren,  jeder  Kurven- 
punkt als  ein  Eckpunkt  für  ein  Drei- 
eck der  letzteren  Art  auftreten. 

IV)  Nun  kann  aber  Punkt  R  als 
Eckpunkt  beliebig  vieler  Polardrei- 
ecke und  ebenso  r  als  Seite  beliebig 
vieler  Polardreiecke  ersclieinen,wenn 
nur  P  und  Q  zwei  konjugierte  Punkte 
au  fr,bez\v.p  und  q  zwei  konjugierte  Ge- 
raden durch  R  sind.  Daher  gilt  jener 
Satz  nicht  nur  für  die  Schnittpunkte 
der  beliebigen  Tangente  k  mit  p  und 
q,  sondern  mit  allen  Paaren  kon- 
jugierter Geraden  durch  R,  denn  jedes 
Paar  derselben  bildet  mit  R  ein  Polar- 
dreieck. Und  ebenso  gilt  der  Satz 
nicht  nur  für  dieVerbindungsgeraden 
des  beliebigen  Kurvenpunktes  K  mit 
P  und  Q,  sondern  mit  allen  Paaren 
konjugierter  Punkte  auf  r,  denn  jedes 
Paar  derselben  bildet  mit  R  ein 
Polardreieck.  Daher  erhält  man 
folgende  zwei  Erweiterungen  des 
obigen  Satzes: 

Satz  a.  Bringt  man  beliebige 
Tangenten  einer  Kurve  zum  Schnitt 
mit  beliebigen  Paaren  konjugierter 
Geraden  eines  festen  Punktes  R,  so 
liefern  die  zweiten  Kurventangenten 
aus  jenen  beiden  Schnittpunkten  als 
dritten  Schnittpunkt  stets  einen 
Punkt  auf  der  Polare  r  des  festen 
Punktes  R. 

Satz  b.  Verbindet  man  beliebige 
Kurvenpunkte  mit  beliebigen  Paaren 


Aiifü'al)on  übor   das  Polardreieck. 
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viele  Pimktp  wie  H,  I,  K  und  zweitens  zu 
einem  einzelnen  dieser  Punkte  unendlich 
viele  Paare  konjugierter  Punkte  PQ  auf  r. 
Würde  man  allerdings  diese  auf  doppelt 
unendlich  vielfache  Weise  entstehenden 
Elemente  einzeln  feststellen  wollen,  so 
würde  sich  doch  nur  eine  einfach  unend- 
liche Mannigfaltigkeit  herausstellen,  da  ja 

auf  r  nur  einfach  unendlich  viele  Punkte  (',  durch  R  nur  einfach  unendlich  viele 
Geraden  c  möglich  sind.  Es  tritt  eben  jeder  Punkt  C  und  jede  Gerade  c  selbst 
unendlichfach  als  Ergebnis  auf. 


konjiig-ierter  Punkte  einer  festen  Ge- 
raden r,  so  liefern  die  zweiten  Kurven- 
sclinittpunkte  auf  jenen  beiden  Ver- 
bindungsgeraden  als  dritte  Verbin- 
dung-sg-erade  stets  eine  Gerade  durch 
den  Pol  R  der  festen  Geraden  r. 


Aufgabe  41,  42.  Eine  Knrve  zu 
konstruieren,  von  welcher  gegeben 
ist  ein  Polardreieck  PQR  und 
außerdem  (41)  zwei  Kurven  punkte 
K  und  L,  (42)  ein  Kurvenpunkt  K 
samt  seiner  Tang-ente  k. 


Auflösung.  Angenommen  PQR 
in  Figur  122  oder  124  sei  das  ge- 
gebene Polardreieck  und  K  sei  einer 
der  geg-ebenen  Kurvenpunkte,  zu 
welchem  entweder  (41)  ein  beliebiger 


Fiaur  124. 


Ei'kl.  385.  Sind  die  Seiten  c,  d,  e  des 
Sehnenvierecks  in  Figur  122  oder  124 
bekannt,  so  braucht  man  nicht  alle  die 
fehlenden  Seiten  a,  b,  f  einzeln  zu  kon- 
struieren, um  das  Viereck  zu  vervoll- 
ständigen. Vielmehr  liefert  f  schon  a  und  b, 
oder  a  schon  b  und  f,  oder  b  schon  f  und  a. 


anderer  Punkt  L  oder  (42)  die  Tan- 
gente k  hinzukommt.  Dann  muß 
PQR  das  Dreieck  der  Nebenecken 
sein  für  das  der  Kurve  eing-eschrie- 
bene  Viereck,  von  welchem  K  der 
eine  Eckpunkt  ist.  Man  kennt  also 
von  Figur  124  die  drei  durch  K  und 
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Es  bedarf  also  nur  einnialijier  Kon- 
struktion der  vierten  harnionischen  Ge- 
raden. Ferner  kann  bei  Aufgabe  41  mit 
dem  gegebenen  Kurvenpunkte  L  ebenso 
verfahren  werden  wie  mit  K,  sodaß  man 
ohne  llinziinehnuMi  Taskalsclier  Kon- 
struktionen schon  acht  Kurvenpunkte 
erhält,  nämlich  drei  neue  zum  Viereck  mit 
K  und  drei  neue  zum  Viereck  mit  L.  Und 
alle  acht  liegen  auf  der  gesuchten  Kurve. 
Aufgabe  42  ist  auch  mit  anderer  Liisungs- 
weise  wiederholt  in  Aufgabe  51. 

Erkl.  38G.  J)a  aus  nebenstehender  Auf- 
lösung hervorgeht,  daß  ein  l'olardrei- 
eck  drei  Kurvenelemente  ersetzen 
kann,  insbesondere  zu  einem  Kurven- 
punkte K  drei  andere  hinzutinden  läßt,  so 
kann  dieser  Umstand  auch  Verwendung 
finden,  wenn  etwa  von  einer  Kurve  ge- 
geben sind  vier  Tangenten  und  ein 
außerhalb  liegender  Kurvenpunkt 
K.  Denn  die  vier  Tangenten  liefern  nach 
Figur  122  oder  124  das  Polardreieck  PQR, 
und  dieses  liefert  zu  dem  .gegebenen 
Kurvenpunkte  K  noch  drei  neue  hinzu. 
Dadurch  kennt  man  von  der  gesucliten 
Kurve  vier  Tangenten  und  vier 
Kurvenpunkte.  Die  genauere  Be- 
handlung dieser  Aufgabe  erfolgt  im  späteren 
Kapitel  über  Involution. 


P,  K  iiiul  Q,  K  und  R  gebenden 
Seiten  e,  d,  e  des  Selinenvierecks  und 
findet  dazu  durch  P  noch  f  als  vierte 
harmonische  Gerade  zu  q,  r  und  e, 
durch  Q  noch  b  als  vierte  barmonische 
Gerade  zu  j),  r  und  d,  durch  K  noch 
a  als  vierte  harmonische  Gerade  zu 
]),  q  und  c.  Damit  sind  alle  sechs 
Seiten,  also  auch  alle  vier  Eck- 
punkte des  Vierecks  gefunden,  und 
man  kennt  somit  (41)  die  Kurven- 
punkte (da),  (ab),  (bc),  K  =  (cd),  so- 
wie als  fünften  Kurvenpunkt 
den  gegebenen  Punkt  L  oder  im 
zweiten  Falle  (42)  die  vier  Kurven- 
punkte (da)  (ab)  (bc)  (cd)  sowie  die 
Tangente  k  im  letztgenannten 
Punkte.  Aus  diesen  Stücken  können 
aber  weitere  Elemente  der  Kurve 
konstruiert  werden  auf  Grund  des 
Satzes  von  Paskai  mit  gegebenen 
Stücken  PPPPP  oder  PPP(PT).  Und 
zwar  wird  besonders  leicht  die  Ver- 
vollständigung im  letzteren  Falle 
durch  (PT),  weil  die  gegebene  Tan- 
gente k  (Fig.  124)  auf  den  Seiten 
des  Polardreiecks  die  drei  Punkte 
EDC  ausschneidet,  deren  Verbin- 
dungsgeraden mit  den  Kurven- 
punkten (ab),  (ad)  und  (bc)  die 
Kurven  tangenten  in  diesen 
Punkten  darstellen. 


Aufgabe  43  bis  45.  Eine  Hy- 
perbel zu  konstruieren,  von  welcher 
gegeben  sind  ein  P o  1  a  r  d  r  e i e  c k  und 

(43)  ein   Kurvenpunkt    und    eine 
Asymptotenrichtung, 

(44)  die      zwei     Asymptotenrich- 
tungen, 

(45)  eine  Asymptote. 


Auflösung.  Die  Aufgaben  43  und 
44  gehen  auf  Aufgabe  41  zurück, 
da  eine  Asymptotenrichtung  einen 
unendlich  fern  liegenden  Kurven- 
punkt bedeutet.  —  Aufgabe  45  geht 
auf  Aufgabe  42  zurück,  da  eine 
Asymptote  eine  Kurventangente 
samt  Berührungspunkt  bedeutet. 


Aufgabe  46.  Eine  Parabel  zu 
konstruieren,  von  welcher  gegeben 
ist  ein  Polardreieck  und  die 
Axenrichtung. 

Erkl.  387.  Axenrichtung  der  Parabel 
ist     die     den    metrischen    Eigenschaften 


Auflösung.  Die  x\ufgabe  46  geht 
auf  Aufgabe  42  zurück,  denn  mit 
dem  Namen  der  Parabel  ist  die 
unendlich  ferne  Gerade  als  Tangente 
gegeben.    Und  der  unendlich  ferne 


Aufii'abeii  über  das  Pttbu-ilreicck, 
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der  Parabel  entnommene  Pezciclinnno;'  für 
den  uncndlicb  fernen  Punkt  der  Parabel. 
Verffl.   auch  Aufs:.   54. 


Punkt  derselben  ist  der  Berührungs- 
punkt der  Parabel  mit  der  unend- 
lich fernen  Tangente, 


Aufgabe  46a.  Eine  Kurve  zu  konstruieren,  von  welcher  gegeben 
ist  ein  Polardreieck,  sowie  ein  Kurvenpunkt  auf  einer  seiner  Seiten  und 
eine  Tangente  durch  einen  seiner  Eckpunkte. 


Aufgabe  47.  Es  seien  gegeben 
von  einer  Parabel  drei  Tan- 
genten und  ein  Kurvenpunkt, 
man  soll  drei  weitere  Kurven- 
punkte derselben  konstruieren. 

Erkl.  388.  Die  nebenstehende  Auf- 
lösung geschieht  auf  Grund  der  Er- 
klärung 386.  Diese  und  die  verwandten 
Aufgaben  sind  mit  dem  Vorbehalt  zu 
lösen,  daß  überliaupt  Kurven  der  ver- 
lansrten  Art  niöglieh  sind. 


Aufgabe  48,  49.     Von  einer  Hy- 
perbel seien  gegeben 

(48)  vier    Tangenten    und    ein 
Kurvenpunkt, 

(49)  vier   Tangenten   und   eine 
Asymptotenrichtung. 

Man    soll    drei  weitere  Kurven- 
punkte derselben  konstruieren. 


Aufgabe  50,  51.  Eine  Kurve  zu 
konstruieren,  von  welcher  gegeben 
ist  ein  Polardreieck  PQR  und 
außerdem 

(50)  zwei  Tangenten  k  und  1 

(51)  eineTangentek  samt  ihrem 
Berührungspunkt  K. 

Erkl.  389.  Sind  die  Eckpunkte  CDE 
des  Tangentenvierseits  in  Fig.  122  und 
124  bekannt,  so  braucht  man  nicht  alle  drei 
fehlenden  Ecken  ABF  einzeln  zu  konstru- 
ieren, um  das  Vierseit  zu  vervollständigen. 
Vielmehr  liefert  F  schon  A  und  B,  oder 
A  schon  B  und  F  oder  B  schon  F  und  A. 
Es  bedarf  also  nur  einmaliger  Kon- 
struktion des  vierten  harmonischen 
Punktes.  Ferner  kann  in  Aufgabe  50 
mit  der  gegebenen  Kurventangente  1 
ebenso  verfaliren  werden  wie  mit  k, 
so  daß      man      ohne  Ilinzunelimen      der 


Auflösung.  Die  drei  Tangenten 
liefern  mit  der  unendlich  fernen 
Tangente  ein  umgeschriebenes  Vier- 
seit, also  ein  Polardreieck  der  Kurve; 
und  dieses  mit  dem  gegebenen 
Kurvenpunkte  liefert  ein  einge- 
schriebenes Viereck,  also  drei  neue 
Kurvenpunkte. 


Auflösung.  Die  vier  Tangenten 
liefern  ein  Tangentenvierseit,  dessen 
Nebenseiten  bilden  ein  Polardreieck, 
und  dieses  liefert  zum  gegebenen 
Kurvenpunkte  drei  neue. 


Auflösung.  Angenommen  PQR 
in  Figur  122  oder  124  sei  das  ge- 
gebene Polardreieck  und  k  sei  die 
gegebene  Tangente,  zu 
entweder  (50)  eine 
andere    Tangente    1    oder 


Berührungspunkt  K 
Dann  muß  pqr  das 
Nebenseiten  sein 
Kurve  umgeschriebene 
von  welchem  k  die  eine 
Man  kennt  also  an  Fig. 
124  die  drei  durch  k  und 
q,  k  und  r  gebildeten  Eckpunkte 
E,  D,  C  des  Tangentenvierseits  und 
findet  dazu  auf  p  noch  F  als  vierten 
harmonischen  Punkt  zu  Q,  R,  E, 
auf  q  noch  B  als  vierten  harmo- 
nischen   Punkt    zu    P,    R    und    D, 


welcher 

beliebige 

(51)    der 

hinzukommt. 

Dreiseit    der 

für    das    der 

Vierseit, 

Seite   ist. 

122  oder 

p,  k  und 
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Konstruktion  nacli  l>i-i;uichon  acht 
Kurventangenten  erhält,  nänilicli  drei 
neue  zum  Vierseit  mit  k  und  drei  neue 
zum  Vierseit  mit  I.  Und  alle  acht  be- 
rühren die  gesnclitc  Kurve.  Aufgabe 
51  ist  auch  bereits  mit  der  anderen 
Lösuugsweise  vorausgegangen  in  Auf- 
gabe 42. 

Erkl.  390.  Aus  nebenstehender  Auf- 
lösung geht  hervor,  daß  ein  Polar- 
dreiseit  stets  drei  Kurvenelemente 
ersetzen  kann,  nämlich  insbesondere 
zu  einer  Kurventangente  k  drei  weitere 
hinzutinden  läßt.  Daher  kann  dieser 
Umstand  auch  Verwendung  finden,  wenn 
von  einer  Kurve  gegeben  sind  vier 
Kurvenpunkte- und  eine  außerhalb 
laufende  Tangente  k.  Denn  die 
vier  Kurvenpunkte  liefern  nach  Fig.  122 
oder  124  das  Polardreiseit  pqr,  und 
dieses  liefert  zu  der  gegebenen  Tan- 
gente k  noch  drei  neue  hinzu.  Dadurch 
kennt  man  von  der  gesuchten  Kurve 
vier  Kurvenpunkte  und  vier  Tan- 
genten, womit  allerdings  endgiltige  Kon- 
struktion nach  Paskai  oder  ßrianchon 
noch  nicht   ermöglicht  ist. 


Aufgabe  52.  Eine  Hyperbel 
zu  konstruieren,  von  welcher  ge- 
geben sind  ein  Polardreieck  und 
eine  Asymptote. 

Erkl.  391.  Dieselbe  Aufgabe  ist  als 
Aufgabe  45  nach  der  andern  Methode 
gelöst.  Man  erhält  also  ebenso  leicht 
vier  Tangenten  nebst  unendlich  fernem 
Berührungspunkt  auf  einer  derselben 
oder  vier  Kurvenpunktc  nebst  Tangente 
durch  einen  unendlich  fern  liegenden 
derselben,  sodaß  aus  den  acht  Elementen 
PPPTTT(P»T)  die  weitere  Konstruk- 
tion je  nach  Bedarf  nach  Paskai  oder 
Brianchon  vollzogen  werden  kann. 


auf  r  noch  A  als  vierten  harmo- 
nischen Punkt  zu  P,  Q,  C.  Damit 
sind  alle  sechs  Eckpunkte,  also 
auch  alle  vier  Seiten  des  Vier- 
seits  gefunden,  und  man  kennt  so- 
mit (50)  die  Kurventangenten  DA, 
AB,  BC,  k  =  DC,  sowie  als  fünfte 
Tangente  die  gegebene  Gerade  1, 
oder  im  zweiten  Falle  (51)  die  vier 
Kurventangenten  DA,  AB,  BC,  CD, 
sowie  den  Berührungspunkt  K 
auf  der  letztgenannten  Tangente. 
Aus  diesen  Stücken  können  aber 
weitere  Elemente  der  Kurve  kon- 
struiert werden  auf  Grund  des 
Satzes  von  Brianchon  mit  gegebenen 
Stücken  TTTTT  oder  TTT  (TP). 
Und  zwar  wird  besonders  leicht  die 
Vervollständigung  im  letzteren  Falle 
durch  (TP),  weil  der  gegebene 
Kurvenpunkt  K  in  Fig.  124  durch 
seine  Verbindungsgerade  mit  den 
Eckpunkten  des  Polardreiecks  die 
drei  Schnittpunkte  mit  den  Kurven- 
tangenten DA,  AB,  BC  liefert,  in 
welchen  diese  Tangenten  die  Kurve 
berühren. 


Auflösuiia;.  Die  Aufgabe  geht 
zurück  auf  Aufgabe  51,  da  die 
Asymptote  eine  Tangente  samt  un- 
endlich fernem  Berührungspunkt 
Poe  bedeutet.  Diese  Tangente 
liefert  ndt  dem  Polardreieck  im 
ganzen  vier  Tangenten,  und  auf 
einer  derselben  kommt  nun  außer- 
dem der  unendlich  fern  liegende 
Berührungspunkt  Px.  Dabei  hat 
dieses  Tangentenvierseit  keinerlei 
Besonderheit  aufzuweisen,  wie  das 
Sehnenviereck  in  Aufgabe  45. 


Aufgabe  53,  54.  Eine  Parabel  zu 
konstrniAvo;)^  von  welcher  gegeben 
sind  ein  Polardreieck  und 

(53)  eine  Tangente 

(54)  die  Axenrichtung. 


Auflösung.  Die  Aufgabe  53  geht 
zurück  auf  x\ufgabe  50.  Dabei  ist 
aber  zu  unterscheiden,  ob  nuin  die 
im  Endlichen  gegebene  Tangente 
zur  Konstruktion  des  Tangenten- 
vierecks verwenden    will    oder    die 


Aufiraben  über  das  Polardreieck. 
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Ei'kl.  392.  Die  Aufgabe  54  ist  eine 
Wiederholung  der  Aufgabe  46  nacli  der 
anderen  Lösungsart.  Man  erhält  also 
hier  entweder  nach  46  drei  im  Endlichen 
und  einen  unendlich  fern  liegenden  Kurven- 
punkt nebst  unendlich  ferner  Tangente  im 
letzteren,  oder  nach  54  drei  im  End- 
lichen und  eine  unendlich  fern  verlaufende 
Kurventangente  nebst  Berührungspunkt 
auf  letzterer,  sodaß  mit  den  acht  Ele- 
menten PPPTTT(TooPoo)  die  weitere 
Konstruktion  Je  nach  Bedarf  nach  Paskai 
oder  Brianchon  vollzogen  werden  kann. 
—  Für  die  besondere  Art  des  l'angenten- 
vierseits  für  nebenstehende  zweite  Losung 
von  53  bezw.  für  Aufgabe  54  kann  man  die 
Figur  37  III  des  I.  Teiles  als  Vorbild  ge- 
nommen denken,  wenn  man  als  oberen 
Abschluß  zwischen  die  beiden  unendlich 
fernen  Punkte  die  unendlich  ferne  Ge- 
rade einsetzt. 


unendlich  ferne  Tangente.  Im  ersten 
Falle  erscheint  keine  besondere 
Eigenschaft  des  Tangentenvierseits, 
indem  die  besondere  unendlich  ferne 
Gerade  erst  als  fünfte  dazukommt. 
Im  zweiten  Falle  aber,  welcher  für 
Aufgabe  54  unbedingt  genommen 
werden  muß,  dient  die  unendlich 
ferne  Gerade  als  Tangente  k.  Da- 
durch nimmt  das  Vierseit  die  be- 
sondere Gestalt  an,  als  ob  etwa  in 
Figur  124  die  Strecke  CD  ins  Un- 
endliche verschoben  und  das  Vier- 
eck DABO  dort  offen  bliebe,  wobei 
auch  noch  die  Seite  AB  zur  Strecke 
p  parallel  wird.  Besondere  Ver- 
einfachung erfährt  letztere  Lösung 
dadurch,  daß  die  den  unendlich 
fernen  Punkten  ECD  harmonisch 
zugeordneten  Punkte  FAB  die 
Mittelpunkte  der  Seiten  des 
Polardreiecks  werden. 


Aufgabe  55,  56.    Von  einer  Kurve 
kennt  man 

(55)  vier  Tangenten  und  einen  be- 
liebigen Kurvenpunkt, 

(56)  vier  Kurvenpunkte  und  eine 
beliebige  Taugente. 

Welche    weiteren    Elemente   sind 
auffindbar? 


Aufgabe  57.  Es  seien  gegeben 
vier  Kurvenpunkte  einer  Parabel. 
Man  soll  drei  Tangenten  der- 
selben konstruieren. 

ErkL  393.  Ueber  das  entstehende 
Tangentenviereck  vergl.  Auflösung  der 
Aufgabe  54  und  Erkl.  392.  Die  Auf- 
gabe ist  nicht  unbedingt  lösbar. 


Andeutung.     Man   vergleiche    die 
Erklärungen  386  und  390. 


Auflösung.  Die  vier  Kurven- 
punkte liefern  ein  Sehnenviereck, 
also  ein  Polardreiseit,  und  dieses 
mit  der  bekannten  unendlich  fernen 
Tangente  liefert  ein  Tangenten- 
viereck, also  drei  weitere  Tangenten. 


Aufgabe  58  bis  60.  Von  einer 
Hyperbel  sind  gegeben  eine  Tan- 
gente und  dazu 

(58)  vier    beliebige     Kurven- 
punkte, 


Auflösung.     In 

Aufgaben      sind 
punkte  gegeben, 
einer    Asymptote 


jeder  dieser  drei 
vier  Kurven- 
da  die  Richtung 
deren    unendlich 
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(59)  drei  beliebige  Knrveii- 
piiiikte  und  eine  Asymp- 
totenrichtung-, 

(60)  zwei  beliebige  Kurven- 
punkte  und  ))eide  Asymp- 
tote n  r  i  c  li  t  u  n  g  e  n . 

Man  soll  drei  weitere  Tangenten 
derselben  konstruieren. 


fernen  Punkt  bedeutet.  Diese 
vier  Kurvenpunkte  liefern  ein 
Sehnenviereek,  also  ein  Polardrei- 
seit,  und  dieses  zusammen  mit  der 
geiiebenen  Tangente  ein  Tangenten- 
vierseit,  also  drei  weitere  Tangeuten. 
Das  Sehnenviereck  hat  im  ersten 
Falle  kein  Element  im  Unendlichen, 
im  zweiten  Fall  eine  Ecke,  nach 
welcher  parallele  Seiten  führen,  im 
dritten  Falle  eine  Seite  samt  deren 
zwei  Ecken. 


Erkl.  394.  Für  alle  Auf-aben  der 
Art  47  bis  49  und  55  bis  60  gilt  der 
Vorbehalt,  daß  überhaupt  aus  den  ge- 
gebenen Stücken  die  Kurve  konstruierbar 
ist.     Denn     es    kann    vorkonmien,     dat! 

zwei,  eine  oder  keine  Lösung  entsteht.  Entscheidung  liierüber  eifolgt  erst  im  Ab- 
schnitt über  Involutionen  an  den  Kurven.  I>ei  denselben  Aufgaben  ist  hier  keine 
vollständige  Konstruktion  möglich,  weil  trotz  der  aufzutindenden  acht  Elemente 
keine  zwei  sich  in  vereinigter  Lage  (PT)  befinden. 


Aufgabe  61.     Die  Beziehungen  zwischen  zwei  Polardreiecken  der- 
selben Kurve  sollen  festgestellt  werden. 

Auflösung.  1)  Sind  PQR  und 
XYZ  in  Figur  125  zwei  Polardrei- 
ecke zur  gleichen  Kurve,  so  ent- 
stehen auf  einer  Seite  q  des  einen 
Dreiecks  die  fünf  Schnittpunkte  mit 
den  übrigen  Seiten  (qp)=R,  (qr) 
=  P,  (qx),  (qy),  (qz).  Zu  jedem 
dieser  auf  der  Geraden  q  liegenden 
Punkte  enthält  die  Figur  auch  die 
Polare,  nämlich  die  fünf  durch 
den  Pol  von  q  gehenden  Geraden 
QP  =  r,  QR  =  p,  QX,  QY,  QZ.  Und 
nach  dem  Satze  8a  muß  die  Gruppe 
der  letztgenannten  Geraden  projek- 
tivisch  verwandt  sein  mit  der 
Gruppe    des   erstgenannten  Punkte. 

2)  Verbindet  man  nun  einerseits 
jene  fünf  Punkte  auf  q  der  Reihe 
nach  mit  irgend  einem  Eckpunkt 
des  zweiten  Polardreiecks, 
z.  B.  mit  Y,  so  entsteht  in  Y  eine 
Gruppe  v(m  Projektionsstrahlen, 
welche  wegen  perspektivischer  Lage 
ebenfalls  projekti  visch  ver- 
wandt ist  mit  jener  Punktgruppe 
auf  q,  näuüich  YR,  YP,  Y  (qx) 
oder  YZ,  Y  (qy),  Y  (qz)  oder 
YX.     Unter  Auslassung    von    (qy) 


EikL  395. 

S(dinittpunkte 
Seiten    bezw. 


Statt  auf  der  Seite  q  die 
mit  den  fünf  übrigen 
im  Punkte  Q  die  Ver- 
bindungsstrahlen nach  den  fünf  übrigen 
Eckpunkten  zum  Beweise  zu  verwenden, 
könnte  man  aucli  auf  jeder  anderen  Seite 
p,  r,  X,  y,  z  die  Seitenschnitt|)uidvte 
und  in  jeder  anderen  Ecke  P,  P,  X,  Y,  Z 
die  Eckeuverbin(Uin"'st;-eraden  verwenden. 


Aufü'aben  über  das  Polardreieck. 
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Jedesmal  wird  derselbe  Gang  der  Beweis- 
fülirmig  entstehen.  Ancli  branelit  für 
den  zweiten  und  dritten  Teil  der  neben- 
stehenden Auflösung-  nicht  notwendiger- 
weise der  dualistische  Buchstabe  ver- 
wendet Averden.  Vielmehr  kann  auch 
der  eine  Teil  nachweisen,  daß  die  Punkte 
Q,  R,  X,  Y  aus  P  und  Z  durch  projek- 
ti  vi  sehe  Büschel  als  Kurvenpunkte 
erzeugt  werden,  und  der  andere  Teil 
etwa,  daß  p  q  y  z  auf  r  und  x  projek- 
tivische  Punktreihen  ausschneiden  und 
folglich  Ivurventangenten  sind. 

Erkl.  396.  Die  dualistische  Durch- 
führung nebenstehender  Auflösung  läßt 
aber  außer  der  Vereinfachung  des  Ver- 
fahrens auch  die  andere  Tatsache  er- 
kennen, daß,  wenn  der  eine  Teil  geleistet 
ist,  dann  der  andere  gar  nicht  mehr  voll- 
ständig bewiesen  zu  werden  braucht, 
vielmehr  aus  dem  ersten  auf  Grund  der 
Dualität  entnommen  werden  kann.  Denn 
aus  der  allgemeinen  Polaritätsbeziehung 
folgt,  daß  wenn  P  Q  R  X  Y  Z  die  Punkte 
einer  Kurve  bilden,  dann  die  polar  zu- 
geordneten Geraden  p  q  r  x  y  z  die  Tan- 
genten der  zur  vorigen  Kurve  polar  zu- 
geordnet e  n  K  u  r  v  e  bilden  müssen.  Man 
könnte  also  dem  nebenstehenden  Satze 
bereits  seinen  vollen  Ausdruck  geben,  wenn 
auch  nur  die  eine  der  beiden  neben- 
stehenden Durchführungen  vollständig  ge- 
leistet wurde.  Und  die  beiden  Kurven, 
deren  eine  durch  die  sechs  Eckpunkte  geht, 
während  die  andere  die  sechs  Seiten  be- 
rührt, unterliegen  all  den  Einzelbeziehungen 
der  dualistisch  zugeordneten  Kurven. 

Erkl.  397.  Will  man  in  Figur  125 
sich  eine  Vorstellung  von  den  beiden 
Kurven  machen,  so  ist  dies  besonders 
leicht  für  die  von  den  sechs  Seiten 
pqrxyz  umhüllte  Klassen -Kurve,  denn 
diese  sechs  Seiten  bilden  deutlich  ein 
konvexes  Sechsseit,  innerhalb  dessen 
die  Kurve  als  Ellipse  liegen  muß. 
Die  Ordnungskurve  durch  die  Punkte 
PQRXYZ  dagegen  ist  offenbar  eine 
Hyperbel  mit  zwei  sehr  schlanken 
Aesten  durch  PXZ  und  RY(^  Wo 
diese   Hyperbel    unterhalb    X    und    ober- 


kann man  also  ansetzen  a)  q  (p, 
r,  X,  z)  AQ  (P,  R-  X,  Z)  und  b)  q 
(p,  r,  X,  z)  A  Y  (R,  P,  Z,  X).  Hier- 
aus folgt  aber  e)  Q  (P,  R,  X,  Z) 
A  Y  (R,  P,  Z,  X).  Bringt  man  liier 
noch  den  Satz  6b  der  Ei'klärung-  315 
im  I.  Teile  zur  Anwendung,  daß 
eine  projektivisehe  Verwandtschaft 
zweier  Gruppen  von  je  vier  Ele- 
menten bestellen  bleibt,  wenn  in 
der  einen  Gruppe  zwei  Elemente- 
paare vertauscht  werden,  so  erhält 
man  d)  Q  (P,  R,  X,  Z)  A  Y  (P,  R, 
X,  Z).  Hiernach  werden  aber  die 
Punkte  P,  R,  X,  Z  erzeugt  als 
Sclmittpunkte  entsprechender  Strah- 
len zweier  projektivisch  verwandten 
Büschel  mit  Scheiteln  Q  und  Y, 
d.  h.  P,  R,  X,  Z  liegen  auf  einer 
Kurve  zweiter  Ordnung,  welche 
zugleich  die  Büschelsclieitel  Q  und 
Y  als  Kurvenpunkte  enthält. 


3)  Bringt  man  dagegen  ander- 
seits jene  fünf  Strahlen  durch  Q 
der  Reihe  nacli  zum  Schnitt  mit 
irgend  einer  Seite  des  zweiten 
Polardreiecks  z.  B.  mit  y,  so  ent- 
steht auf  y  eine  Gruppe  von  Schnitt- 
punkten, welche  wegen  perspekti- 
vischer Lage  ebenfalls  projek- 
tivisch verwandt  ist  mit  jener 
Strahlengruppe  durch  Q,  nämlich 
(yr),  (yp),  y  (QX)  oder  (yz),  y  (QV), 
y  (QZ)  oder  (yx).  Unter  Auslassung 
von  QYkann  man  also  wieder  ansetzen 

a)  Q  (P,  R,  X,  Z)  Ä  q_(P,  r,  x,  z)  und 

b)  Q  (P,  R,  X,  Z)  Ä  y  (r,  p,  z,  x). 
Hieraus  folgt  zunächst  c)  q  (p,  r, 
X,  z)  A  y  (r,  P,  z,  x),  und  unter  An- 
wendung desselben  Vertauschungs- 
Satzes  wie  oben,  d)  q  (p,  r,  x,  z) 
A  y  (p,  i",  X,  z).  Hiernach  werden 
die  Geraden  p,  r,  x,  z  gebildet  als 
Verbindungsgeraden  entsprechender 
Punkte  zweier  projektivisch  ver- 
wandten Punktreihen  auf  den 
Trägern  q  und  y,  d.  li.  p,  r,  x,  z 
umhüllen  eine  Kurve  zweiter 
Klasse,  welche  zugleich  die  Träger 
q  und  y  als  Tangenten  l)esitzt. 
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halb  r  die  gezeichnete  Ellipse  durchsetzt, 
liat  dieser  Kurvenpunkt  der  Kernkurve 
als  Polare  die  eigene  Tangente  der 
Kernkurve  zugleich  als  Tangente  der  dem 
Drciseit  pqr  ein-  und  dem  Dreiseit  xyz 
angeschriebenen  Klassenkurve  nahe  bei 
Y  bezw.  bei  R.  Diese  Klassenkurve 
kommt  in  der  Gegend  von  Punkt  1'  an 
die  Kernkurve  heran,  und  wo  sie  die 
letztere  überschreitet  einwärts  bezw.  aus- 
wärts, dort  sind  nmgekehrt  die  Be- 
rührungspunkte gemeinsamer  Tangenten 
der  Hyperbel  und   der  Kernknrve. 

Erkl.  39S.  NN'ill  man  nebenstehenden 
Satz  anwenden  auf  die  Polardreiecke 
PQR  und  PEF  der  Figur  21   S.   58,    so 


•4)  Man     erhält    also 
mürdige  Eigenschaft : 


die    merk- 


Satz.  Von  zwei  Dreiecken, 
welche  derselben  Knrve  als 
Polardreiecke  zugehören,  liegen 
die  Eckpunkte  als  Kurven- 
punkte auf  einer  zweiten  Kurve 
zweiter  Ordnung,  und  umhüllen 
die  Seiten  als  Tangenten  eine 
dritte  Kurve  zweiter  Klasse, 
wobei  die  z^veite  und  dritte  Kurve 
einander  inbezug  auf  die  erste 
polar  zugeordnet  sind. 


erhält    man   Avegen    der    zwei   zusammen- 


fallenden Eckpunkte  P  bezw.  Seiten  p  auch  keine  gewöhnliche,  sondern  eine  aus- 
geartete Kurve,  indem  eben  P  und  p  als  Träger  aller  Punkte  der  Punktkurve 
n.  Ordnung  und  aller  Strahlen  des   Strahlenbüschels  II.  Klasse  erscheinen. 


Aufgabe  62.     Aus  der  Lage  der  Elemente  eines  Polardreiecks  sollen 
Schlüsse   gezogen  werden  auf  die  Lage    der  Kurven  des  vorigen  Satzes. 


Aufgabe  63.  Mau  soll  mittels  des 
vorigen  Ergebnisses  eine  Beziehung 
zwischen  zwei  polar  zugeord- 
neten Dreiecken  aufstellen. 


Auflösung.  Angenommen  es  seien 
in  Figur  126  p  q  r  die  Polaren   zu 


!:?(; 


Erkl.  399.  Die  nebenstehende  Unter- 
sucliung  ist  doppelt  geführt,  indem  sowohl 
Punkt  X  als  auch  Gerade  x  gleichzeitig 
zum  Gegenstand  der  F^rörterung  gemacht 
wird.  Ebenso  wie  in  der  vorigen  Auf- 
lösung der  Aufgabe  61  wäre  dies  nicht 
notwendig,  vielmehr  genügt  der  Beweis 
für  den  einen  der  beiden  Teile.  Sowie 
die  erste  Hälfte  (für  Punkt  X)  erwiesen  ist,  ff 
folgt  die  zweite  aus  der  Dualität,  und  ''^<: 
umgekehrt  folgt  aus  der  zweiten  (für  x) 
dualistisch  die  erste.  Ebenso  ist  aus  der 
Dualität  zu  erkennen,  daß  Punkt  X  der 
Pol  von  X  und  x  Polare  von  X  ist.  Dies 
ergibt  auch  (?'  Figur,  indem  ja  x  die  Punkte 
(ap)  und  (bq)  verbindet,  während  durch  V 
die  Geraden  AP  uuo  H'l  'luuaurchgehen. 
Über  die  Beziehungen  der  KoUinearität 
vergl.  man  noch  Erklärung  IJs.')  und  Er- 
klärung 100. 


Aufgaben  über  das   Polardreieek. 
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den  Punkten  PQR,  also  nach  Satz  7 
auch  die  Seiten  PQ  =  c,  QR  =  a, 
IlP=b  die  Polaren  der  Schnittpunkte 
(pq)  =  C,  (qr)  =  A,  (rp)  =  B,  so  daß 
die  Dreiecke  ABC  und  PQR  polar 
zugeordnet  sind.  Dann  muß  nach 
demselben  Satze  7  au'ch  die  Ver- 
bind ung-sgerade  AQ  die  Polare  des 
Schnittpunktes  (aq)  und  die  Verbin- 
dungsgerade BP  die  Polare  des 
Schnittpunktes  (bp)  sein,  und  folglich 
sind  die  l)eiden  Dreiecke  A(af[)Q  und 
B(bp)P  zwei  Polardreiecke  der  vor- 
liegenden Kurve.  Nach  dem  Satze 
in  der  Auflösung  der  vorigen  Auf- 
gabe 61  sind  daher  ihre  sechs  Eck- 
punkte A,  P,  (bi)),  B,  Q,  (aq)  Punkte 
auf  einer  Kurve  zweiter  Ordnung, 
und  ihre  sechs  Seiten  a,  p,  BP,  b, 
q,  AQ  Tangenten  an  eine  Kurve 
zweiter  Klasse,  und  man  kann  daher 
jene  sechs  Punkte  in  der  angegebenen 
Reihenfolge  als  Eckpunkte  I  bis  VI 
eines  Paskalschen  Sehnensechsecks, 
und  diese  sechs  Geraden  in  der  an- 
gegebenen Reihenfolge  als  Seiten 
1  bis  6  eines  Brianchonschen  Tan- 
gentensechsseits  zusammennehmen. 
Dann  müssen  im  ersteren  Sechseck 
die  Schnittpunkte  der  Gegenseiten 
I  II  und  IV  V,  II  III  und  V  VI, 
III IV  und  VI  I  auf  einer  Geraden 
liegen,  im  letzteren  Sechsseit  die  Ver- 
bindungsgeraden der  Gegenecken 
12  und  45,  23  und  56,  34  und  61  durch 
einen  Punkt  gehen.  Durch  Ver- 
gleichung  dieser  Beziehung  mit  den  Elementen  der  beiden  polaren  Drei- 
ecke an  Figur  126  erkennt  man  aber,  daß  die  Paskalsche  Gerade,  auf 
welcher  die  Verbindungsgeraden  1 11  =  AP  und  III  IV  =  BQ  ihren  Schnitt- 
punkt haben,  eben  die  Gerade  CR  ist,  bezw.  daß  der  Punkt  des 
Brianchon,  durch  welchen  die  Verbindungsgerade  der  Schnittpunkte 
12  =  (ap)  und  45  =  (bq)  hindurchgeht,  eben  der  Schnittpunkt  (er)  ist. 
Daher  gehen  die  Verbindungsgeraden  der  Eckpunkte  beider  polaren 
Dreiecke  AP,  BQ,  CR  durch  einen  Punkt  X,  und  die  Schnitt- 
punkte der  Seiten  beider  polaren  Dreiecke  ap,  bq,  er  liegen  auf  einer 
Geraden  x.     Man  erhält  also  den  Satz: 

Satz.  Ein  Dreieck  und  das  ihm  polare  Dreiseit  liegen  immer 
kollinear  oder  perspektivisch,  d.  h.  die  Verbindungsgeraden  der 
zugehörigen  Eckpunkte  gehen  durch  einen  Punkt,  die  Schnitt- 
punkte der  zugehörigen  Seiten  liegen  auf  einer  Geraden,  wobei 
auch  diese  Kollineationsaxe  jenem  Kollineationscentrum  polar  zu- 
geordnet ist. 


Erkl.  400.  Zur  Beweisführung-  sind 
in  Figur  12(i  verwendet  die  I'olardreiecke 
A  (aq)  Q  und  B  (bp)  P.  Man  liätte  ebenso 
gut  auch  A  (ar)  K  mit  demselben  B  (bp)  P 
oder  mit  einem  andern  Polardreieek  zu- 
sammennehmen kr»nnen,  und  hat  nur  bei  der 
Anordnung  der  Sechsecke  nacli  Paskai 
bezw.  Brianclion  darauf  zu  achten,  daß 
deren  Gegenelemente  mit  zugehörigen 
Elementen  der  beiden  p(daren  Dreiecke 
zusammengelegt  werden.  Daß  in  Figur  1  'JG 
die  Geraden  mit  einander  und  folgllcli  auch 
mit  X  fast  parallel  erscheinen,  ist  eine  zu- 
fällige Eigenschaft  der  Figur  und  hängt 
damit  zusammen,  daß  die  Gerade  RC,  welche 
die  Polare  des  Pimktes  (rc)  ist,  zufällig  fast 
mitten  durcli  die  Kurve  hindurchgeht.  Man 
vergleiclie  darüber  den  folgenden  Abschnitt 
über  Kurvendurchmesser. 

Erkl.  401.  Besondere  Beachtung  er- 
fordert die  Zuordnung  der  Elemente 
beider  polar  zugeordneten  Dreiecke.  Nur 
AP,  BQ,  CR  gehöi'en  zusammen  und  ap, 
bq,  er.  Keine  anderen  Eckenpaare  liefern 
Verbindungsgeraden  durch  einen  Punkt, 
keine  anderen  Seiten  Schnitt])unkte  auf 
einer  Geraden.  Denn  zu  P  ist  Polare  p, 
also  zugeordnet  der  Punkt  des  Polardrei- 
ecks, welcher  von  den  beiden  anderen 
Polaren  qr  gebildet  sind,  nämlich  A.  Man 
hat  also  einen  der  Fälle  vor  sich,  wo 
richtige  Buchstabierung  die  Arbeit  der 
Beweisführung  schon  wesentlich  zu  er- 
leichtern imstande  ist. 
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Aiifgiilie  64.     Man  soll  die  Aiisdeliniing  des  vorigen  Satzes  auf  zwei 
l)()lar  zugreordiiete  Vierecke   prüfen. 


4.  Aufgaben  über  die  konjugierten  Elemente. 

(Zu  Abscliiiitt    lg.) 


Aii%abe  65.  Es  sollen  aus  den 
früheren  Untersuelningen  Beispiele 
für  das  Auftreten  konjugierter 
Elemente  aufgestellt  werden. 

Erkl.  402.  Unter  Beriicksicliti.üung-  der 
Bezieliuni^en  zwisclien  dem  Punkt  P  und 
den  Punkten  von  ])  oder  zwiselien  dem 
Punkt  Q  und  den  imierlialb  der  Kurve 
liegenden  Punkten  von  (|  kann  man  dem 
in  Erkl.  118  ausjiesj)roelienen  Satz  auch 
die  folgende   (iestalt  geben: 

Satz.  Ein  Punkt  iimcrlialb  der  Kurve 
ist  von  jedem  ihm  konjugierten 
äußeren  Punkte,  und  ein  Punkt 
außerhalb  der  Kurve  ist  von  jedem  ihm 
konjugierten  inneren  Punkt  harmo- 
nisch getrennt  durch  die  auf  ihrer  Ver- 
bindungsgeraden liegenden  beiden 
Kurvenschnittjjunkte.  Pnd  ebenso 
erhält  der  Satz  in  Erkl.  119  die  veränderte 
Gestalt: 

Satz.  Eine  die  Kurve  nicht  schneidende 
Gerade  ist  von  jeder  ihr  konjugierten 
Sekante,  und  eine  Sekante  der  Kurve 
ist  von  jeder  ihr  konjugierten  nicht 
schneidenden  Geraden  harmoniscli 
getrennt  durch  die  beiden  von  ihrem 
Schnittpunkt  ausgehenden  Kurven- 
tanii'enten. 


Auf  lösiini^-.  Da  nach  der  Definition 

der  Polaritiit  l)ezw.  der  konjugierten 
Elemente  die  der  Kurve  umgeschrie- 
benen bezw.  eingeschriebenen  Vier- 
ecke zur  Erzeugung  polarer  Gebilde 
führen,  so  kann  man  an  Figur  124 
feststellen,  daß  je  zwei  Neben- 
seiten eines  Tangentenvier- 
seits  konjugierte  Geraden  sind, 
und  daß  die  sämtlichen  Punkte 
einer  Nebenseite  konjugiert 
sind  zum  Schnittpunkt  der 
beiden  andern,  bezw^  anderseits 
daß  je  zwei  Nebenecken  eines 
Sehnenvierecks  konjugierte 
Punkte  sind,  und  daß  die  sämt- 
lichen Strahlen  durch  eine 
Nebenecke  konjugiert  sind  zur 
V  e  r  1)  i  n  d  u  n  g  s  g  e  r  a  d  e  n  der 
beiden  anderen  Nebe  necken. 
Nun  bilden  aber  die  Nebenseiten  des 
Tangentenvierseits  ein  Polardreiseit 
bezw.  die  Nebeneckeu  des  Sehnen- 
vierecks ein  Polard reieck,  folglich 
kann  man  auch  feststellen:  Je  zwei 
Eckpunkte  bezw.  je  zwei  Seiten 
eines  Polardreiecks  sind  zwei 
konjugierte  Elemente.  Und  ein 
Eckpunkt  eines  Polardreiecks  ist 
konjugiert  zu  jedem  Punkt  auf 
der  Gegenseite,  eine  Seite  eines 
Polardreiseits  ist  konjugiert  zu  jedem 
Strahl  durch  die  Gegenecke. 


Aufgabe  66.  Man  soll  eine  Be- 
ziehung der  konjugierten  Ge- 
raden zu  einem  Tangen tendrei- 
seit  herleiten. 

Erkl.  403.  Wählt  man  auf  der  Polaren 
a  des  durch  die  Taniienten  EA  und  AD 


Auflösung.  Ein  Tangentendrei- 
seit  erhält  man  aus  dem  Vierseit 
durch  Weglassung  einer  Tangente. 
Wird  also  in  Figur  124  oder  127  das 
Dreiseit  ADE   der  Tangenten   DE, 


Aiif"aben   über  das  Polardreieck. 
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festgele.^teu  l'unktes  A  willkiirlieli  den 
Punkt  R,  so  ist  auch  festgelej2,t  dessen 
Polare  r  durch  A,  und  sodann  jiibt  es 
durch  R  beliebig"  viele  Paare  konjugierter 
Geraden.  Eine  erste  derselben,  etwa  RD, 
liefert  auf  r  die  Ecke  P  des  Polardreiecks 
und  die  Ecken  D  und  B  des  Tangenten- 
vierseits.  Dann  ist  aber  festgelegt  durch 
R  und  P  die  dritte  Ecke  Q  des  Polar- 
dreiecks, und  auch  die  zweite  konjugierte 
Gerade  durch  R  ist  nicht  mehr  willkürlich, 


Fia-ur  127. 


EA,  AD  festgehalten,  so  bleibt  von 
den  übrigen  Elementen  der  Figur 
ebenfalls  unverändert  das  Sehneu- 
dreieck ade  der  Polaren  jener  Eek- 
])unkte,  wovon  a  durch  R,  d  durch 
Q,  e  durch  P  hindurchgeht.  Die 
Vervollständigung  der  Figur  zum 
Tangentenvierseit  kann  nun  ge- 
schehen, indem  man  entweder  nach 
ge  S'öhalicher  Weise  auf  einer  der 
Tangenten  k  =  DE  (bezw.  auf  EA 


sondern  sie  muß  durch  Q  hindurchgehen 
und  muß  die  Eckpunkte  F  und  E  des 
Tangentenvierseits  ausschneiden.  Man  kann 
also  letztere  entweder  dadurch  festlegen, 
daß  man  zu  q  die  konjugierte  Gerade  ]» 
konstruiert  oder  dadurch,  daß  man  aus 
den  Schnittpunkten  D  und  B  auf  q  die 
Tangenten  DC  und  BG  zeichnet  iind 
mittels   dieser   die  Figur   vervollständigt. 

Erkl.  404.  Der  willkürlich  gewählte 
Punkt  auf  der  Polare  des  verwendeten 
Schnittpunktes  der  zwei  Tangenten  in  Erkl. 
403  ist  an  der  Figur  124  und  127  jedes- 
mal ein  außerhalb  der  Kurve  liegender 
Punkt  R.  Es  kann  aber  ebensowohl  auch 
ein    Punkt    der    Polare    innerhalb    der 


oder  AD)  den  Punkt  C  (bezw.  B  oder 
F)  willkürlich  auswählt  und  die  vierte 
Tangente  hindurchlegt,  oder  aber 
auch,  indem  mau  auf  der  Berüh- 
rungssehne a  (bezw.  d  oder  e)  den 
Punkt  R  (bezw.  Q  oder  P)  will- 
kürlich auswählt  und  hieraus  das 
Polardreieck  bezw.  das  Tan- 
gentenvierseit ergänzt.  Im 
ersteren  Falle  liefert  jede  neu- 
gewählte Tangente  verschiedene 
Punkte  PQR,  aber  jedesmal  so,  daß 
pqr  drei  Paare  konjugierter 
Geraden  werden,  im  letzeren 
Falle  entstellen  umgekehrt  zuerst 
die  drei  Paare  konjugierter  Ge- 
raden pqr  und   zwar  jedesmal  in 
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Kurve  gcwiiliit  werden,  (ielit  man  niinilich 
in  Figur  124  und  1"J7  nicht  von  A  und 
a  aus,  sdudcrn  von  K  und  e,  s«i  hat  man  die 
Figur  für  den  inneren  Punkt  F.  Seine 
Verbindnngsgeraden  mit  den  zwei  anderen 
Eckpunkten  des  Tangentendreiecks  r=PA 
und  q  =  PD  sclnieiden  die  Seiten  ED  und 
und  EA  in  den  Schnittpunkten  der  Tan- 
gente CFB  und  .sind  /.wei  konjugierte 
Geraden.  Oder  legt  man  durch  P  als 
Punkt  der  Polaren  e  von  E  die  zwei 
konjugierten  CJeraden  PQ  und  PK, 
so  sind  deren  Sclinittpunkte  mit  EA  und 
ED  von  seihst  solche  vier  Punkte,  daß 
die  Verbindungsgeraden  AD  und  CB 
Kurventauffenten  werden  müssen. 


der  Lag?,  daß  sie  auf  den  drei  vor- 
liandeiieii  Tang-enten  DP],  EA,  AD 
die  Sehnittpunkte  C,  B,  F  einer  und 
derselben  vierten  Tangente  CBF 
ausschneiden.  Man  erhält  also  aus  der 
letztgenannten   Tatsache   den    Satz: 

Satz  a.  Verbindet  mau  in  einem 
Tangentendrei  seit  einen  belie- 
bigen Punkt  der  Polaren  eines  Eck" 
l)unktes  mit  den  beiden  anderen 
Eckpunkten,  so  erhält  man  stets 
zwei  konjugierte  Geraden. 

Und  als  l'mkehrung  dieser  letz- 
teren Beziehung  entsteht  der  merk- 
würdige 

Satz  b.  Werden  zwei  beliebige 
Kurve  ntangenten  geschnitten 
mit  irgend  zwei  konjugierten  Ge- 
raden, welche  durch  einen  Punkt 
ihrer  Berührungssehne  gehen, 
so  sind  die  Verbindungsgeraden 
der  entstehenden  Schnitti)unkte  stets 
zwei  neue  Kurventangenten. 


Erkl.  405.  Der  erste  der  beiden 
nebenstehenden  Sätze  ist  der  gestellten 
Aufgabe  entsprechend  aufs  Tangenten- 
dreiseit  bezogen,  man  sieht  aber  sofort, 
daß  der  zweite,  welcher  vom  Tangenten- 
dreiseit  unabhängig  erscheint,  die  wich- 
tigere   Tatsache    verzeichnet.     Denn    der 

erste  ergänzt  die  Figur  aus  Dreieck  zu  Viereck,  der  zweite  dagegen  lehrt  zu  zwei 
Tangenten  gleich  eine  dritte  und  vierte  hinzuzntinden.  Die  Durchführung  der 
nebenstehenden  Untersuchung  hat  in  genau  gleicher  Weise  zu  geschehen  an  Figur  124 
mit  der  Ellipse  als  Kernkurve  oder  an  Figur  127  mit  der  Hyperbel  als  Kernkurve  oder 
etwa  mit  einer  Parabel  als  Kernkurve.  Für  den  vorliegenden  Fall  ist  gerade  die 
Figur  127  angebracht,  weil  an  deren  Lagebeziehungen  leicht  die  folgenden  Anwendungen 
der  gefundenen  Sätze  sich  anknüpfen  lassen. 


Aufgabe  67.  Man  soll  das  Ergebnis 
voriger  Auflösung  auf  ein  solches 
Tangentenvierseit  der  Hyperbel 
anwenden,  das  zwei  Asymptoten 
enthält. 

Erkl.  406.  Denkt  man  sich  in  Fig.  127 
den  Punkt  A  als  Asymptotenschiiittpunkt, 
so  fällt  die  Sehne  a  mit  der  unendlich 
fernen  Geraden  zusammen,  folglich  liegt 
jeder  Punkt  von  a,  also  auch  R  unendlich 
fern,  und  die  Geraden  p  und  q  werden 
parallel.  Das  Polardreieck  PQR  wird 
zum  Parallelstreifen  mit  (irundscite  PQ, 
also  werden  auch  die  Tangenten  in  den 
Schnittpunkten  von  PQ  parallel  und  mit 
ihnen  auch  die  (Jeraden  c,  RA,  RC.  ^ 
Man  hat  also  hier  eine  teilweise  Voraus- 
nahme     der     Durchmesser -Eiiicnschaften 


Aiiflösiiiig.  Da  die  Asymptoten 
im  unendlichen  berühren,  so  ist  die 
Berührungssehne  der  Asymptoten 
die  unendlich  ferne  Gerade,  folglich 
sind  dann  die  konjugierten  Geraden 
durch  jeden  Punkt  von  a  in  Fig.  127 
parallel.  Und  man  erhält  als  ersten 
Satz:  Jedes  Paar  paralleler  Ge- 
raden durch  die  Schnittpunkte 
der  Asymptoten  mit  einer  be- 
liebigen Tangente  ist  ein  Paar 
konjugierter  Geraden  und 
schneidet  die  Asymptoten  in  den 
Schnitti)unkten  einer  neuen  Tan- 
gente. ITnd  werden  die  konjugierten 
Parallelgeraden  selbständig  erzeugt, 
so  entsteht  als  zweiter  Satz:  Irgend 
zwei      konjugierte      Parallel- 


Aufo-aben  über  das  Pohu-dreieck. 
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der  Hyperbel  und  ander.seits  eine  neue 
geunietrische  Ablcifuii.i;-  der  Maßeigen- 
scliaften  der  Hyi)erbel,  Avebdie  im  Ab- 
selinitt  4  b  des  II.  Teiles  und  in  der  zu- 
g-eliürigen  Aui'g-abe  behandelt  wurden. 
Parallele  konjugierte  (^ieraden  entstehen  sehr 
Sekante   und   eine   Parallele   zu   ihr  durch   ihren  Pol. 


gerade  ii  schneiden  auf  den 
Asymptoten  stets  die  Schnitt- 
punkte zweier  H  y  p  e  r  b  e  1 1  a  n- 
g  e  n  t  e  n  aus. 


einfach    durch    eine    beliebiu'e 


Aufgabe  68.  Man  soll  beliebig- 
viele  Hyperbeltangenten  kon- 
struieren, wenn  die  Asymptoten 
und   eine   Tangente    gegeben   sind. 


Andeutimg.     Man   verfährt   nach 
dem  ersten  der  beiden  vorigen  Sätze, 


Aufgabe  69.  Man  soll  das  Er- 
gebnis der  Auflösung  66  auf  die 
Parabel  anwenden. 

Erkl.  407.  Zur  Veranschaulichung 
nebenstehender  Beweisführung  wird  man 
statt  auf  Figur  127  eher  auf  Figur  124 
zurückgehen  und  etwa  die  Tangente  CBF 
ins  unendliche  gerückt  denken.  Der  neben- 
stehende Satz  a  gibt  dann  das  vereinigte 
Ergebnis  der  beiden  Sätze  der  Aufgabe  (jli, 
bezogen  auf  den  im  endlichen  liegenden 
Eckpunkt  des  Tangentendreiseits.  Dazu 
vergleic^.e  man  die  Figur  130  im  IL  Teile 
dieses  Lehrbuches.  Der  Satz  b  gibt  so- 
dann dasselbe  Ergebnis,  bezogen  auf  einen 
der  unendlich  fernen  Eckpunkte  des 
Tangentendreiseits.  L^a  von  diesem  nur 
die  eine  endliche  und  die  unendlich 
ferne  Tangente  ausgehen,  so  spricht  auch 
der  Satz  nur  von  dieser  einen  endlichen 
Tangente.  Durch  die  Schnittpunkte  der 
konjugierten  Geraden  mit  den  beiden  vor- 
handenen Tangenten  sollen  die  zwei  neuen 
Tangenten  gehen.  Die  eine  der  vor- 
liandenen  Tangenten  ist  aber  die  unendlich 
ferne,  wird  also  je  im  unendlich  fernen 
Punkt  der  beiden  konjugierten  Geraden 
getroffen,  und  folglich  müssen  die  beiden 
neuenTangenten  zu  den  beiden  konjugierten 
Geraden  parallel  laufen  durch  deren 
Schnittpunkte  mit  der  einen  vorliandenen 
Tangente.  Auch  diese  beiden  Sätze  können 
zu  Konstruktionen  der  Parabel  Ver- 
wendung finden. 

Sachs,  rrojektlvischc  (neuere)  Geometrie,    lll 


Auflösung.  Die  Parabel  hat  die 
unendlich  ferne  Gerade  zur  Tangente ; 
benutzt  man  also  diese  als  eine  Seite 
des  Tangentendreiecks,  so  hat 
man  einen  Eckpunkt  des  Dreiecks 
im  endlichen  und  die  zwei  andern 
im  unendlichen.  Die  Polare  des 
ersteren  Eckpunktes  ist  die  Be- 
rührungssehne zwischen  den 
beiden  im  endlichen  liegenden  Be- 
rührungspunkten der  beiden  Tan- 
genten, die  Polare  eines  der  andern 
geht  von  einem  dieser  Berührungs- 
punkte nach  dem  unendlich  fernen 
Berührungspunkte:  sie  ist  also  ein 
Durchmesser  der  Parabel.  Man 
erhält  hieraus  f  olgendeEigenschaf  ten 
der  Parabel: 

Satz  a.  Legt  man  durch  einen 
beliebigen  (inneren  oder  äußeren) 
Punkt  einer  Parabelsekante  die 
Parallelen  zu  den  beiden  Tan- 
genten ihrer  Kurvenschnittpunkte, 
so  sind  dies  zwei  konjugierte  Ge- 
raden und  treffen  die  beiden  Tan- 
genten in  den  Schnittpunkten  einer 
neuen  Tangente. 

Satz  b.  Wird  eine  beliebige 
Parabeltangente  geschnitten  mit 
irgend  zwei  konjugierten  Ge- 
raden, welche  durch  einen  Punkt 
des  durch  ihren  Berührungspunkt 
laufenden   Durchmessers   gehen,   so 

Teil.  16 
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sind  die  Parallelen  zn  den  beiden  konjupfierten  Geraden  dnreli  die  ent- 
stehenden Schnittpunkte  zwei  neue  Paraheltangenten. 


Aufgabe  70.  Beliebig  viele  Tan- 
genten einer  Parabel  zu  kon- 
struieren, von  welcher  zw^ei  Tan- 
genten nebst  Berührungs- 
punkten gegeben  sind.  


Aufgabe  71.  Beliebig  viele  Para- 
beltangenten zu  zeichnen,  wenn 
eine  Tangente  nebst  Berüh- 
rungspunkt und  zugehörigem 
Durchmesser  und  eine  zweite 
Tangente  gegeben  ist.  


Aufgabe  72.  Die  Beziehungen  der 
konjugierten  Punkte  zu  einem 
Sehnendreieck  zu  untersuchen. 

Erkl.  408.  Die  auf  die  Fi,u-ur  124 
und  127  in  den  Aufgaben  66  und  72  zur 
Anwendung  gebrachte  Untersucliungs- 
methdde  hat  ihr  Gegenstück  besonders 
in  gewissen  Methoden  der  rechnenden 
Physik:  Wenn  zwischen  irgend  Avelchen 
Größen,  z.  B.  Fahratnn,  Fallzeit  und  Erd- 
schwere, oder  Pendellänge,  Schwingungs- 
zeit und  Erdschwere  eine  gesetzmäßige 
Beziehung  durch  eine  Formel 


I  dort  s 


•  t-,  hier  t 


-F^) 


hergestellt  bezw.  aufgefunden  ist,  so  kann 
nicht  nur  der  eine  Wert  aus  den  beiden 
andern,  sondern  auch  stets  einer  der  andern 
aus  den  übrigen  (irößen  abgeleitet  werden. 
So  dient  hier  zur  Herstellung  der  Be- 
ziehungen an  der  Figur  124  bezw.  127 
entweder  das  ursprüngliche  Tangenten- 
vierseit  bezw.  Selmenvicreck,  oder  es 
wird  umgekehrt  ans  den  übrigen  Elementen 
dieser  Figur  das  Tangentenvicrscit  bezw. 
Sehnenviereck  hergestellt. 

Erkl.  409.  Wählt  man  durch  den 
Pol  A  der  Sehne  a  willkürlich  die  Ge- 
rade r,  so  ist  auch  festgelegt  der  Pol  R 
auf  a,  und  sodann  gibt  es  auf  r  beliebig 
viele  Paare  konjugierter  Punkte.  Ein 
erster  derselben,   etwa   (rd),   liefert  din'eh 


Andeutung.     Man   verfährt   nach 
Satz   a    der   vorigen    Auflösung  (59. 


Andeutung.     Man   verfährt   nach 
Satza  und  b  der  vorigen  Auflösung  69. 


Auflösung.  Ein  Sehnendreieck  er- 
hält  man    aus    dem    Sehnenviereck 
durch  Weglassung  einer  Ecke.  Wird 
also  in  Figur  124  oder  127  das  Drei- 
eck ade   der  Sehnen    a,   d,   e    fest- 
gehalten, so  bleibt  von  den  übrigen 
Elementen      der      Figur      ebenfalls 
unverändert   das  Tangentendreiseit 
ADE  der  Pole  jener  Sehnen,  wovon 
A  auf  r,  D  auf  q,  E  auf  p  liegt.  Die 
Vervollständigung   der   Figur    zum 
Sehuenviereck  kann  nun  geschehen, 
indem  man  entweder  nach  gewöhn- 
licher Weise  durch  eine  der  Ecken 
K  =  (de)  bezw.  durch  (ea)  oder  (ad) 
die  Sehne  c  bezw.  b  oder  f  willkürlich 
auswählt  und  den  vierten  Eckpunkt 
darauf  nimmt,  oder  aber  auch,  indem 
man  durch  den  Pol  A  bezw.  D  oder 
E  die  Gerade  r  bezw.  q  oder  p  will- 
kürlich auswählt  und  hieraus  das 
Polardreiseit  bezw.   das   Sehnen- 
viereck   ergänzt.     Im    ersten    Fall 
liefert    jeder   neugewählte  Kurven- 
l^unkt    verschiedene    Geraden    pqr, 
aber   jedesmal   so,    daß    PQR    drei 
Paare      konjugierter      Punkte 
w^erden,  im  letzteren  Falle  entstehen 
umgekehrt    zuerst    die    drei    Paare 
konjugierter  Punkte  PQR  und 
zwar  jedesmal  in  der  T^age,  daß  ihre 
Verbindungsgeraden    mit   den  Eck- 
ininkten  (ed)  (da)  (ae)  einen  und  den- 
seli)en       vierten      Kurvenpunkt 


Aiifirabeii   üIxt  (Ins  Pol.-irdrcicck. 
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R  die  Seite  p  des  rolardrciseits  mid  die 
Seiten  d  und  b  des  Sebnenvierecks.  Dann 
ist  aber  fest}:;elegt  durcb  r  und  p  die  dritt*^ 
Seite  q  des  Polardreiseits,  und  aiicli  der 
zweite  konjui^-ierte  Punkt  auf  r  ist  nieht 
mehr  willkürlich,  sondern  er  muß  auf  q 
liegen  und  muß  die  Diagonalen  f  und  e 
des  Sehnenvierecks  liefern.  Man  kann 
also  letztere  entweder  dadurch  festlegen, 
daß  man  zu  Q  den  konjugierten  Punkt  P 
konstruiert,  oder  dadurch,  daß  man  mittels 
der  Sehnen  d  und  b  durch  Q  die  Kurven- 
punkte (de)  imd  (bc)  zeichnet  und  aus 
diesen  die  Figur  vervollständigt. 

Erkl.  410.  Die  willkürlich  gewählte 
Gerade  durch  den  Pol  der  verwandten 
Sekante  ist  in  Erkl.  409  an  der  Figur  124 
und  127  jedesmal  eine  die  Kurve 
schneidende  Gerade  r.  Es  kann  aber  eben- 
sowohl auch  ein  Strahl  des  Poles  außer- 
halb der  Kurve  gewählt  werden.  Geht 
man  nämlich  in  Figur  124  und  127  nicht 
von  A  und  a  aus,  sondern  von  e  und  E, 
so   hat   man   die  Figur   für  die   äußere 

Gerade  p.  Ihre  Schnittpunkte  mit  den  zwei  anderen  Seiten  des  Sehnendreiecks  R==(pa) 
und  Q  =  (pd)  liefern  durch  Verbindung  mit  den  Eckpunkten  (ea)  und  (ed)  den 
Kurvenpunkt  (cfb)  und  sind  zwei  konjugierte  Punkte.  Oder  wählt  man  auf  p 
als  Strahl  durch  den  Pol  E  von  e  die  zwei  konjugierten  Punkte  (pq)  und  (pr), 
so  sind  deren  Verbindungsgeraden  mit  (ea)  und  (ed)  von  selbst  solche  vier  Geraden, 
daß  die  Schnittpunkte  (ad)  und  (cb)  zu  Kurvenpunkten  werden  müssen. 


(c,  b,  f)  ausschneiden.  Man  erhält 
also  aus  der  letztgenannten  Tatsache 
den  Satz: 

Satz  a.  Bringt  man  in  einem 
Sehnendreieck  eine  beliebige  Ge- 
rade durch  den  Pol  einer  Seite  zum 
Schnitt  mit  den  beiden  anderen 
Seiten,  so  erhält  man  stets  zwei 
konjugierte    Punkte. 

Und  als  Umkehrung  dieser  letzten 
Beziehung  entsteht  der  merkwürdige 
Satz: 

Satz  b.  Werden  zwei  beliebige 
Kurvenpunkte  verbunden  mit 
irgend  zwei  konjugierten  Punk- 
ten, welche  auf  einem  Strahle 
durch  den  Pol  ihrer  Verbindungs- 
sekante liegen,  so  sind  die  Schnitt- 
punkte der  entstehenden  Verbin- 
dungsgeraden stets  zwei  neue 
Kurven  p  u  n  k  t  e. 


Aufgabe  73.  Man  soll  das  Er- 
gebnis der  vorigen  Aufgabe  an- 
wenden auf  ein  Sehnendreieck  der 
Hyperbel,  welchesdie unendlich 
ferne  Sekante  als  Seite  besitzt. 

Erkl.  411.  Eine  Parallel  gerade  zu  einer 
Asymptote  der  Hyperbel  trifft  die  Hyperbel 
im  unendlich  fernen  Punkt  eben  dieser 
Asymptote,  kann  also  mit  der  Hyperbel 
sonst  nur  noch  einen  Punkt  gemeinsam 
haben.  Liegt  dabei  der  gewählte  Ausgangs- 
punkt der  Parallelgeraden  innerhalb  der 
Hyperbel,  so  muß  der  genannte  Kurven- 
schnittpunkt zu  liegen  kommen  zwischen 
dem  Ausgangspunkt  und  dem  Schnittpunkt 
der  Parallelen  mit  der  zweiten  Asymptote. 
Liegt  der  Ausgangspunkt  im  Innenwinkel 
der  Asymptoten,  so  muß  der  Kurvenpunkt 


Auflösung.  Wird  die  unendlich  ferne 
Gerade  als  Seite  des  Sekantendrei- 
ecks benutzt,  so  sind  zwei  Eckpunkte 
dieunendlichfernenHyperbelpunkte, 
also  werden  die  dorthin  laufenden 
Sehnen  zu  Parallelgeraden  der 
Asymptoten.  Der  Pol  der  unendlich 
fernen  Sekante  ist  als  Schnittpunkt 
der  Asymptoten  der  Hyperbelmittel- 
punkt, jede  Gerade  durch  ihn  ein 
Durchmesser,  und  jedes  Paar  kon- 
jugierter Punkte  liegt  harmonisch 
getrennt  zu  den  Kurvenschnitt- 
punkten  dieses  Durchmessers.  Die 
Geraden  von  solchen  konjugierten 
Punkten  nach  den  beiden  anderen 
Eckpunkten  dieses  Sehnendreiecks 
sind    ebenfalls    Parallelgeraden    zu 

16* 
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jeder  Asymptoreiiparaileleu  im  gleichen 
Innenwinkelraiun  liegen:  liegt  der  Aus- 
gangspunkt im  Außenwinkel  der  Asymp- 
toten, so  liegt  der  Kur\  en.sclinittjjunkt  der 
Parallele  in  demjenigen  Innenwinkelraum 
der  Asymptoten,  durcli  weldieu  diese 
l'arallele  iiindurchgelit,  miiglielierweise 
sehr  weit  entfernt,  wenn  niimlich  die 
Parallele  so  nahe  bei  der  Asymptote  ver- 
liiuft,  daß  der  Hyperbelast  erst  in  großer 
Entfernung  noch  näher  an  die  Asymptote 
herankommt,  als  der  Abstand  dieser 
Parallelen    von    der    Asymi)tote    beträgt. 


den  Asymptoten,  und  so  entsteht 
der  Satz:  Zieht  man  (hirch  einen 
heliehig-en  Hy  perhelpnnk  t  die 
Parallel  geraden  zu  den  heiden 
Asymptoten,  so  werd  en  auf 
jedem  Durchmesser  der  Hyi)erl)el 
zwei  konjugierte  Punkte  aus- 
geschnitten. Fnd  werden  diese  kon- 
jugierten Punkte  selbständig  ge- 
wählt, so  erhält  man  den  anderen 
Satz:  Die  P  a  r  a  1 1  e  1  g  e  r  a  d  e  n  zu 
den  Asymptoten  durch  irgend 
zwei  kon j ugiertePunkte  eines  be- 
1  iebigen  H  y  p  e  r b  e  1  d  u  r c h  m  e s  s e  r s 
liefern  als  Schnittpunkte  stets 
zwei  neue  K  u  r  v  e  n  p  u  n  k  t  e  der 
Hyperbel. 


Aufgabe  T-t.  Man  soll  beliebig 
viele  H  y  p  e  r  b  e  1  p  u  n  k  t  e  kon- 
struieren, wenn  die  Asymptoten 
und  ein  Hyperbelpunkt  gegeben 
sind. 


Audeutiing.  Man  erhält  zweierlei 
Lösungen,  je  nachdem  man  nach  dem 
Satz  von  Paskai  oder  nach  dem 
zweiten  der  vorigen  Sätze  konstruiert. 


5.  Aufgaben  über  Mittelpunkt  und  Durchmesser  der  Kurven. 

(Zu  Absolinitt   i'a.   b.) 


Aufgabe  75.  Von  einer  konti- 
nuierlich gezeichnet  vorliegenden 
Kurve  den  Mittelpunkt  zu  finden. 

Erkl.  412.  Von  den  drei  neben- 
stehenden Lösungen  dieser  Aufgabe  be- 
nutzt die  erste  dreimal  die  Halbierung 
einer  Strecke,  die  zweite  nur  zweimal, 
die  dritte  garnicht.  Es  ist  also  diese 
letztere  die  der  projektivischen  Geometrie 
angemessenste  Lösung,  sie  braucht  aber 
mehr  Liuienzüge  als  die  vorhergehenden, 
denn  sie  benützt  den  Fall  1 «  der  Antwort 
39,  während  die  anderen  Lösiuigen  auf 
ly  derselben  Antwort  beruhen.  —  Die 
erste  Lösungsweise  führt  nur  dann  nicht 
zum  Ziel,  wenn  die  Parallelsehnen  bei 
einer  Hyperbel  durch  beide  Aeste  gelegt 
sind:   denn   der  dadurch   erzeugte   Lurch- 


Auflösung.  I)  Man  zieht  ein 
paralleles  Sehnenpaar  durch 
die  Kurve,  halbiert  beide  Sehnen- 
strecken, verbindet  dieMittel])unkte, 
bringt  die  entstehende  Verbindungs- 
gerade zum  Schnitt  mit  der  Kurve 
und  hall)iert  wieder  den  so  ent- 
standenen Durchmesser.  Der  Mittel- 
punkt ist  Kurvenmitteli)unkt. 

II)  Man  zieht  zwei  Paare  von 
Parallelsehnen  und  verbindet 
die  Mittelpunkte  jedes  Paares.  Der 
Schnittpunkt  beider  Verbindungs- 
geraden ist  der  Kurvenmittelpunkt. 

III)  Man  zieht  zwei  Paare  von 
Parallel  seh  neu  und  vervollstän- 
digt jedesmal  das  durcli  ihre  Kurven- 
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messei-  der  Hyperbel  ist  ein  nicht  Schnittpunkte  bestimmte  Sehnen- 
schneidender,  l<ann  mIso  nielit  lialbiert  viereek.  Die  Verbindungsgeraden 
werden.  der  beiden   im   endlichen  liegenden 

Nebenecken  jedes  Vierecks  schneiden 
einander  im  K  u  r v e  n  m  i  1 1  e  I  p u  n  k  t. 


Aufgabe  76.     Den   Mittelpunkt    einer   Hyperbel    zu   finden,    von 
welcher  nur  der  eine  Ast  gezeichnet  vorliegt. 


Aufgabe  77.     Die    Durchmesserrichtung    einer    gezeichnet    vor- 
liegenden Parabel  aufzusuchen. 


Aufgabe  78.  Von  einer  durch 
fünf  Punkte  bestimmten  Kurve 
den  Mittelpunkt  zu  suchen. 

Erkl.  413.  Als  besondere  Fälle  ge- 
hören zur  vorliegenden  Aufgabe  alle  die 
veränderten  Ausdrucksweisen,  welche  für 
die  Bestimmung  einer  Kurve  durch  fünf 
Punkte  aufgestellt  werden  können.  So 
findet  man  im  II.  Teile  die  Bestim- 
mungen, daß  die  Ivurve  einem  gegebenen 
Fünfeck  umgeschrieben  sein  soll,  oder 
einem  Viereck  bezw.  Dreieck  so  um- 
geschrieben, daß  sie  noch  durch  einen 
bezw.  zwei  gegebene  Punkte  gehe.  Auch 
kann  durch  I^«,  eine  oder  zwei  Asymp- 
totenrichtungen gegeben  sein.  Doch  können  die  dahin  laufenden  l'arnllelsehnen  zur 
nebenstehenden  Auflösung  nicht  Verwendung  finden,  da  sie  durch  denselben  Kurven- 
pimkt  gehen,    also  kein  Sehnen  vi  er  eck  liefern. 


Auflösuug'.  Man  verbindet  zwei 
der  gegebenen  Punkte,  zieht  durch 
einen  dritten  derselben  die  Parallele 
zu  der  Verbindungsgeraden  und 
konstruiert  nach  Paskai  auf  dieser 
Parallelen  den  zweiten  Kurven- 
punkt. Dadurch  kennt  man  ein 
erstes  Paar  von  Parallelsehnen. 

Man  wiederholt  dieselbe  Kon- 
struktion ein  zweites  Mal,  und  ver- 
fährt mit  den  beiden  so  erhaltenen 
Sehnenvierecken  nach  der  dritten 
Auflösung  der  Aufgabe  75. 


Aufgabe  79.  Man  beweise,  daß  alle  demselben  Trapez  umge- 
schriebenen Kurven  einen  gemeinsamen  Durchmesser,  und  daß 
alle  demselben  Parallelogramm  umgeschriebenen  Kurven  gemein- 
samen Mittelpunkt  haben. 


Aufgabe  80.  Eine  Kurve  zu  kon- 
struieren, von  der  gegeben  sind 
drei  (für  Parabel  zwei)  Punkte 
und  in  einem  derselben  sowohl 
Tangente  als  Durchmesserrichtung. 


Audeutuug.  Man  erhält  eine  El- 
lipse, Parabel  oder  Hyperbel  je  nach 
der  Lage  zu  der  einzigen  Parabel, 
welche  der  zweite.  Punkt   festlegt. 


Aufgabe  81.  Von  einer  Kurve  den  Mittelpunkt  zu  konstruieren, 
wenn  dieselbe  dvirch  drei  Punkte  nebst  Tangenten  in  zweien  derselben 
bestimmt  ist. 


246 


Prujektivische  (neuere)  Geumetrie.     111.  Teil. 


Erkl.  414.  Die  zweite  nebenstehende 
Aullö-sung  bildet  eine  Anwendung'  der 
Antworten  1/^  und  1/  der  Antwort  39, 
welche  in  AuHösung  der  Aufgabe  80 
noch  besondere  Erörterung  erführt. 
S.  u.  Erkl.  417.  —  Auch  diese  Auf- 
gabe kann  dieselben  Abänderungen  er- 
fahren, welche  in  Erkl.  413  für  Auf- 
gabe 78  angedeutet  wurden. 


Aiillösiiiig.  I)  Man  kann  ver- 
fahrfii  g-ciiau  wie  in  Auflösung"  der 
Aufgabe  78. 

II)  Man  verl)in(let  die  Berüh- 
rungspunkte der  beiden  gegel)enen 
Tangenten,  halbiert  dieVerbinfhmgs- 
strecke  und  verbindet  deren  Mittel- 
l)unkt  mit  dem  Schnittpunkt  der 
Taugenten.  Diese  Gerade  muß  der 
eine  Durchmesser  sein.  Dazu  kon- 
struiert man  dann  noch  einen 
zweiten  wie  zuvor. 


Aufj^abe  82.     Dieselbe  Aufgabe    für    eine  Kurve    zu    lösen,    welche 
durch  vier  Punkte  nebst  Tangeute  in  einem  derselben  bestimmt  ist. 


Aufgabe  83.  Den  Mittelpunkt 
einer  Kurve  zu  konstruieren,  welche 
bestimmt  ist  durch  fünf  Tan- 
genten oder  durch  vier  Tan- 
genten nebst  einem,  oder  durch 
drei  Tangenten  nebst  zwei  Be- 
rührungspunkten. 

Erkl.  415.  Von  den  vielen  Abände- 
rungen, welche  auch  diese  Aufgaben 
erfahren  können,  sei  nur  diejenige  er- 
wähnt ,  daß  wenn  die  Parabel  in  Betracht 
kommt,  dann  eine  der  im  endlichen 
gegeljeuen  Tangenten  in  Wegfall  kommt; 
und  wenn  auf  der  unendlich  fernen  Tan- 
geute der  Berührungspunkt  gegeben  ist, 
so  ist  dies  von  vornherein  schon  der 
Kurvenmittelpunkt,  die  Richtung  nach 
ihm   die   Durchmessorrichtung. 

Erkl.  410,  Sind  bei  der  liyperl)el 
beide  Asymptoten  gegeben,  so  ist  als 
deren  Schnittpunkt  auch  sofort  der 
Mittelpunkt  gegeben;  ist  inn-  eine  Asymp- 
tote bekannt,  so  liefei't  eine  belie1)ige 
andere  samt  Berührungspunkt  gegebene 
Tangente  einen  Punkt  der  zweiten 
Asymptote  durch  Verdoppelung  der  Ab- 
standsstrecke zwisclien  dem  Berührungs- 
l)unkt  und  der  ersten  Asymptote.  Auch 
aus  einer  der  Asymptotenrichtungen 
und   damit   der   Kurvcnuiittflpunkt  bestimmt 


Auflösung.  I)  Man  konstruiert 
nach  Brianchon  im  ersten  Falle 
auf  drei,  im  zweiten  Falle  auf 
zwei,  im  dritten  Falle  noch  auf  einer 
der  Tangenten  den  Berührungs- 
punkt und  verbindet  den  Mittel- 
punkt zweier  Berührungssehnen 
mit  dem  Schnittpunkt  der  zu- 
gehörig-en  Tangenten.  Diese  Ver- 
biudungsgeraden  sind  Durchmesser 
der  Kurve  und  schneiden  einander 
im  Mittelpunkt. 

II)  Mau  konstruiert  nach  Bri- 
anchon zu  zweien  der  g'egebenen 
Tangenten  die  parallelen  Tangenten, 
dann  ist  die  Mittelparallele  der 
beiden  Paralleltangenten  stets  ein 
Durchmesser  der  Kurve. 

III)  DurchZusammenfassungbeider 
Lösuugsweisen  kann  man  jedesmal 
durch  höchstens  zwei  Konstruk- 
ticmen  zum  Ziele  gelangen,  indem 
man  im  ersten  Falle  zweimal 
nach  II  verfährt,  im  zweiten  Falle 
zW'Cimal  I  oder  zweimal  II  oder 
einmal  I  und  einnuil  II. 


könncH    nach    Paskai 
werden. 


'ide    Asymptoten 
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Aufgabe  84.  Man  l)eweise,  daß  alle  demselben  Trapez  an-  oder  ein- 
g-eschriebenen  Kurven  einen  gemeinsamen  Durchmesser,  und  alle  demselben 
Parallelogramm  an-  oder  eingeschriebenen  Kurven  gemeinsamen  Mittel- 
punkt haben. 


Aufgabe  85.  Man  soll  ein  Er- 
kennungsmittel angeben,  um  zu 
entscheiden,  ob  ein  gegebener 
Kurvenbogen  einer  Ellipse  oder 
Parabel  oder  Hyperbel  angeliört. 


Auflösuug.  1)  Die  Antworten 
Iß  und  ;'  der  Frage  39  besagen, 
daß  für  irgend  eine  Sekante  der 
Kurve    sowohl     der    Sehnenmittel- 


c. 


Erkl.  417.  Der  nebenstehende  Satz 
ist  bereits  in  Aufgabe  81  und  83  ver- 
wandt worden  und  in  Erkl.  413  ange- 
kündigt. Man  kann  demselben  auch  fol- 
gende Gestalt  geben:  Für  jede  Kurve, 
Avelche  zwei  Seiten  eines  Dreiecks 
in  den  beiden  Endpunkten  der 
Grundseite  berührt,  ist  die  Mittel- 
linie des  Dreiecks  ein  Durchmesser. 
Der  Satz  dient  zur  Aufündung  des 
Kurvendurchmessers  durch  jeden  äußeren 
Punkt,  wenn  dessen  Polare  nebst  Kurven- 
schnittpunkten gegeben  ist. 

Erkl.  418.  Der  zweite  Teil  neben- 
stehender Untersuchung  bildet  für  alle 
Kurven  eine  allgemeine  Anwendung  von 
dem  besonderen  Falle,  welcher  in  Er- 
klärung 139  für  die  Parabel  bereits 
ausgenützt  worden  ist.  Allgemeine  Er- 
örterung der  Lage  des  vierten  harmo- 
nischen Punktes  zu  zwei  festen  Grund- 
punkten bei  veränderlicher  Lage  des 
dritten  ist  bereits  bei  Einführung  der 
harnionischen  Beziehung  durchgeführt 
worden  in  Antwort  7   des  IL  Teiles.  — 


punkt  als  auch  der  Schnittpunkt 
der  Tangenten  ihrer  Kurvenpunkte 
auf  dem  Durchmesser  liegen, 
welcher  die  Polare  des  unendlich 
fernen  Punktes  der  Sekante  ist. 
Man  kann  also  zunächst  den  Satz 
aussprechen : 

Satz.  Die  Verbindungsgerade 
ei  nesTangentenschnitt  Punktes 
mit  dem  Mittelpunkt  der  zu- 
gehörigen Berührung"ssehne 
ist  stets  ein  Durchmesser  der 
Kurve. 

2)  Auf  solchem  Durchmesser 
schneidet  die  Berührungssehne  als 
Polare  des  Tangentenschnittpunktes 
den  vierten  harmonischen  Punkt 
aus  zu  den  beiden  Kurvenschnitt- 
punkten des  Durchmessers  und  dem 
Tangentensclmittpunkte.  Also  ist 
umgekehrt  der  zwischen  Berührung-s- 
sehne  und  Tangentenschnittpunkt 
liegende  Kurvenpunkt  als  vierter 
harmonischer  Punkt  zugeordnet  dem 
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Die  Zeichniinji'  ist  an  Figur  128  der 
Deutlichkeit  halber  für  ein  ziemlich 
großes  Bogenstück  durchgeiUhrt.  Sie 
gilt  aber,  und  darin  Itesteht  eben  ilir 
wesentlicher  Wert,  fiii-  ein  beliebig  kleines 
Stück,  wenn  man  dasselbe  nur  durch 
eine  Sekante  schneiden  und  zu  dieser 
auf  irgend  welchem  Wege  den  Pol  kon- 
struieren kann  —  am  ehesten  durch  Au- 
legen der  Tangeuten  in  den  Sehnen- 
schnittpunkten. 

Erkl.  419.  Denkt  man  sich  durch 
den  Mittelpunkt  0  der  Strecke  PQ 
eine  Parallele  zur  Sekante  p  gelegt,  so 
muß  diese  auf  jeder  der  betr.  Tangenten- 
Strecken  von  P  an  die  Kurve  den  Mittel- 
punkt treffen.  Man  kann  daher  auch 
umgekehrt  diese  die  beiden  Taugenten- 
strecken halbierende  Parallele  zur  Unter- 
scheidung benutzen.  Für  die  Ellipse 
(Fig.  128  a)  muß  sie  außerhalb  der  Kurve 
verlaufen,  für  die  Parabel  (Fig.  128b) 
muß  sie  die  Kurve  berühren,  die  Hy- 
perbel (Fig.  128  c)  muß  sie  in  zwei 
Punkten  schneiden.  Dabei  folgt  aus  den 
Durchmessereigenschaften  einerseits,  daß 
wenn  der  Kurvenbogen  nicht  durch  0 
hindurchgeht,  dann  die  Tangente  in 
K  jedenfalls  doch  zu  p  parallel  sein 
muß,  oder  daß  wenn  umgekehrt  die 
Mittelparallele  zwischen  P  und  p  die 
Kurve  berührt,  dies  nirgends  anders 
sein  kann,  als  im  gemeinsamen  Mittel- 
punkt dieser  Parallelstrecke  selber  und 
der  Strecke  PQ,  nämlich  im  zusammen- 
fallenden Punkt  0=K  der  Fiaur   128  b. 


zweiten  Knrvensehnittpunkt  des 
Durcliniessei's.  Dieser  letztere  aber 
liegt  bei  jedem  Kurvendurelimesser 
in  derselben  Richtungwie  derKurven- 
mittelpunkt,  also  bei  der  Ellipse 
auf  der  Innenseite  des  Kurven- 
bogens,  bei  der  Parabel  im  Un- 
endlichen, bei  der  Hyperbel  auf 
der  Aui3enseite  des  Knrvenbogens. 
Und  hiernach  richtet  sich  dann 
auch  für  den  vierten  harmonischen 
Punkt  innerhalb  der  harmoniscli  ge- 
teilten Strecke  zwischen  Berührungs- 
sehne und  Tangentenschnittpunkt 
die  Lage  diesseits  oder  jenseits  des 
Mittelpunktes  dieser  Strecke. 

3)  Hieraus  erhält  man  folgende 
Lösung  der  gestellten  Aufgabe: 
Man  schneidet  den  gegebenen 
Kurvenbogen  (Fig.  128)  in  zwei 
Schnittpunkten  durch  eine  Se- 
kante p  und  konstruiert  deren 
PolP.  Diesen  Punkt  P  verbindet 
man  mit  dem  Mittelpunkt  Q 
der  Sehne  und  halbiert  die 
Verbindungsstrecke  PQ.  Liegt 
nun  der  Kurvenschnittpunkt  K 
auf  der  inneren  Hälfte  der 
Strecke,  so  ist  die  Kurve  eine 
Ellipse,  liegt  er  im  Mittel- 
punkt, so  ist  die  Kurve  eine 
Parabel,  liegt  der  Knrven- 
sehnittpunkt auf  der  äußern 
Hälfte,  so  ist  die  Kurve  eine 
Hyperbel.  Denn  im  ersten  Falle 
liegt  der  zweite  Kurvenschnitt- 
punkt des  Durchmessers  samt  dem 
Kurvenmittelpunkt  nach  innen,  im 
zweiten  im  unendlichen,  im  dritten 
nach  außen. 


Erkl.  420.  Wenn  die  Mittelparallele 
zwischen  P  und  p  die  Kurve  in 
zwei  Punkten  trifft,  so  haben  diese 
Schnittpunkte  U  und  V  der  Figur 
128c     noch    besondere    Bedeutung.     Da 

nämlich  auf  jeder  Sekante  durch  P  die  Polare  p  den  vierten  liaruKmischcu 
Punkt  zu  P  und  den  Kurvenschnittpunkten  ausschneidet,  so  muß  auch  auf  PU  und 
PV  der  Punkt  U  und  V  der  vierte  harmonische  sein  zum  zweiten  Kiu-vensehnittpunkt 
auf  PU  und  PV.  Da  aber  der  eine  davon,  nämlich  eben  U  und  V  im  ^Slittclpuukt 
zwischen  P  imd  p  liegt,  so  muß  der  vierte  harmonisch(?  im  unendlichen  liegen; 
d.h.  in  der  Richtung  PU  und  P\'  liegen  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Hyperbel, 
oder  PU  und  PV  sind  die  Asymptotenrichtuugen,  die  Hyperbelasyniijtotcu  sind  die 
durch   den  Mittelpunkt  ]\I  gelegten  Parallelen  zu  PU  und   PV. 


Aufgaben   über  Duroluuesser  und   Mittelpunkt   der  Kui'Aen. 
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Aufgabe  86.  Einem  gegebenen 
Winkel  eine  Kurve  so  einzu- 
schreiben, daß  die  Schenkel  in  vor- 
geschriebenen Punkten  berührt 
werden,  und  daß  der  Kurvenmittel- 
punkt auf  eine  gegebene  Gerade  zu 
liegen  kommt. 


Ancleutiiiis:.  Man  beachte  die 
Lage  der  Kurve  zur  einzig  mög- 
lichen Parabel. 


Aufj^abe  87.  Von  einer  Kurve 
seien  gegeben  zwei  Tangenten  nebst 
Berührungspunkten  und  ein  belie- 
bige rKurvenpunktK  auf  deniDurch- 
messer  des  Tangentenschnittpunktes. 
Man  soll  die  Kurve  konstruieren 
und  ihre  Gattung  bestimmen. 

Erkl.  421.  Die  Bestimnuinii-sstUcke 
der  Kurve  in  vorliegender  Aufgabe  sind 
niclit  anderer  Art,  als  in  den  bisherigen 
Aufgaben  zulässig  war.  Denn  der  ein- 
zelne Kurvenpunkt  bildet  mit  den  zwei 
Tangenten  die  Gruppe  (PT)  (PT)  P  für 
Konstruktion  nach  Paskai.  Seine  be- 
sonders ausgezeichnete  Lage  aber  erlaubt 
sofort  weitere  Schlüsse  über  drei  weitere 
Kurveneleuiente,  nämlich  einen  weiteren 
Punkt  auf  demselben  Durchmesser  und 
die  zwei  Tangenten  in  denselben  beiden 
Punkten.  Denn  nach  dem  Satz  14 
müssen  die  Tangenten  in  den  Kurven- 
schnittpunkten jedes  Durchmessers  pa- 
rallel laufen  zu  den  Berührungssehnen 
jedes  Tangentenpaares,  welches  seinen 
Schnittpunkt  auf  diesem  Durchmesser 
hat.  Die  Lage  des  Kurvenpunktes 
auf  PQ,  ist  in  nebenstehender  Aufgabe 
weit  allgemeiner  zulässig  als  in  der 
vorhergehenden,  wo  er  nur  zwischen 
P  und  Q,  liegen  konnte,  während  hier 
die    ganze  Clerade    zur  Verfügunü'   steht. 


Auflösung.  1)  Man  ziehe  die 
Geraden  p  und  PK  und  halbiere 
PQ  (Fig.  128).  Liegt  nun  etwa  der 
Punkt  K  genau  im  Mittelpunkt  O, 
oder  im  unendlich  fernen  Punkt 
von  PQ,  so  ist  die  Kurve  eine 
Parabel;  liegt  Punkt  K  zwischen 
O  und  Q  oder  außerhalb  PQ  jenseits 
Q,  so  ist  die  Kurve  eine  Ellipse 
und  hat  als  zweiten  Kurvenpunkt 
L  auf  PQ  den  vierten  harmonischen 
Punkt  zu  PQK,  als  Kurvenmittel- 
punkt den  Mittelpunkt  der  Strecke 
KL;  liegt  Punkt  K  zwischen  O  und 
P  oder  außerhalb  PQ  jenseits  P,  so 
ist  die  Kurve  eine  Hyperbel  und 
hat  wieder  als  zweiten  Kurvenpunkt 
L  auf  PQ  der  vierten  harmonischen 
zu  PQK  und  als  Kurvenmittelpunkt 
den  Mittelpunkt  der  Strecke  KL. 

2)  Zur  weiteren  Konstruktion 
kann  Paskai  oder  Brianchon  ver- 
wendet werden,  denn  man  kennt 
vier  Punkte  uebst  Tangenten,  näm- 
lich außer  den  zwei  Tangenten 
nebst  Berührungspunkten  auch  die 
Punkte  K  undL  nebst  Tangenten, 
weil  letztere  beide  zur  Sehne  p 
parallel  laufen  müssen. 


Aufgabe  88.  Man  soll  unter- 
suchen, wie  viel  Elemente  unter 
den  Bestimmungsstücken  der  Kurve 
durch  den  gegebenen  Kurven- 
mittelpunkt  ersetztwerden  können. 


Erkl.  422. 

gebnis    zeigt 


Das     nebenstehende     Er- 
sieh   als    Anwendung    des 


Auflösung".  Zu  jedem  gegebenen 
K  u  r  V  e  n  p  u  n  k  t  e  liefert  der  Kurven- 
mittelpunkt einen  zweiten  im 
gleichen  Abstand  auf  seinem 
Durchmesser  jenseits  des  Mittel- 
punktes, also  wird  die  Zahl  der 
Punkte  verdoppelt.      Aber  auch 
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Satzes  in  Auflösimg  der  Aufgabe  9. 
Denn  da  der  Mittelpunkt  Pol  der  unendlich 
fernen  Geraden  ist,  so  ist  durch  den  ge- 
gebenen Mittelpunkt  eigentlich  nichts 
anderes  gegeben  als  eine  Gerade  nebst 
Pol.  Auch  die  nebenstehende  Ausführung 
der  Konstruktion  stimmt  überein  mit 
jener  in  Aufgabe  9,  denn  die  Verdoppelung 
der  Strecke  KM  ist  Aufsuchung  des 
vierten  harmonischen  Punktes  zu  P=M,  K 
und  dem  unendlich  fernen  Schnittpunkt 
von  PK  mit  p«  i  wud  die  Paralleltangente 
zu  k  im  gleiclien  Abstand  jenseits  M  ist 
die  vierte  harmonische  Gerade  zu  k,  p^o 
und  der  Verbindungsgeraden  von  M  mit 
(kpx).  


zu  jeder  einzelnen  K  n  r  ve  n  t  a  n  g  e  u  t  e 
liefert  der  Kurvenmittelpunkt  eine 
zweite  und  zwar  als  Parallele  im 
gleichen  Abstand  jenseits  des 
Mittelpunktes,  da  der  Kurvenmittel- 
punkt stets  auf  der  Mittelparallelen 
zweier  parallelen  Tangenten  liegen 
muß.  Demnach  verdoppelt  der 
gegebene  Kurvenmittelpunkt 
stets  die  Anzahl  der  sonst 
noch  gegebenen  Elemente  und 
ersetzt  daher  unter  den  fünf 
zu  gebenden  Bestimmungs- 
stücken der  Kurve  ein  Ele- 
mentenpaar. 


Aiiffirabe  89.     Eine    Ellipse    oder    Hyperbel    oder   Parabel    zu    kon- 
struieren aus  den  Elementen  MPPP,  MP(PT),  MT  (TP),  MTTT. 


Aufgabe  89a.  Eine  Kurve  zu  konstruieren,  von  welcher  ein  Durch- 
messer nach  Lage  und  Größe  gegeben  ist,  und  außerdem  1)  PP  oder 
2)  (PT)  oder  3)  die  Tangente  in  einem  Endi)unkt  des  Durehmessers  und  P, 
oder  4)  dieselbe  Tangente  und  T. 


Aufgabe  90.     Eine    Hyperbel    zu    konstruieren    aus    M,    P: 
einem  weiteren  Elementenpaar. 


und 


6.  Aufgaben  über  die  konjugierten  Durchmesser  der  Kurven. 

(Zu  Abschnitt  2e.) 


Aufgabe  91.  An  einer  durch  be- 
liebige fünf  Bestimmungsstücke  ge- 
gebenen Kurve  sollen  die  Rich- 
tungen irgend  zweier  konjugierten 
Durchmesser  konstruiert  werden. 

Erkl.423.  Wurde  der  Durchmesser  nach 
Paskai  konstruiert,  so  geschah  es  durch 
HaDüerung  zweier  parallelen  Seimen  : 
diese  Sehnen  geben  die  Richtung  des 
zum  gefundenen  Durchmesser  konjugierten. 
Wurde  der  Durchmesser  nach  Brianchou 
konstruiert,  so  geschah  es  durch  Hal- 
bierung eiuer  Berührungsehne,   und  diese 


Auflösung.  Man  findet  zunächst 
nacli  der  Auflösung  einer  der  Auf- 
gaben 78  bis  83  irgend  einen  be- 
liebigen Durchmesser  der  Kurve. 
Zu  diesem  Zweck  tritt  stets  die 
Halbierung  irgend  einer  Sekante 
ein,  und  diese  gibt  dann  die  Rich- 
tung des  konjugierten  Durch- 
messers an.  Es  bedarf  also  zum 
vorliegenden  Zweck  nur  einer  ein- 
zigen Konstruktion  nach  Paskai 
bezw.  einer  oder  höchstens  zweier 
Konstruktionen  nach  Brianchon. 


Aufgaben  über  die  konjugierten  Durchmesser  der  Kurven. 
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gibt  wieder  die  Richtung  des  zum  gefundenen  Durehmesser  konjugierten.  Will 
man  den  konjugierten  nicht  nur  nach  Richtung,  sondern  auch  nach  Lage  kon- 
struieren, so   muß  erst  der  Kurvenniittelpunkt  aufgesucht  werden. 


Aufgabe  92.  An  einer  kontinuierlich 
gezeichneten  Kurve  soll  zu  einem  auf- 
gefundenen bezw.  gegebenen  Durch- 
messer der  konjugierte  auf  ver- 
schiedene Weise  konstruiert  werden. 

Erkl.  424.  Die  Beweise  für  die  Richtig- 
keit der  nebenstehenden  Auflösungen  er- 
geben sich  ohne  weiteres  aus  den  Sätzen  18 
bis  17  über  die  Eigenschaften  konjugierter 
Durchmesser.  Die  Art  der  einzelnen  Kon- 
struktionen ist  sowohl  nach  den  zur  Aus- 
führung verwandten  Älitteln  verschieden, 
als  nach  der  Gattung  der  gegebenen  Stücke. 
So  wird  in  den  ersten  Auflösungen  Hal- 
bierung von  Strecken  verwendet,  während 
die  letzten  bloß  mit  rein  ])rojektivischen 
Operationen  arbeiten.  Auch  ist  teils  der 
Kurvenmittelpunkt  als  bekannt  voraus- 
gesetzt, teils  nicht.  Letzteres  kann  jeden- 
falls zutretfen  bei  einem  nicht  schneidenden 
Durchmesser  der  Hyperbel. 

Erkl.  425.  Für  die  Ellipse  sind  alle 
nebenstehenden  Konstruktionen  gleich- 
wertig durchführbar.  J]ine  Al)weichung 
ergibt  die  Hyperbel,  je  nachdem  der  ge- 
gebene Durchmesser  ein  schneidender 
oder  nichtschneidender  ist.  Für  den 
schneidenden  Hyperbeldurchmesser  (wo 
der  Kurvenmittelpunkt  durch  Halbierung 
sofort  bekannt  ist )  versagt  die  zweite 
Konstruktion,  für  den  nichtschneidenden 
Hyperbeldurchmesser  versagt  die  vierte 
Konstruktion.  Sonst  sind  auch  hier  alle 
Konstruktionen  verwendbar,  und  zwar 
liefert  la  mit  Ib  zusammen  den  Mittel- 
punkt, auch  wenn  er  nicht  gegeben,  und 
ebenso  die  Lösung  -Jh  und  die  siebente 
Konstruktion.  Man  kann  also  umgekehrt 
auch  die  Lösungen  2b  oder  7  dazu  ver- 
Aveuden,  den  Mittelpunkt  eines  gegebenen 
Durchmessers  ohne  Streckenhalbieruug  zu 
finden. 


Auflösung.  1)  Man  zieht  zum  ge- 
gebenen Durchmesser  eine  parallele 
Kurven-Sekante  und  verbindet  den 
Mittelpunkt  des  gegebenen  Durch- 
messers a)  mit  dem  Mittelpunkt  dieser 
Sehne  oder  b)  mit  dem  Schnittpunkt 
der  Tangenten  in  ihren  Kurven- 
schnittpunkten. 

2)  Man  zieht  zum  gegebenen  Durch- 
messer a)  eine  parallele  Kurven- 
tangente und  verbindet  den  Kurven- 
mittelpunkt mit  deren  Berührungs- 
punkt, oder  b)  zwei  Paralleltangenten 
und  verbindet  deren  Berührungs- 
punkte. 

3)  Man  zieht  durch  einen  beliebigen 
Kurvenpunkt  eine  Gerade  parallel 
zum  gegebenen  Durchmesser  und 
eine  Gerade  durch  seinen  Mittelpunkt 
und  legt  zur  Verbindungsgeraden 
der  neu  entstehenden  Kurvenschnitt- 
punkte dieser  beiden  Geraden  eine 
Parallele  durch  den  Kurvenmittel- 
punkt. 

4)  Man  zieht  in  einem  der  Kurven- 
schnittpunkte des  gegebenen  Durch- 
messers die  Kurventangente  und  legt 
durch  den  Kurvenmittelpunkt  die 
Parallele  dazu. 

5)  Man  zieht  durch  einen  äußeren 
Punkt  des  gegebenen  Durchmessers 
das  Tangentenpaar  an  die  Kurve 
und  legt  zur  Berührungssehne  eine 
Parallele  durch  den  Kurvenmittel- 
punkt. 

6)  Man  legt  durch  einen  äußeren 
Punkt  des  gegebenen  Durchmessers 
das  Tangentenpaar  an  die  Kurve, 
konstruiert  den  vierten  harmonischen 
Strahl  zu  diesen  und  dem  Durch- 
messer und  legt  durch  den  Kurven- 
mittelpunkt die  Parallele  zu  diesem 
Strahl. 
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7)  Man  zieht  durch  zwei  äußere  Punkte  des  gegebenen  Dureh- 
messers parallele  Tangenten  paare  an  die  Kurve  und  zieht  die  zweite 
Diagonale  des  entstehenden  Tangentenparallelograninis. 


Aufgabe  1)8.  Von  einer  Kurve 
kennt  man  zwei  Tangenten  nebst 
Berülirungsi)unkt  auf  einer  der- 
selben und  den  durch  den  Tangenten- 
schnittpunkt gehemlen  Durehmesser. 
Man  konstruiere  die  Riclitung  des 
konjugierten. 

Erkl.  42(5.  Die  vorlieg-eiule  Aut'.u'abe 
hat  als  gegebene  Stüeke  außer  dem  lie- 
kaimteu  Durchmesser  nur  drei  eigentliche 
Kurvenelemente.  Man  sieht  also,  daß 
es  möglieh  ist,  schon  aus  vier  passend 
gewählten  Elementen  die  Richtung  des 
konjugierten  Durchmessers  bezw.  die 
Polare  eines  gegebenen  Punktes  zu  kon- 
struieren. Man  entnimmt  daraus  die  Tat- 
sache, daß  unter  besonderen  Xeben- 
umständen  auch  ein  gegebener  Durch- 
messer als  Bestimmungsstück  einer  Kurve 
auftreten  kann.  —  Umgekehrt  geht  aber 
aus  dem  Vorstehenden  hervor,   daß  alle 

Kurven,    welclie    obigen  vier  Restimmungsstücken  genügen,  dieselbe  gemeinsame 
Richtung  der  beiden  konjugierten  Durchmesser  haben. 


Auflösung.  Sei  gegeben  in  Fig.  128 
Punkt  A  und  die  Richtungen  PA, 
PB,  PM.  Dann  ist  AB  die  gesuchte 
Richtung  des  zu  PM  konjugierten 
Durchmessers,  und  zwar  muß  B  der- 
jenige Punkt  auf  PB  sein,  für  welchen 
AQ  =  QB  wird.  Betrachtet  man  also 
Q  als  Mittelpunkt  eines  Parallelo- 
gramms mit  Grundseite  PA,  so  sind 
PQ und AQ dessen  Diagonalenhälften. 
Man  zieht  also  durch  A  eine  Parallele 
zu  PB  bis  zum  Schnittpunkt  mit  PM, 
vervollständigt  das  Parallelogramm 
und  erhält  als  dessen  zw^eite  Diago- 
nale die  Gerade  AB.  Diese  liefert 
die  verlangte  Richtung  des  zu  PM 
konjugierten  Durchmessers,  zugleich 
auch  den  zweiten  Berührungspunkt 
B  und  die  Polare  zu  P. 


Aufgabe  94.  Man  betrachte  die  gemeinsamen  Eigenschaften  aller 
Kurven  mit  gemeinsamem  Sehnenparallelogramm  oder  Tangenten- 
parallelogramm. 


Aufgabe  95.  Man  soll  durch  einen 
beliebig  gegebenen  Punkt  P  eine 
Sehne  in  eine  gegebene  Kurve  so 
legen,  daß  dieser  Punkt  zum  Mittel- 
punkt der  Sehne  wird. 

Erkl.  427.  Sehnen,  welclie  denselben 
Kurvcnbogen  zweimal  schneiden,  haben 
ihren  Mittelpunkt  jedenfalls  innerhalb  der 
Kurve.  Dies  gilt  also  für  alle  inneren 
Punkte  einer  Ellipse, Parabel  oder  Hyperbel. 
Eine  Sehne  aber,  welche  die  getrennten 
Äste  einer  Hyperbel  schneidet,  läuft 
jedenfalls  jjarallel  zu  der  Richtimg  eines 
s  c  li  n  e  i  d  e  n  d  e  n  H  y  p  e  r  b  e  1  d  u  i-  c  h  m  e  s  - 
sers,  hat  also  ihren  Mittelpunkt  unbedingt 


Auflösung.  Angenommen,  die  ver- 
langte Sehne  s  durch  P  sei  gefunden, 
und  MP  sei  der  durch  P  gehende 
Durchmesser  der  Kurve.  Dann 
müssen  nach  Satz  16  die  Sehne  s  und 
der  Durchmesser  MP  in  den  Rich- 
tungen zweier  konjugierten 
Durchmesser  liegen ,  damit  s 
von  MP  halbiert  werden  kann.  — 
Hieraus  ergibt  sich  die  einfache 
Lösung,  daß  man  den  gegebenen 
Punkt  P  mit  M  verbindet  und  durch 
P  die  Parallele  legt  mit  dem 
zur  Richtung  MP  konjugierten 
D  u  r  c  h  m  esse  r.  —  Die  Aufgabe  ist 
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auf  einem  der  nicht  sclineidrnden 
Hyi)erbcldurclimcsser,  da  sie  nur  von 
einem  konjugierten  Durchmesser  halbiert 
wird.  Nicht  schneidende  Hyperbekhircli- 
messer  gehen  aber  nur  durch  den  Auß<Mi- 
Wiukel  der  Asymptoten,  also  kann  ein 
Punkt  im  Innenwinkel  der  Asymptoten 
nie  der  Mittelpunkt  einer  Sehne  werden. 
Die  nebenstehende  Konstruktion  ab<n- 
bleibt  für  alle  Fälle   die  gleiche. 


Aufgilbe  96.  Man  denke  sieh  die 
vorige  Aufgabe  gelöst  für  sämt- 
liche Punkte  Pi  P2  .  .  .  einer  be- 
liebigen Geraden,  und  soll  beweisen, 
daß  die  sämtlichen  entstehenden 
Kurvensehnen  Tangenten  einer 
Parabel  sind. 

Erkl.  428.  Bezeichnet  man  die  Punkte 
P,  ihre  Durchmesser  u,  die  konjugierten  v, 
deren  unendlich  ferne  Punkte  U  der  Ptcihe 
nach  als  P^^s  ^123  u.  s.  w.,  so  kann  man 
aufstellen  Pj^s  A  Ui.23  A  V123  Ä  U123, 
folglich  Pj2  3  A  P'i2  3-  Nun  sind  aber 
die  S123  die  Verbiudungsgeraden  der 
(PU)i23,  also  bilden  die  s^js  einen  Strahlen- 
büschel zweiter  Klasse.  Da  die  U123 
die  Pole  der  U123  sind,  und  P  jeweils 
auf  u  liegt,  so  kann  man  das  nebenstehende 
Ergebnis  auch  auffassen  als  Anwendung 
des  Satzes  11.  Denn  die  P  und  U  sind 
die  inbezug  auf  die  gegebene  Kurve 
konjugierten  Punkte  der  gegebenen 
Geraden  und  der  unendlich  fernen  Geraden, 
folglich  umhüllen  die  sämtlichen  Ver- 
bindungsgeraden derselben  nach  Satz  11 
ein  Bogenstüek  einer  Kurve  zweiten  Grades. 


bei  der  Ellipse  und  Parabel  nur 
möglich  für  Punkte  P  innerhalb 
der  Kurve ,  bei  der  Hyperbel 
außerdem  auch  für  Punkte  im 
Außenwinkel  der  Asymptoten. 
Die  Konstruktion  des  konjugierten 
Durchmessers  kann  auf  irgend  eine 
der  Arten  der  Auflösung  92  voll- 
zogen werden. 


Auflösung.  Der  Strahlenbüschel 
aller  Durclimesser  MP  ist  einerseits 
projektivisch  in  perspektivischer 
Lage  mit  den  Punkten  der  Punkt- 
reihe Pi,2  .  .  anderseits  projektivisch 
in  schiefer  Lage  mit  dem  Strahlen- 
büschel  der  konjugierten  Durch- 
messer, und  letzterer  wieder  pro- 
jektivisch in  perspektivischer  Lage 
mit  der  Punktreihe  seiner  Schnitt- 
punkte auf  der  unendlich  fernen 
Geraden,  mit  welchen  die  Punkte 
Pi,2  .  .  in  der  Konstruktion  der  Reihe 
nach  verbunden  werden.  Die  er- 
haltenen Kurvensehnen  verbinden 
also  die  zugeordneten  Punkte  zweier 
projektivisch  verwandten  Punkt- 
reihen, und  müssen  deshalb  einen 
Kurvenbogen  umhüllen.  Da  aber  der 
eine  Kurventräger  die  unendlich 
ferne  Gerade  ist,  so  hat  die  einge- 
hüllte Kurve  die  unendlich  ferne  Ge- 
rade zur  Tangente,  und  so  muß  folg- 
lich diese  Kurve  eine  Parabel  sein, 
wenn  auch  nur  bei  der  Hyperbel  der 
unendlich  ferne  Punkt  selber  in  der 
Konstruktion  zur  Verwendung  ge- 
langt. 


Aufgabe  97.  An  einer  gegebenen 
Ellipse  soll  zu  einem  gegebenen 
Paare  konjugierter  Durchmesser  das- 
jenige zweite  Paar  konjugierter 
Durchmesser  p  q  gesucht  werden, 
welches  mit  dem  ersten  harmonisch 
liegt. 

Erkl.  429.  Nach  Satz  17  hat  jedes 
beliebige  Sehnenparallelogramm  kon- 
jugierte Durchmesser  als  Mittelparal- 
lelen,  nicht  aber  als  Diagonalen.     Macht 


Auflösung.  I)  Angenommen,  AC 
und  BD  in  Figur  129  sind  die  ge- 
gebenen kon  j  ugierten  Durchmesser. 
Dann  behandelt  man  dieselben  als 
Diagonalen  eines  Sehnen- 
parallelogramms, verbindet  also 
die  Eckpunkte  ABCD  und  erhält 
die  verlangten  neuen  konjugierten 
Durchmesser  p,  q  als  Mittel- 
parallelen dieses  Sehnenparallelo- 
gramms. 
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man  also  die  .aegobcnen  zu  Diagonalen 
eines  .Sehnenparallelogramms,  so  müssen 
zwei  neue  konjugierte  als  Mittelparallelen 
entstehen.  Nach  demselben  Satze  hat 
jedes  beliebige  Tangentenparalldo- 
gramm  konjugierte  Durchmesser  als 
Diagonalen,  nicht  aber  als  Mittelparallelen. 
Macht  man  also  die  gegebenen  zu  ^littel- 
parallelen  eines  l'angentenparallelo- 
gramms,  so  müssen  zwei  neue  konjugierte 
als  Diagonalen  entstehen. 

Erkl.  430.  In  dem  vollständigen  Vier- 
eck der  Kurvenpunkte  ABCD  sind  Neben- 
ecken der  Punkt  M  und  die  unendlich  fernen 
Schnittpimkte  der  Parallelseiten  AB/'/CD 
und  AD//BC.  Folglich  sind  pq  harmo- 
nisch zu  den  durch  M  gehenden  Vier- 
ecksseiten als  Verbindungsgeraden  der 
Nebenecke  M  mit  den  beiden  andern 
Nebenecken.  —  Im  vollständigen 
Vierseit  der  Tangenten  ab  cd  sind 
Nebenseiten  die  Geraden  p,  q  und  die 
unendlich  ferne  Gerade  als  Verbindungs- 
gerade der  beiden  unendlich  fernen  Eck- 
punkte, nämlich  der  Schnittpunkte  von 
a//c  und  b//d.  Folglich  sind  p  q  har- 
monisch zu  AC,  BD,  weil  sie  Projektions- 
strahlen sind  nach  den  auf  dieser  unendlich 
fernen  Nebenseite  durch  die  beiden  Eck- 
punkte und  die  Schnittpunkte  mit  den 
harmonischen  Punkten.  (Vgl.  Abschnitt  2 
des  II.  Teils.) 


Figur   129. 


II)  Oder  man  behandelt  die  ge- 
gebenen konjugierten  Durchmesser 
AC  und  BD  als  Mittelparallelen 
eines  Tangentenparallelo- 
gramms, zeichnet  also  in  A  und 
C  die  Tangenten  a//c//BD  und  in 
B  und  D  die  Tangenten  b//d//AC, 
dann  erhält  man  die  verlangten 
neuen  konjugierten  Durchmesser  pq 
als  Diagonalen  dieses  Tan- 
genten Parallelogramms. 


Nebenseiten    p     und    q    gebildeten    vier 
und  3  sowie  Aufgabe  48  und  Erkl.  250 


Aufgabe    98.      Man    soll    nachweisen, 
Parabel  und  Hyperbel  unmöglich  ist. 


daß    dieselbe    Aufgabe    für 


Aufgabe  99.  Man  soll  an  ge- 
gebener Ellipse  oder  Hyperbel 
ein  Paar  konjugierter  Durch- 
messer aufsuchen,  welche  einen 
Winkel  von  vorgeschriebener 
Größe  y  bilden. 

Erkl.  431.  Die  vorliegende  und  die 
beiden  nächsten  Aufgaben  treten  eigentlich 
aus  dem  Bahmen  der  rein  projektivischen 
Geometrie  heraus,  indem  sie  mit  gegebenen 
Winkelgrößen  und  Kreiskonstruktionen 
arbeiten.  Da  aber  die  im  folgenden  Ab- 
schnitt     zur      Beliandlung      gelangenden 


Auflösung.  Nach  Satz  17  geben 
die  Seiten  jedes  Sehnenparal- 
lelogramms die  Richtungen 
zweier  konjugierten  Durchmesser 
an.  Man  kann  also  einen  beliebigen 
Durchmesser  AB  der  Kurve  (Fig.  130) 
als  erste  Diagonale  eines  Sehnen- 
parallelogramms annehmen  und  die 
neue  Ecke  C  auf  der  Kurve  so  aus- 
suchen, daß  die  Seiten  CA  und  CB 
des  Sehnenparallelogramms  und  da- 
mit auch  dessenMittelparallelen, 
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Kurvenaxen  auch  nur  einen  besonderen 
Fall  dieser  Aufgabe  darstellen,  und  da 
die  Aufgabe  geeignet  ist,  dureli  elementare 
Mittel  bemerkenswerte  Eigenschaften  der 
Kurve  kennen  lernen  zu  lassen,  verdient 
dieselbe  doch  an  dieser  Stelle  eingereiht 
zu  werden. 

Erkl.  432.  Der  Peripheriewinkel,  unter 
welchem  von  den  Punkten  eines  Kreis- 
bogens die  Sehne  AB  gesehen  wird,  ist  gleich 
demSehnentangentenwinkel  zwischen  dieser 
Sehne  AB  und  den  in  A  oder  B  an  den 
Kreis  gelegten  Tangenten.  Bezeichnet 
man  nun  wie  in  Figur  130  a  und  b  den 
Winkel  der  Kurventaugenten  a  oder  b 
mit  dem  Durchmesser  AB  als  «,  so  findet 
man  fünferlei  verschiedene  Arten  von 
Kreisen  je  nach  der  Größe  des  ihnen 
zukommenden  Winkels  y  in  Beziehung  zum 
Winkel  «.  Es  gibt  nämlich  1)  Kreise 
mit  Peripheriewinkel  über  180 — «:  diese 
tretfen  die  Kurve  gar  nicht  oberhalb 
AB.  2)  Einen  Kreis  mit  Peripheriewinkel 
gleich  180 — «:  dieser  berührt  gemein- 
sam mit  der  gegebenen  Kurve  die  Tan- 
gente a  in  A  und  hat  in  der  an  Figur  130 
dargestellten  Lage  keinen  Schnittpunkt 
mit  der  Kurve.  3)  Kreise  mit  Peripherie- 
winkel unter  180  —  «,  aber  über  «:  diese 
schneiden  die  Kurve  in  je  einem  Punkte 
C3.  4)  Einen  Kreis  mit  Peripheriewinkel 
gleich  «:    dieser   berührt  mit  der  Kurve 


also  die  konjugierten  Durch- 
messer selber,  den  vorgeschriebenen 
Winkel  bilden.  Alle  Punkte  C, 
deren  Verbindungsgeraden  mit  A 
und  B  einen  bestimmten  Winkel  / 
bilden,  liegen  aber  nach  plani- 
metrischen  Sätzen  auf  dem  Kreise, 
welcher  durch  AB  als  Sehne  und 
den  gegebenen  Winkel  }'  als  Peri- 
pheriewinkel bestimmt  ist.  Zur 
Lösung  der  gestellten  Aufgabe  legt 
man  also  durch  die  gegebene  Kurve 
einen  beliebigen  Durchmesser  AB, 
zeichnet  über  demselben  einen 
Peripherie winkel-Kreis,  welcher  den 
vorgeschriebenen  Winkel  y  als  Peri- 
pheriewinkel über  der  Sehne  AB 
faßt,  und  verwendet  die  entstehenden 
Schnittpunkte  C  dieses  Kreises  und 
der  Kurve  zusammen  mit  A  und  B 
als  Eckpunkte  eines  Sehnenparallelo- 
gramms. Die  Mittelparallelen 
dieses  Sehnenparallelogramms  sind 
dann  zwei  konjugierte  Durch- 
messer, welche  den  vorge- 
schriebenen Winkel  einschließen. 

Jeder  gefundene  Punkt  C  liefert 
zusammen  mit  seinem  diametral 
gegenüberliegenden  Kurvenpunkte 
ein  Sehnenparallelogramm ,  also 
ein  Paar  konjugierter  Durch- 
messer von  der  verlangten  Eigen- 
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gemeinsam  die  Tangente  b  in  B  und 
schneidet  die  Kurve  noch  in  einem  Punkte 
C4.  5)  Kreise  mit  Peripheriewinkel  unter 
dem  Werte  «:  diese  treffen  die  Kurve  in 
zwei  Punkten  ('-,  und  C'5,  liefern  also 
zwei  Paare  konjugierter  Durchmesser 
mit  dem   verlanürten   Winkel. 


Schaft.  Es  gibt  also  je  nach  der 
Größe  des  gegebenen  Winkels  (siehe 
Figur  130)  keinen,  einen  oder  zwei 
Schnittpunkte  der  Kurve  mit  dem 
verwendeten  Kreise,  und  daher  auch 
kein,  ein  oder  zwei  Paare  kon- 
jugierter Durchmesser  von 
vorgeschriebenem  Neigungs- 
winkel. 


Erkl.  433.  Eine  Vergleichung  der 
Figuren  130a  und  b  zeigt,  daß  bei  der 
Hyperbel  die  Kreise  der  fünften  Art  mit 

zwei  Schnittpunkten  in  unbegrenzter  Anzahl  und  (Jriiße  möglich  sind,  daß  dagegen 
bei  der  Ellipse  keine  Schnittpunkte  mehr  entstehen  von  einem  gewissen  Kreise 
sechster  Art  an,  welcher  die  Kurve  gerade  berührt.  Dieser  Berührungspunkt  ('^ 
liefert  dann  den  kleinstmöglichen  Neigungswinkel  der  konjugierten  Durchmesser 
dieser  Kurve.  In  der  Tat  besitzt  die  Hyperbel  konjugierte  Durchmesser  unter 
allen  Neigungswinkeln  bis  henuiter  zur  Winkelgröße  Null,  welche  eine  einzelne 
Asymptote  als  ein  zu  sich  selbst  konjugierter  Durchmesser  darstellt.  Bei  der  Ellipse 
dagegen  besteht  eine  untere  Grenze  für  den  Neigungswinkel  der  konjugierter 
Durchmesser.  Als  obere  Grenze  besteht  wegen  der  Neben winkelbeziehung  für  alle 
Kurven  der  rechte  Winkel,  sodaß  die  obige  Durchführung  streng  genommen  nun 
vom   Winkel  90^    an    bis  herunter  zum  Grenzwinkel  bezw.  bis  0*^  notwendig  wäre. 


Aufgabe  100.  An  einer  gegebenen 
Ellipse  oder  Hyperbel  soll  ein 
Kurvenpunkt  aufgesucht  werden,  in 
welchem  Tangente  und  Durch- 
messer einen  Winkel  von  vor- 
geschriebener Größe  bilden. 

Erkl.  434.  Die  vorliegende  Aufgabe 
erinnert  an  ihre  entsprechende  Beziehung 
Iteiui  Kreise.  Dort  ist  in  jedem  Kurven- 
]) unkte  der  Winkel  zwischen  Durchmesser 
und  Tangente  ein  rechter  Winkel.  Bei 
Ellipse  und  Hyperbel  dagegen  sind  auch 
andere  AVinkel  möglich,  und  zwar  in  den 
geeigneten  Fällen  (C-,  der  Figur  130) 
jede  Winkelgröße  an  acht  verschiedenen 
Kurvenpunkten,  wovon  je  vier  zusammen- 
gehörige als  symmetrische  Punkte  um  den 
Kurvenpunkt  herumliegen,  l'nd  liei  der 
Ellipse  sind  alle  Winkelgrößen  achtfach 
möglich  vom  rechten  ^Vinkel  bis  herunter 
zu  einem  gewissen  Grenzwinkel,  bei  der 
Hyperbel  sind  alle  Winkelgrößen  vierfach 
möglich  vom  rechten  AVinkel  bis  herunter 
zu  Null. 


Auflösung.  Angenommen  der  ver- 
langte Punkt  K  sei  gefunden,  und 
seine  Tangente  k  bilde  mit  seinem 
Durchmesser  p  den  vorgeschriebenen 
Winkel  ;'.  Zieht  man  durch  den 
Kurvenmittelpunkt  eine  Parallele  q 
zu  k,  so  ist  q  der  zu  k  konjugierte 
Durchmesser  und  bildet  mit  i)  den- 
selben Winkel ;'  als  kon-espondieren- 
den  Winkel  zum  Winkel  (kp).  Die 
Aufgabe  ist  also  zurückgefülirt  auf 
die  vorhergehende  Aufgabe  99:  man 
konstruiert  auf  jene  Weise  erst  ein 
bezw.  zwei  Sehnenparallelogramme 
AB  CD  mit  dem  vorgeschriebenen 
Winkel  ;■  der  Parallelogrammseiten, 
also  auch  der  Mittelparallelen.  Die 
vier  bezw.  acht  Kurvensclmittpunkte 
dieser  Geraden  sind  Punkte  von  der 
verlangten  Eigenschaft. 
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Aufgabe  101.  Dieselbe  Aufgabe 
für  die  Parabel  zu  lösen. 

Erkl.  435.  Bei  der  Parabel  sind  alle 
Winkel  zwischen  Durchmesser  und  Tan- 
gente vertreten  von  90  bis  0,  und  zwar 
wegen  der  Symmetrie  gegen  die  Kurven- 
axe  jeder  Winkel  zweimal.  Die  vor- 
stehende Fassvmg  der  Aufgabe  ist  diejenige, 
welche  für  die  Parabel  überhaupt  an  die 
Stelle  der  Frage  nach  den  Winkeln  kon- 
jugierter Durchmes^ser  zu  treten  hat.  Ist 
die  Parabel  nicht  kontinuierlich  gegeben, 
sondern  durch  fünf  Bestimmungsstücke 
festgelegt,  so  konstruiert  man  niitigenfalls 
zuerst  soweit  nach  Paskai,  bis  die  Kon- 
st)'uktion  nach  Brianchon  ermöglicht  wird. 


Auflösung.  Da  bei  der  Parabel 
alle  Durchmesser  parallel  sind,  so 
ist  die  Aufgabe  darauf  zurück- 
zuführen, daß  eine  Tangente  an  die 
Parabel  gelegt  wird,  welche  mit 
dieser  gemeinsamen  Durchmesser- 
richtung den  vorgeschriebenen 
Winkel  bildet,  oder  eine  Tangente 
an  die  Parabel  zu  zeichnen,  welche 
durch  einen  gegebenen  Punkt  der 
unendlich  fernen  Geraden  hindurch- 
geht. Diese  Konstruktion  ist  aber 
für  die  Parabel  nach  Brianchon  lös- 
bar. Vgl.  Aufgabe  295  der  Aufgaben- 
sammlung am  Schluß  des  II.  Teiles. 


Aufgabe  102.  Eine  Kurve  zu  kon- 
struieren, von  welcher  gegeben  sind 
dreibeliebigeBestimmungselemente 
und  dazu  ein  Durchmesser  samt 
der  Richtung  seines  kon- 
jugierten. 

Erkl.  436.  Die  vorliegende  Aufgabe 
bildet  eine  Anwendung  der  Aufgabe  9, 
indem  dort  der  Pol])unkt  ins  unendliche 
verlegt  wird.  Man  hat  also  außer  den 
drei  Bestimnmngsstückeu  noch  einen  Punkt 
nebst  dessen  Polare.  Entsprechend  dem 
Ergebnis  der  Aufgabe  9  und  der  Aufgabe  88 
zeigt  sich  auch  hier,  daß  die  Angabe  eines 
Durchmessers  nebst  der  Richtung 
seines  konjugierten  stets  die  Anzahl 
der  gegebenen  Kurvenelemente 
verdoppelt.  Daher  erscheint  diese  Auf- 
gabe auch  erst  hier  und  nicht  im  vorigen 
Abschnitt.  Denn  der  Mittelpunkt  als 
solcher  (Aufgabe  88)  liefert  schon  die 
■Gruppe  eines  Punktes  nebst  Polare,  nicht 
so  aber  ein  einzelner  Durchmesser,  da 
dieser  zwar  Pol  eines  unendlich  fernen 
Punktes  ist,  aber  eines  unbestimmten, 
solange  nicht  die  Richtung  des  kon- 
jugierten Durchmessers,  das  heißt  eben 
die  Lage  dieses  unendlich  fernen  Pol- 
punktes gegeben  ist. 


Erkl.  437.    Die  Konstruktion  der  Auf 
gäbe  9    wird   hier   für  einen  Punkt  l)e 
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Auflösung.  1)  Für  je  zwei 
Kurvenpunkte  bildet  der  ge- 
gebene Durchmesser  die  Axe  einer 
schiefen  Symmetrie,  welche 
stattfindet  in  der  Eichtung  des  kon- 
jugierten. Man  erhält  also  zu  jedem 
gegebenen  Kurvenpunkt  einen 
zweiten,  indem  man  durch  ihn 
eine  Parallele  zur  Richtung  des  kon- 
jugierten Durchmessers  legt,  dieselbe 
mit  dem  gegebenen  Durchmesser 
zum  Schnitt  bringt  und  den  Ab- 
schnitt der  Parallelen  zwischen 
Kurvenpunkt  und  Durchmesser- 
sclmittpunkt  auf  der  anderen  Seite 
des  letzteren  nochmals  auf  der 
Parallelen  anträgt. 

2)  Für  je  zwei  Tangenten,  welche 
sich  auf  dem  gegebenen  Durch- 
messer schneiden,  bildet  dieser 
nebst  der  Parallelgeraden  vom 
Schnittpunkt  in  der  Richtung  des 
konjugierten  Durchmessers  eine 
Gruppe  von  vier  harmonischen 
Strahlen.  Man  erhält  aber  auch  zu 
jeder  gegebenen  Tangente  eine 
zweite,  indem  man  durch  ihren 
Schnittpunkt  mit  dem  gegebenen 
Durchmesser  eine  Parallele  zieht 
zur  konjugierten  Richtung  und 
dann  zur  letzteren  und  dem  Durch- 
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sonders  einfach,  weil  die  Verd()])pelnn,u- 
der  Abstandstreoke  anstelle  der  Kon- 
struktion des  vierten  liarmonisclien  Punktes 
tritt;  für  die  Tangente  dagegen  muß  die 
Konstruktion  der  vierten  liarmonisclien 
Geraden  durcligefülirt  werden,  wenn  niolit 
infolge  vereinigter  Lage  mit  ihrem  Be- 
rührungspunkt die  nebenstehende  beson- 
dere Vereinfachung  eintritt.  Bezeichnet 
man  also  mit  q  den  gegebenen  Durchmesser, 
mit  Q  seinen  endlich  fernen  Po],  so  hat 
man  die  vier  Anfgabenfälle  qC^PPP, 
qQP(PT),  qQT(PT),  q^TTT.  Die- 
selben liefern  der  Keihe  nach  PPPPPP, 
PP(PT)(PT),  TT(PT)(PTj,  TTTTTT. 


messer  eine  vierte  liarinoiiische 
Gerade  konstruiert,  zugeordnet  zur 
erstg-egebenen  Tangente. 

3)  Besondere  Vereinfachung  tritt 
ein,  wenn  unter  den  drei  gegebenen 
Kurvenelementen  ein  Kurven- 
])unkt  samt  Tangente  erseheint. 
Denn  dann  ist  der  durch  die  schiefe 
Symmetrie  erzeugte  neue  Kurven- 
punkt zugleich  der  Berührungs- 
punkt derjenigen  Tangente,  welche 
mit  der  gegebenen  durch  denselben 
Punkt  des  gegebenen  Durchmessers 
hindurchgeht. 


Aufgabe  103.     Man  soll   aus  voriger  Aufgabe   besondere  Aufgaben 
für  die  Hyperliel  herleiten. 


Aufgabe  104.  Welche  Schlüsse 
sind  ermöglicht,  wenn  unter  den 
gegebenen  Kurvenelementen  zwei 
Tangenten  nebst  Berührungs- 
punkten sind? 

Erkl.  438.  Sind  gegeben  (PT)(PT)P, 
also  ein  Kurvenpnnkt  K  als  fünftes 
Element,  so  liefert  die  konjugierte  Durcli- 
messerrichtung  einen  neuen  Punkt  Kj, 
und  die  Verbindungsgeraden  von  K  und 
Kl  mit  dem  Tangentenschnittpunkt  als 
vierten  harmonischen  Punkt  je  auch  noch 
einen  Punkt  K^  und  K3.  Dadurcli  sind 
aus  dem  einen  Punkt  K  vier  Punkte  ge- 
worden. Sind  aber  gegeben  (PT)(PT)T, 
also  eine  Tangente  k  als  fünftes  Element, 
so  liefert  der  8chnitti)unkt  von  k  mit  einer 
der  beiden  gegebenen  Tangenten  den 
Eckpunkt  eines  Tangenten  vierseits,  welches 
den  gegebenen  Durchmesser  als  erste 
Diagonale  hat  und  nach  Satz  14  als  zweite 
Diagonale  eine  Parallele  zur  bekannten 
Hiciitung  des  konjugierten  Durchmessers. 
Man  erhält  also  durch  Vervollständigung 
dieses  Vierseits  zunächst  eine  neue  Tan- 
gente kl,  und  sodann  liefert  jeder  Schnitt- 
punkt von  k  und  k^  mit  der  Berührungs- 
sehne  als  vierte  harmonische  Gerade  je 
noch  eine  weitere  Tangente  k.,  und  kjj, 
sodaß  auch  aus  der  einen  Tangente  k  vier 


Auflösuug.  Sowie  unter  den  ge- 
gebenen Stücken  einer  Kurve  zwei 
Tangenten  nebst  Berührungspunkten 
sind,  kennt  man  (Figur  128)  die  Be- 
rührungssehne und  deren  Pol  sowie 
den  vom  Tangentenschnittpunkt  zum 
Mittelpunkt  der  Berührungssehne 
führenden  Durchmesser  und  die 
Richtung  des  dazu  konjugierten 
Durchmessers,  nämlich  eben  die 
Berührungssehne  selber.  Man  kann 
daher  zu  jedem  weiteren  Kurven- 
element eine  ganze  Reihe  neuer 
Elemente  hinzukonstruieren.  Man 
hat  nämlich  ein  zum  Parallelstreifen 
ausgeartetes  Polardreieck  der 
Kurve,  dessen  Eckpunkte  gebildet 
sind  aus  dem  Tangentenschnittpunkt, 
dem  Pol  des  gegebenen  Durchmessers 
und  dem  Sclmittpunkt  des  letzteren 
mit  der  Berührungssehne,  während 
als  Seiten  auftreten  der  gegebene 
Durchmesser,  die  Berührungssehne 
und  die  Parallele  zu  letzterer  durch 
den  Tangentenschnittpunkt.  Die 
Aufgabe  bildet  daher  einen  beson- 
deren Fall  der  Aufgaben  41  und 
folgender. 

Tniiü'eiiten   s-ewordeu   sind. 


Aufgaben  über  die  konjugierten  Durchmesser  der  Kurven. 


259 


Aufgabe  105.  Eine  Kurve  zu 
konstruieren,  von  welcher  gegeben 
sind  der  Mittelpunkt  sowie  ein 
Punkt  Q  nebst  seiner  Polaren  q 
und  ein  weiteres  Kurvenelement 
P  oder  T. 

Erkl.  439.  Daß  bei  vorstehender 
Aufgabe  zu  der  Gruppe  Qq  und  dem 
gegebenen  M  nur  noch  ein  weiteres 
Kurvenelement  gegeben  sein  darf,  bildet 
eine  Anwendung  der  in  Erklärung  o51 
gegebenen  Ausführung.  Denn  der  Punkt 
M  als  Pol  der  unendlich  fernen  Geraden 
bildet  mit  dieser  zusammen  ein  zweites 
Paar  der  Art  Qq,  doch  aber  nicht  von 
der  einfacheren  Art.  daß  Q  und  M  die 
Ecken  eines  Polardreiecks  bilden.  Die 
im  nebenstehenden  gefundene  sechs- 
fache Vermehrung  des  gegebenen  fünften 
Kurvenelements  entspricht  aber  ganz 
jenem  allgemeinen  Ergebnis.  Polar- 
dreiecke lassen  sich  zwei  aufstellen, 
nämlich  ein  erstes   gebildet  durch  q  mit 

Q  und  dem  Durchmesser  und  der  Parallelen    zu    q   durch    Q,    ein   zweites    gebildet 
durch  die  unendlich  ferne  Gerade  mit  den  beiden  konjugierten  Durchmessern  durch  M. 


Auflösung".  Der  gegebene  Mittel- 
punkt der  Kurve  verdoppelt  die 
Zahl  der  sonst  gegebenen  Elemente 
liefert  also  zu  P  bezw.  T  ein  zweites 
P  bezw.  T.  Und  das  Paar  Pol 
und  Polare  verdoppelt  nochmals 
durch  die  harmonische  Beziehung 
jedes  Element  P  bezw.  T.  Ver- 
bindet man  endlich  den  Mittelpunkt 
mit  dem  Polpunkt  Q,  so  ist  MQ 
ein  Durchmesser  und  q  die  Rich- 
tung des  konjugierten,  und  hieraus 
ergiebt  sich  eine  dritte  Verdoppe- 
lung des  gegebenen  letzten  Kurven- 
elementes. Man  erhält  also  aus 
dem  einen  gegebenen  Element  auf 
drei  Arten  je  ein  neues,  deren  jedes 
wieder  auf  die  beiden  andern  Arten 
verdoppelt  werden  kann.  Und  so 
können  statt  des  einen  gegebenen 
Elementes  P  bezw.  T  sechs  solcher 
festgestellt  werden. 


Aufgabe  106.     Eine  Hyperbel   zu  konstruieren,   von    der   gegeben 
sind  ein  Pol  nebst  Polare  sowie  der  Mittelpunkt  und  die  eine  Asymptote. 


Aufgabe  107.  Man  soll  eine 
Kurve  konstruieren,  von  welcher 
gegeben  sind  ein  Paar  konju- 
gierter Durchmesser  und  zwei 
weitere  Kurvenelemente  PP  oder 
(PT)  oder  TT. 

Erkl.  440.  Durch  zwei  Durchmesser, 
sie  seien  konjugierte  oder  niclit,  ist 
jedenfalls  der  Kurvenmittelpunkt 
bestimmt,  also  tritt  die  centrische  Sym- 
metrie der  Kurven  in  Wirksamkeit,  um 
zu  einem  Punkt  den  diametral  gegen- 
überliegenden zu  erzeugen,  zu  einer  Tan- 
gente die  im  gleichen  Abstand  entgegen- 
gesetzt vom  Mittelpunkt  laufende  Pa- 
ralleltangente. Dazu  koHUBt  hier  noch 
die  harmonische  Beziehung  für  Pol  und 
Polare  bezw.  Durchmesser  und  Richtung 


Auflösung.  1)  Angenommen  in 
Figur  131  bezw.  134  sei  gegeben 
der  Punkt  A  mit  den  konjugierten 
Durchmessern  p  und  q.  Dann  liefert 
die  centrische  Symmetrie  zum 
Mittelpunkt  den  Punkt  C  und  die 
schiefe  Symmetrie  zu  den  kon- 
jugierten Durchmessern  die 
Punkte  B  und  D  als  Ecken  des 
Sehnenparallelogramms  A  B  C  D. 
Ebenso  liefert  der  zweite  etwa  ge- 
gebene Kurvenpunkt  drei  neue 
Punkte  zu  einem  zweiten  Sehnen- 
parallelogramm, sodaß  man  statt  der 
gegebenen  zwei  Punkte  nunmehr 
acht  Kurvenpunkte  kennt. 

2)  Angenommen  die  Tangente  a 
sei    gegeben    mit    den  konjugierten 
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Fiaur   131. 


Figur   132. 


des  konjugierten,  welche  für  die  Punkte 
zur  schiefen  Symmetrie  Avird.  —  Die 
beiden  konjugierten  Durchmesser  bilden 
mit  der  unendlich  fernen  Geraden  ein 
Polar  drei  eck,  und  so  bildet  die  vor- 
stehende Aufgabe  wieder  einen  beson- 
deren Fall  der  Aufgaben  41  und  folgender. 

Erkl.  441.  Die  nebenstehende  Auf- 
lösung bespricht  den  Fall  des  einzelnen 
Kurvenpunktes  bezw.  der  einzelnen  Tan- 
gente. Sind  als  gegebene  Stücke  ein 
Knrvenpunkt  samt  Tangente  gegeben, 
so  gelangt  die  Figur  131  bezAv.  132 
vollständig  zur  Geltung,  indem  dann 
statt  acht  Punkten  bezw.  acht  Tangenten 
gerade  die  vier  Punkte  AB  CD  nebst 
ihren  vier  Tangenten  ab  cd  erzeugt 
werden.  Wie  in  nebenstehender  Auf- 
lösung bereits  erwähnt  ist,  daß  man  b  und  d 
einfacher  hnden  kann  aus  a  und  c,  so 
wird  in  diesem  Falle  die  Konstruktion 
noch  weiter  vereinfacht.  Denn  aus  A 
findet  man  nach  der  allgemeinen  Durchfüh- 
rung zunächst  BCD ;  unddaunbrjtuchenfür 
die  Tangenten  bcd  gar  keine  Konstruk- 
tionen mehr  durchgeführt  zu  werden :  weder 
die  Parallele  noch  die  vierte  harmo- 
nische Gerade,  denn  es  entsteht  b  als 
Yerbindungsgeradc  von  (aq)  nach  B,  d 
als  Verbindungsgerade  von  (ap)  nach  D, 
und  es  muß  c  die  Schlußgerade  des 
Tangentenparallelogramms  Averden,  als 
gemeinsame     Gerade     durch      die      drei 


Diirclimesserii  p  und  q.  Dauu 
liefert  die  centrische  Symmetrie 
zum  Mittelpunkt  die  Parallel- 
tangente c,  und  in  den  Schnitt- 
punkten (ap)  bezw.  (aq)  entstehen 
als  vierte  liarmonische  Geraden  zu  a 
mit  p  und  der  Parallelen  zu  q 
bezw.  zu  q  und  der  Parallelen  zu 
p  die  Tangenten  d  und  b.  Noch 
einfacher  für  die  Zeichnung-  erhält 
man  letztere  als  Verbindungsgeraden 
der  durch  Verdoppelung  der  Dia- 
gonalenliälften entstellenden  Schnitt- 
punkte von  a  und  c  mit  p  und  q 
zur  Vervollständigung  des  Tan- 
g-eutenparallelogramms  abcd.  Eben- 
so liefert  die  zweite  etwa  geg-ebene 
Tangente  drei  neue  zu  einem 
zweiten  Tangentenparallelogramm, 
sodaß  man  statt  der  gegebenen 
zwei  Tangenten  nunmehr  acht 
Kurventangenten  kennt. 

3)  Bemerkenswert  ist  die  Deter- 
mination dieser  Aufgabe.  Eine 
Parabel  ist  ausgeschlossen,  da  sie 
keine  konjugierten  Durchmesser  im 
endlichen  hat.  Um  zu  entscheiden, 
ob  die  Kurve  zur  Ellipse  oder 
Hyperbel  wird,  zeichnet  man  zu- 
erst das  eine  Selnum-  bezw.  Tan- 
gentenparallelogramm, welches 
durch  eines  der  beiden  gegebenen 
Stücke    bestimmt   wird,    und    beob- 
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Punkte  (dq)  (b)))  und  C,  und  zwnr  pa- 
rallel zu  a.  Ebenso  i'^t  in  diesem  Falle 
besonders  einfach  die  Entscheidung  über 
Ellipse  oder  Hyperbel,  indem  die  Lage 
der  Tangente  außerhalb  oder  innerhalb 
des  Selnienparallelogrannus  sofort  Aus- 
kunft gibt. 


aclitet  dann  die  Lag-e  des  zweiten 
gegebenen  Elementes  zn  diesem 
ersten  Parallelogramm.  Ein  Blick 
auf  die  Figur  1.31  und  132  lehrt, 
daß  eine  Ellipse  oder  Hyperbel 
entstellt,  wenn  der  zweite  gegebene 
Kurven])  unkt  in  einem  der 
Außenwinkelräume  des  Sehnen- 
parallelogramms liegt  oder  aber  im 
Innenraum  bezw.  in  einem  Scheitelwinkelraum  desselben.  Ebenso 
entstellt  Ellipse  oder  Hyperbel,  wenn  die  zweite  gegebene  Kurven- 
tangente mit  einer  Ecke  des  Tangentenparallelogramms  eine  Fläche 
im  Innen w^inkel  oder  aber  im  Scheitelwinkelraum  bildet.  (Man 
vergleiche  hierzu  die  Erörterungen  in  Antwort  39  zu  Figur  39  und  41 
des  II.  Teiles  dieses  Lehrbuches.) 


Aufgabe  108.     Dieselbe    Aufgabe    für 
gierte  Durchmesser  zu  lösen. 


zwei    senkrechte    koiiju 


Aufgabe  109.  Eine  Hyperbel 
zu  konstruieren  aus  einem  Paar 
konjugierter  Durchmesser  und 
einer  A  s  y  m  p  t  o  t  e  n  r  i  c  h  t  u  n  g  nebst 
einem  gegebenen  Kurvenpunkte. 


Andeutung:.  Die  Asymptoten- 
riehtung  liefert  die  Asymptote 
selber,  und  die  harmonische  Be- 
ziehung zu  dem  konjugierten  Durch- 
messer die  zweite  Asymptote. 


Auflösung  110.  Die  Aufgabe 
107  zu  erörtern  für  getrennt  ge- 
gebene P  und  T. 

Erkl.  442.  Das  Ergebnis  der  neben- 
stehenden Aufgabe  stimmt  überein  mit 
dem  Ergebnis  der  Aufgabe  42,  woselbst 
zu  einem  gegebenen  Polardreieck  eben- 
falls vier  Kurven})unkte  oder  vier  Kurven- 
tangenten gefunden  werden  konnten,  ohne 
daß  die  vollständige  Konstruktion  nach 
Paskai  oder  Brianchon  ermöglicht  wurde. 


Auflösung.  Zum  gegebenen  P 
erhält  man  durch  das  Sehnenparal- 
lelogramm  drei  weitere  und  ebenso 
zu  T  durch  das  Tangentenparal- 
lelogramm drei  weitere.  Aber  die 
erhaltenen  vier  Punkte  nebst  ge- 
trennt liegenden  vier  T  gestatten 
keine  Konstruktion  nach  Paskai  oder 
Brianchon.  Es  bedarf  dazu  viel- 
mehr der  Verwendung  der  involu- 
torischen  Eigenschaften. 


Aufgabe  111.  Eine  Kurve  zu 
konstruieren,  von  welcher  gegeben 
sind  zwei  Paare  konjugierter 
Durchmesser  und  ein  weiteres 
Kurvenelement  P  oder  T. 

Erkl.  443.  In  Figur  lo3  und  134 
ist    aus    dem    Kurvenpunkt    K    zunächst 


Auflösung.  1)  Sind  p  und  q  das 
eine,  u  und  v  das  andere  Paar  der 
gegebenen  konjugierten  Dnrcli- 
messer,  so  liefert  der  gegebene 
Kurvenpunkt  K  zunächst  durch 
die  centrische  Symmetrie  zum 
Mittelpunkt  den  diametral  gegen- 
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gezogen  KKi  durch  KM  =  MKi. 
Soilann  KKo  //q  uiul  KK^  /p, 
KjKj/Zp,  KiKs/Zq.  So  entstellt 
das  erste  Selmenparallelogranim 
KKiK2K3.  Dazu  kommt  dann 
KKj/y,  EK-J/n,  K1K4//V,  Kilv^ 
l/u,  und  somit  das  Sehnenparal- 
lelograniiii      KK^K^K-,.  Die 

Punkte  Ko  K7  sind  dann  weiter 
erzeugt  aus  K2K3  mittels  u  und  v, 
KgK;,  ebenso  aus  K4K5  mittels 
pq  u,  s.  w.  Angedeutet  sind 
auch  die  Konstruktionen  der 
Tangenten  kz/k^  in  K  und  K^, 
durch  Avelche  auf  p  und  q  die 
Schnittpunkte  der  in  K2  und  K3 
berührenden  Tangenten  kok^,  auf 
u  und  V  die  Schnittpiuikte  der 
in  K4  u.  K5  berührenden  Tangenten 
k^  und  kj    ausgeschnitten  werden. 


Figur   134. 

Erkl.  444.  Besonders  bemerkens- 
wert ist  hier  wieder  die  Determination 
der  Aufgabe.  Man  erkennt  nämlich 
sofort  aus  der  Lage  der  gegebenen 
Stücke  zu  einander,  was  für  eine  Kurve 
entsteht.  Da  Parabel  bei  endlich  ge- 
legenen Mittelpunkt  ausgeschlossen  ist, 
so  hat  man  nämlich  sicher  Ellipse  (Fig. 
133),  wenn  die  Paare  der  konjugierten 
Durchmesser p(|  und  uv  einander  trennen, 
dagegen  Hj-perbel  (Figui-  l.'U),  wenn 
die  Paare  der  konjugierten  Durch- 
messer p(i  und  UV  ungetrennt  liegen, 
d.  li.  UV  im  gleichen  Winkelraum  von 
p<l,  pq  im  gleichen  (stnm])fen)  AVinkel- 
rauniAonuv.  Im  gemeinsa m  en  Winkcl- 
raume    müssen    dann    die   Asymptoten 


Figur  133. 

übeiiiegeüden  Kurven- 
punkt Kl,  und  sodann  je 
zwei  weitere  Punkte 
durch     jedes     der    beiden 

Selmenparallelogramme 
mit  Mittelparallelen  p  und 
q  bezw.  u  und  v,  welche 
die  Strecke  KKi  als  ge- 
meinsame Diagonale 
haben.  Aus  den  so  erhal- 
tenen sechs  Kurven- 
punkten kann  dann  ent- 
weder nach  Paskai  weiter 
konstruiert  werden  oder 
noch  einfacher  durch  fort- 
gesetzte Wiederholung  der  vorigen 
Konstruktion  von  Sehnenparallelo- 
grammen  aus  je  einem  der  neuent- 
stehenden Kurvenpunkte. 

2)  In  gleicher  Weise  liefert  eine 
gegebene  Kurventangente  k  zu- 
nächst durch  Verdopi)elung  der 
Diagonalenhälften  die  diametral 
gegenüberliegende  Kurventangente 
kl,  und  sodann  je  zwei  weitere 
Tangenten  durch  jedes  der  beiden 
Tangentenparallelogramme  mit  Dia- 
gonalen p  und  q  bezw.  u  und  v, 
welche  die  Mittelparallele  von  kki 
als  gemeinsame  Mittelparallele 
haben.      Aus     den     so     erhaltenen 
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liegen,  also  in  Figur  lo4  im  spitzen  Winkel 
{uv),  bezw.  im  stumpfen  Winkel  (])q). 
—  Die  Aufgabe  Inldet  eine  Anwendung 
des  in  Figur  21  vorkommenden  Zusanunen- 
treffens  zweier  Polardi-eiecke,  gebildet 
von  je  derselben  Ecke  M  und  der  un- 
endlich fernen  Geraden  zusammen  mit  je 
«inem  Paare  der  konjugierten  Durchmesser. 
Daher  bedarf  es  zur  Gesamtkoustruktion 
nur  noch  eines  einzigen  hinzukommen- 
den Kurvenelementes. 


sechs  Kurventangenten  kann 
dann  entweder  nach  Brianchon 
weiter  konstruiert  werden,  oder  noch 
einfacher  durch  fortgesetzte  Wieder- 
holung der  vorigen  Konstruktion 
von  Tangentenparallelogramnien  aus 
je  einer  der  neuentstehenden  Kurven- 
tangenten. 


Aufgabe  112.  Die  vorige  Aufgabe 
für  den  besonderen  Fall  zu  kon- 
struieren, daß  die  beiden  Paare  der 
konjugierten  Durchmesser  rechte 
Winkel  bilden. 

Erkl.  445.  Daß  ein  Paar  konjugierter 
Durchmesser  senkrecht  steht,  kann  auch 
in  Figur  133  oder  134  bezw.  in  Auf- 
gabe 1<)8  vorkommen.  Dann  ist  eben 
zufällig  dieses  Paar  auch  das  Axenpaar 
der  zu  konstruierenden  Ellipse  bezw. 
Hyperbel.  So  ist  in  Figur  133  der  Winkel 
(uv)  nicht  weit  von  einem  rechten,  und 
deshalb  zeigen  diese  konjugierten  Durch- 
messer UV  auch  nahezu  die  Lage  der  Axen 
der  Kurve.  Sind  die  beiden  Winkel  der 
.gege1)enen  konjugierten  Durchmesser  in 
Figur  133  und  134  festgelegt,  so  können 
die  Winkel  der  übrigen  Paare  noch  die 
verschiedensten  Werte  annehmen,  bei 
Figur  133  biszudemvorhandenenMiniuuim, 
bei  Figur  134  bis  zu  XuU.  Sind  aber 
die  zwei  gegebenen  Paare  konjugierter 
Durchmesser  schon  senkrecht  zu  einander, 
so  können  auch  alle  übrigen  konjugierten 
Durchmesserpaare  keinen  anderen  Winkel 
mehr  aufweisen,  als  alle  ebenfalls  den 
rechten  Winkel. 

Erkl.  446.  Der  Gegenstand  neben- 
stehender Auflösung  deckt  sich  teilweise 
mit  dem  der  Antwort  der  Frage  47.  An 
vorliegender  Stelle  schließt  sich  diese  Auf- 
gal)e  aber  uinnittelbar  an  die  vorhergehende 
allgemeinere  Aufgabe  an,  sie  erfährt 
auch  allgemeinere  Auffassung  infolge  des 
Hinzukommens  des  Tangentenparallelo- 
gramms, während  an  jener  Stelle  der  Kreis 
bloß  als  Punktkurve  aufii-efaßt  war.     Daß 


Aiiflösimg".  Wenn  die  beiden 
gegebenen  Paare  konjugierter  Durch- 
messer senkrecht  stehen,  so  liegen 
dieselben  jedenfalls  in  getrennten 
Winkelräumen,  liefern  also  sicher 
eine  Ellipse  und  keine  Hyperbel. 
Durch  die  rechten  Winkel  der  Mittel- 
parallelen   pq,    UV     w^erden     die 

Figur   135. 


S  e  h  n  e  n  p  a  r  a  1 1  e  1  o  gr  a  m  m  e  K  Ki 
K2K3  und  KK1K4K5  zu  Rechtecken, 
nnd  durch  die  rechten  Winkel  der 
Diagonalen  pq,  uv  w-erden  die 
T  a  n  g  e  n  t  e  n  p  a  r  a  1 1  e  1  o  g  r  a  m  m  e 
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der  Kreis  so-wolil  als  Puuktkiirve,  wie  nncli 
als  Tangentenkiirve  ?n  den  Erzeüguissen 
der  projektivischen  Gebilde  gehört,  wurde 
erörtert  im  zweiten  Teile  dieses  Lehr- 
buches, besonders  Antwort  17  und  Satz 
20.  Das  Scnkrcehtstelieii  der  säiiitliclK'n 
Paare  konjugierter  Durchniesscr  des 
Kreises  bildet  noch  den  Gegenstand  be- 
sonderer Erörterung  bei  den  involutnri- 
sclien  Eigenschaften  der  Kurve. 


kkik..k,i  1111(1  kkikik-,  zu  Rliomhen. 
Die  beiden  Selmenrechtecke  haben 
also  als  gemeinsame  Gegeneeken 
die  Punkte  KKi,  und  folglich  sind 
die  Diagonalen  KKi  =  K.  K.s  =  K4 
K5  alle  drei  gleiclilang,  die  Punkte 
K  bis  K5  sind  Punkte  eines  Kreises 
um  M  mit  Radius  MK.  Ebenso 
haben  die  Tangentenrhomben  als 
gemeinsame  Gegenseiten  die  Ge- 
raden k  /k],  und  folglieh  sind  die 
Abstände  der  Paralleltangenten- 
paare  k//ki,  k2//k3,  luZ/ks    alle   drei  gleich,   die  Geraden  k  bis  ks  sind 

Tangenten  eines  Kreises  um  M  mit  Radius  —  KK^.    Nun  gehört  aber 

der  Kreis  ebenfalls  zu  den  Erzeugnissen  der  projektivischen  Gebilde, 
und  durch  fünf  Punkte  bezw.  fünf  Tangenten  ist  nur  eine  einzige 
Kurve  festgelegt,  folglich  muß  die  durch  zwei  Paare  senkrechter 
konjugierter  Durchmesser  bestimmte  Kurve  stets  ein  Kreis 
sein  (vgl.  Satz  20). 


Aufgabe  113.  Man  soll  eine 
Hyperbel  konstruieren  aus  den 
Asymptoten  und  einem  gegebenen 
Kurvenpunkte  auf  Grund  des 
Satzes  19. 


Auflösung.  Man  macht  den  ge- 
gebenen Kurvenpunkt  K  (Fig.  136) 
zum  Scheitel  eines  Strahlenbüschels 
und    trägt    auf    jedem    Strahl    die 


Fi-ur   1:36. 


Aufgaben  über  dif  konjugierten   Diirelniiesser  der  Kurven. 
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Erkl.  447.  Zu  den  liierlierg'eliöriii'en 
Konstruktionsaufgaben  über  die  Hyperbel 
sind  aueh  zu  rechnen  die  Aufu'aben  261 
und  folgende  (besonders  266)  im  IL  Teile, 
vvelcliedort  konstruiert  wurden  auf  (Jrund 
der  durch  maßgeometrische  Betrachtungen 
gefundenen  Hyperlieleigenschaften,  wäh- 
rend hier  rein  geometrische  Unter- 
suchungen zu  den  gleiclien  Beziehungen 
geführt  haben. 


zwischen  K  und  der  einen  Asymp- 
tote entstellende  Strecke  als  Ab- 
stand zwischen  dem  Schnittpnnkt 
mit  der  anderen  Asymptote  und 
einem  neuen  Kurvenpunkte  an,  z.  B. 
in  Fig.  136  KAi  =  BiLi  oder 
KAo  =  B,L,  oder  KAo  =  B3L3. 
Man  könnte  ebensowohl  K B 1  =  A  i  Li , 
KBo  =  AoLo,  KB3  =  A3L3  machen; 
denn  die  Lage  des  Punktes  A  be- 
zeichnet zweifellos  die  Innenwinkel- 
räume der  Asymptoten,  innerhalb 
deren  sämtlicheKurvenpunkte  liegen 
müssen. 


Erkl,  448  Unter  den  in  Fig.  136 
lienutzten  Stralden  betinden  sicli  einige 
besonders  bemerkenswerte.  Zunächst 
liefert  der  Stralü  KM  den  centrisch 
symmetrischen  Kurveupunkt  K'.     Ferner 

liefert  der  Parallelstrahl  zur  A-Asymptote  den  unendlich  fernen  Punkt  eben  dieser 
Asymptote,  und  ebenso  der  Parallelstrahl  zur  li-Asymptote  deren  unendlich  fernen 
Punkt,  weil  die  zugehörige  Alistandstreke  KA  bezw.  KB  im  unendlichen  angetragen 
werden  muß.  Endlich  gibt  es  auch  einen  Strahl,  dessen  Al)schnitt  zwischen  beiden 
Asymptoten  durch  den  Punkt  K  halbiert  wird,  und  dieser  Ktrahl  muß  die  vom 
Pimkt  K  an  die  Hj^perbel  gelegte  Tangente  bilden.  Man  findet  seine  Abschnitte 
auf  den  Asymptoten  durch  Verdoppelung  der  Abschnitte  der  beiden  Parallelstrahlen 
zu  den  Asymptoten,  weil  diese  die  Mittelparallelen  des  von  der  Tangente  mit  den 
Asymptoten  gebildeten  Dreiecks  sind. 


Aufgabe  141.      Auf  dieselbe  Weise   eine  Hyperbel   zu   konstruieren 
aus  den  zwei  Asymptoten  und  einer  Kurventangente. 


7.  Aufgaben  über  die  Axen  der  Kurven. 


(Zu   Absrlmitt   2d. ) 


Aufgabe  115.  Von  einer  gegebenen 
bezw.  durch  beliebige  fünf  Elemente 
bestimmten  Ellipse  oder  Hyperbel 
die  Axen  zu  bestimmen. 


Auflösung.  Man  konstruiert  zu- 
nächst nach  früheren  Aufgaben  den 
Mittelpunkt  der  Kurve  und  einen 
beliebigen  Durchmesser  nach  Lage 
und  Größe.  Sodann  verfährt  man 
weiter  nach  Antw^ort  46  durch  den 
Halbkreis  über  diesem  Durch- 
messer. 


Erkl.  449=  Ist  die  Kurve  vollständig 
gegeben,  so  erf(dgt  die  K(mstruktion  ohne 
jede  .Schwierigkeit.  Ist  sie  durch  fünf 
Elemente  bestimmt,  so  muß  der  Mittel- 
punkt nach  Paskai  oder  Brianchon  ge- 
funden werden.     El)enso  findet  man  nach 

Paskai  den  zweiten  Endpunkt  eines  aus  gegebenem  bezw.  gefundenem  Kurvenpunkt 
durch  den  Mittelj^unkt  gelegten  Durchmessers.  Aber  die  Auffindung  der  Schnitt- 
punkte des  Halbkreises  mit  der  Kurve  erfordert  die  Annahme,  daß  der  Kur^•en- 
bogen  an  jener  Stelle  gegeben  oder  durch  eine  große  Zahl  von  Punkten  genügend 
genau  gefunden  sei. 


i'iw; 
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Aiifgal)e  116.  Vo'i  einer  liyper- 
l)olis('lieii  Kometenl){ilin  seien  fünf 
Pnnkte  l)estininit  und  in  Zeiehnnng- 
festgelegt.  Man  snclie  das  Periliel 
der  Balinknrve. 


Andeutung:.  Das  Periliel  jeder 
Kometenhalin  ist  der  Sclieitelpnnkt 
der  Halmknrve. 


Aufgabe  117.  Von  einer  gegebenen 
oder  dnrch  beliebige  vier  Elemente 
bestimmten  Parabel  den  Scheitel 
zn  suchen. 


Auflösung'.  Man  konstruiert  die 
Durchmesserrichtung  und  l)estimmt 
eine  darauf  senkrechte  Sehne  der 
Parabel.  Die  Mittelsenkrechte  dieser 
Sehne  ist  die  Axe  der  Parabel,  und 
deren  Sclinitt])unkt  mit  der  Parabel 
ist  der  Scheitel  der  Kurve. 


Erkl.  450.  Bei  EUipsc  und  Hyperbel 
bedarf  es  zur  Axenkoiistniktion  eines 
Kreises  und  seiner  Schnittpunkte  mit  der 
Kurve.  Die  Konstruktion  dieser  Elemente 
ist  nicht  elementar.     Dagegen  ist  bei  der 

Parabel  der  Scheitel  nach  Paskai  stets  konstruierbar,  weil  die  Axe  eine  Sekante 
durcli  den  samt  Tangente  gegebenen  uneudlicli  fernen  Kurvenpunkt  der  Parabel 
darstellt. 


Aufgabe  118.  Wieviel  Kurven- 
elemente sind  noch  erforderlich  zur 
Konstruktion  einer  Parabel,  wenn 
von  derselben  Axe  und  Scheitel  ge- 
gegeben sind? 


Auflösung.  Es  bedarf  noch  eines 
Punktes  oder  einer  Tangente,  denn 
die  gegebenen  Stücke  stellen  schon 
vier  Elemente  der  Kurve  dar. 


Erkl.    451.  Die  vier  gegebenenElemente 
sind    (TaPcc)    wegen   Axenrichtung,    und    (PT) 


Scheitelpunkt    samt    dessen    au 


der  Axenrichtung   senkrecht   stehender  Tangente,   der    sogenannten  Scheiteltangente 


Aufgabe  119.  Eine  Kurve  zu  kon- 
struieren, von  welcher  gegeben  sind 
die  Lage  beider  Axen  sowie  zwei 
Elemente  PP  oder  TT  oder  (PT) 
oder  P  und  T. 


Andeutung.    Man  vergleiche  Auf- 
gabe 108  und  110. 


Aufgabe  120.  Eine  Kurve  zu  kon- 
struieren, von  welcher  gegeben  sind 
die  beiden  Scheitel  derselben  Axe 
und   ein  Kurvenelement  P  oder  T. 


Andeutung.    Man  kennt  (PT)  (PT) 
und  dazu  P  oder  T. 


Aufgabe    121.      Eine    Hyperbel    zu    konstruieren    aus    den    beiden 
Scheiteln  und  einer  Asymptotenrichtnng. 


Aufgabe  122.  Von  einer  Ellipse 
kennt  man  zwei  Scheitel  verschie- 
dener Axen  und  noch  die  Lage 
eines  Durchmessers.  Kann  sie  kon- 
struiert werden! 


Auflösung.  Auf  dem  gegel)enen 
Durclniiesser  muß  der  Mittelpunkt 
so  liegen,  daß  er  der  Scheitel  des 
recliten  Winkels  der  durch  die  zwei 


Auf"al)eii  über  die  Axen  der  Kurven. 


267 


Erkl.  452.  Je  iiacli  Lage  des  Durcli- 
inessers  zu  dem  Hall)kreis;  über  der  Ver- 
biudung-.ssehue  beider  Sclieitel  .y-ibt  es  zwei, 
eine  oder  keine  Ellipse  der  verlangten  Art. 


Sclieitel  g-elienden  Axen  ist.  Man 
findet  also  den  Mittelpunkt  durch 
den  Halbkreis  über  der  A-^erbindungs- 
selme  der  Scheitel. 


Aufgabe  123.  Man  benutze  die 
H  a  u  ])  t  a  X  e  einer  Ellipse  oder 
Hyperbel  zu  der  Konstruktion  der 
AÜfirabe  99. 


Auflösung.  Der  Halbkreis  über 
der  gToßen  Axe  AB  muß  die  Ellipse 
völlig    einschließen ,    die    Hyperbel 


Figur   137 


Erkl.  453.  Die  Figur  für  die  Hype  r  b  e  1 

l)esonders  zu  entwerfen,  mag  dem  Studieren- 
den überlassen  bleiben.  Man  erkennt  ohne 
weiteres,  daß  je  zwei  Kreisscbnittpmikte 
symmetrisch  zur  Xebenaxe  liegen,  daß  also 
auch  zwei  zur  Nebenaxe  symmetrisch 
liegende  Sehnenparallelogramme  bestimmt 
werden,  und  durch  diese  auch  zwei 
symmetrisch  liegende  Paare  konjugierter 
Durchmesser  je  in  den  beiden  rechten 
Winkeln  beiderseits  der  Nebenaxe.  Und 
jedes  Paar  wird  getrennt  durch  die  beiden 
Asymptoten,  welche  als  Grenzfall  den 
Nullwinkel  zweier  konjugierten  Hyperbel- 
durchmesser darstellen,  und  welche  aus- 
geschnitten werden  durch  den  unbegrenzt 
erweiterten  Kreis,  der  ge1)ildet  wird  durch 
die  Axe  AB  selber  zusanuuen  mit  der 
oberenHälfte  der  unendlich  fernen  Geraden. 

Erkl.  454.  Der  Kreisbogen  AUVB 
in  Figur  137  trifft  die  Ellipse  zweimal,  in 
U  und  V.  Das  Dreieck  AUE  hat  als  Mittel- 
parallelen zwei  Geraden  von  JVl,  welche 
einmal  zwischen  A  imd  N,  einmal  zwischen 
C   und   V   die  Kurve   treffen.     Und    das 


völlig  ausschließen.  Die  Hyperbel 
wird  von  jedem  größeren  Kreis- 
bogen durch  A  und  B  zweimal 
getroffen,  liefert  also  konjugierte 
Durchmesserrichtungen  von  jeg- 
lichem Neigungswinkel  in  beliebig 
verlangter  Größe,  je  paarweise  in 
symmetrischer  Lage.  Die  Ellipse 
wird  von  kleineren  Kreisbogen  zu- 
nächst zweimal  geschnitten  (Punkte 
U  und  V  der  Figur  137)  und  wird 
nur  einmal  berülirt  von  demjenigen 
Ivreisbogen,  welcher  durch  den 
Scheitelpunkt  C  der  kleinen  Axe 
geht.  Folglich  ist  <$  AGB  der 
größtmögliche,  oder  sein  Neben- 
winkel i)  der  kleinste  aller  Winkel, 
welchen  zwei  konjugierte  Durch- 
messer der  Ellipse  miteinander 
bilden  können.  Und  gebildet  wird 
dieser  kleinste  Winkel  von  den- 
jenigen ])eiden  konjugierten  Ellipsen- 
halbmessern, welche  die  Mittel- 
parallelen des  Sehnenparallelo- 
gramms ADBC  sind.  Dieselben 
bilden     aber     die     Diagonalen     des 
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DreiecTv  AYB  Tiat  als  Mittelparallelen  zwei 
Geraden  von  M,  welclie  einmal  zwischen 
U  und  C,  einmal  zwischen  0  und  B  die 
Kurve  treffen.  Es  "-ibt  also  auf  den 
Kurvenbog-en  AN  und  l'C  und  (V  und 
OB  je  einen  I'uukt,  in  welcluMu  Durch- 
messer und  Tanj;ente  den  Winkel  ATI^  = 
AVB  bezw.  gleich  seinem  Nebenwinkel  bil- 
den, und  wegen  d(>r  Syuimetrie  sind  es  in  der 
ganzen  Ellipse  acht  I'unkte  dieser  Art. 
Ueherhaupt  gibt  es  also  für  j  ede  Winkel- 
griiße  zwischen  dem  rechten  Winkel  und 
dem  Winkel  A("I^  bezw.  zwischen  dem 
Winkel  ACB  und  180  — ACB  zwei 
konjugierte  Dur  c  h  m  e  s  s  e  r  p  a  a  r  e 
bezw.  acht  Ellipsenpunkte,  in 
welchen  Durchmesser  und  Tangente  diesen 
Winkel   bilden. 


Taiifreiiteiiparallelograiiims  P^FGH, 
welches  die  Kurve  in  den  vier 
Sclieiteln  berührt,  und  liegen  har- 
monisch 7A\  dessen  Mittel] )arallelen, 
den  Axen,  und  synnnetriscli  zu  diesen. 
Man  erliält  also  die  merkwürdige 
Eigenschaft  der  Ellipse: 

Satz.  Die  Diagonalen  des 
Rechtecks,  dessen  Seiten  die 
Ellipse  in  den  vier  Scheitel- 
])  u  n  k  t  e  n  b  e  r  ü  h  reu,  bilden  zwei 
konjugierte  Durchmesser, 
welche  zu  den  Axen  harmo- 
nisch liegen,  zu  den  Axen 
symmetrisch  liegen,  gleiche 
Länge  haben,  und  als  Neigungs- 
winkel >'>  den  kleinsten  Winkel 
bilden  von  allen  Paaren  konjugierter 
Durchmesser  dieser  Ellipse,   indem 


Erkl.  455.  P^iir  den  rechten  Winkel 
sind  die  vier  Scheitel  als  einzige  Punkte 
und  die  Axen  als  einziges  Paar  kon- 
jugier t  e  r  D  u  r  c  h  m  e  s  s  e  r  vorhanden  (ver- 
gleiche Satz  20).  Und  für  den  Grenz- 
winkel AGB  bezw.  180— ACB  hat  man  ebenfalls  nur  ein  einziges  Paar  konjugierter 
Durchmesser  und  nur  vier  Ivurvenpunkte,  welche  eben  von  diesen  ausgeschnitten 
werden.  Die  Figur  137  hat  also  dieselben  Eigenschaften  wie  die  Figur  35,  daß 
niuülich  zwei  l^aare  konjugierter  Durchmesser  harmonisch  zu  einander  liegen,  daß 
das  Sehnenparallelogranim  des  einen  Paares  jeweils  parallele  Seiten  aufweist  zum 
Tangentenparallelogramm  des  anderen  Paares,  und  daß  Ecken  und  Seiten  je  l)eider 
Arten  von  Parallelogrammen  Pol  und  Polare  bilden  wegen  der  Berührungssehnen  usw. 
Und  eben  diese  beiden  harmonisch  liegenden  Paare  konjugierten  Durchmesser  von 
besonderer  Eigenschaft  sind  die  einzigen  ihrer  Art  an  der  Ivurve. 

Erkl.  456.  Weil  eben  das  Axenpaar  das  symmetrisch  liegende  Tangenten- 
rechteck bestimmt,  müssen  auch  die  Diagonalen  symmetrisch  liegen,  Avas  sonst  bei 
keinem  Paar  konjugierter  Durchmesser  zutrifft.  T'.benso  sind  die  Längen  dieser 
beiden  konjugierten  Diu'chmesser  diesellien,  Avas  sonst  keinem  Paare  zukonnnt,  wenn 
auch  der  längere  und  kürzere  zweier  konjugierten  Durchmesser  in  fester  Beziehung 
stehen (vergl.  unten  Aufg.  214).  Die  Winkelü-rÖße  istaber  einfach  bestinnnbar  aus  dem 

^1  ^         b 

Dreieck     MBG,     wo     BMG  =  ^y^,  MB  =  a,   BG  =  MC  =  b,    also   tg  — =  — . 


Aufgabe  124.  Eine  Kurve  zu  kon- 
struieren, von  welcher  man  kennt 
einen  Scheitel  nebst  Tangente 
und  zwei  Elemente  PP  oder  TT 
oder  (PT). 

Erkl.  457.  W^ürden  1'  und  T  getrennt 
gegeben,  so  wäre  keine  vollständige  Kon- 


Aiiflösuiig.  Die  Scheiteltangente 
bestimmt  die  eine  Kurvenaxe,  und 
diese  verdoppelt  wegen  der  Symme- 
trie die  übrigen  Elemente  zur  Kon- 
struktion nach  Paskai  für  PP  oder 
(PT)  bezw.  nach  Brianchon  für  TT 
oder  (TP). 


Aufgaben  über  die  Axen  der  Kurven. 
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struktiou  nach  Brianelion  oder  Paskai  ermöii'lioht.  Gegebenes  (PT)  ermöglicht 
besonders  leicht  den  Mittelpunkt  zu  finden.  Man  betrachte  die  Lage  der  Kurve  zur 
einzig  möglichen  Parabel. 


Aufgabe  125.  Eine  Ellipse  oder 
Hyperbel  zu  konstruieren,  von 
welcher  gegeben  ist  die  Lage  einer 
Axe  und  die  Elemente  PPP  oder 
P(PT)  oder  T(TP)  oder  TTT. 


Auflösung.  Die  Axe  verdoppelt 
durch  die  senkrechte  Symmetrie  die 
Anzahl  der  gegebenen  Elemente. 
Man  kennt  also  statt  dreier  deren 
sechs  und  kann  weiter  konstruieren 
nach  Brianchon  oder  Paskai. 


Erkl.  458,     Die  Aufgabe  ist  identisch 
mit  Aufgabe   102;  denn  mit  dem  Namen 

„Axe^'  ist  festgestellt,  daß  die  Richtung  des  diesem  Durchmesser  konjugierten  Durch- 
messers senkrecht   dazu   ist. 


Aufgabe  126.  Man  soll  für  die 
Hyperbel  die  Bestimmungsstücke 
aufstellen,  welche  zur  Lage  einer 
Axe  hinzutreten  können. 

Erkl.  459.  Es  kann  auch  die  Aufgabe 
gestellt  werden,  eine  Hyperbel  zu  kon- 
struieren aus  di-ei  p]lementen  PPP  oder 
P(PT),  wenn  außerdem  gegeben  sind  die 
Eich  tun  gen  einer  Axe  und  einer 
Asymptote,  Denn  hierdurch  wird  die 
Richtung  der  zweiten  Asymptote  fest- 
gelegt durch  nochmaliges  Antragen  des 
gleichen  Winkels,  welchen  die  beiden 
gegebenen  Richtungen  miteinander  bilden. 


Auflösung.  Da  die  Axe  die  Stücke 
verdoppelt,  so  kann  außer  den  ge- 
wöhnlichen Bestimmungselementen 
auftreten:  eine  Axenrichtung  mit 
zwei  Kurvenpunkten  oder  eine 
Asymptote  nebst  einem  Punkt  oder 
einer  Tangente.  Beide  Asymptoten- 
richtungen sind  nicht  mehr  beliebig, 
da  die  Axe  den  Winkel  dieser 
Richtungen  halbieren  muß.  Kennt 
man  also  eine  Asymptotenrichtung 
oder  eine  Asymptote,  so  ist  durch 
die  Symivetrie  die  andere  sofort 
bekannt. 


Aufgabe  127.     Dieselbe  Aufgabe  für  die  Parabel  zu  lösen. 


Aufgabe  128.  Von  einer  parabo- 
lischen Kometenbahn  kennt  man  das 
Perihel  und  dessen  Richtung  zur 
Sonne.  Wieviel  weitere  Beobach- 
tungen sind  nötig? 


Auflösung.  Das  Perihel  ist  der 
Scheitel  der  Kurve  und  die  Rich- 
tung vom  Perihel  zur  Sonne  die 
Parabelaxe,  also  hat  man  wie  in 
Aufgabe  118  nur  noch  eine  einzige 
Beobachtung  nötig,  um  das  eine 
fehlende  weitere  Kurvenelement  zu 
beschatten. 


Erkl.  460,  Wenn  die  Entfernung 
zwischen  Perihel  und  Sonne  als  bekannt 
gilt,  bedarf  es  überhaupt  keiner  weiteren 
Beobachtung    mehr,    da    die    Sonne    den 

Brennpunkt    der  Parabel   Inldet,  und  Brennpuidct   und  Scheitel    eine   einzige  Parabel 
bestimmen. 


Aufgabe  129.  Einen  Kometen  sah 
man  in  der  Sehlinie  geradlinig  ver- 
schwinden, man  kennt  also  die  eine 


Auflösung.     Perihel    und    dessen 
Sonnenrichtung  geben  Scheitel  und 
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Asymptote  der  hyperl)()lisclieii  Bahn. 
Wenn  nun  außerdem  das  Periliel  und 
dessen  Riebtung  zur  Sonne  bekannt 
ist,  so  sollen  weitere  Babnelemente 
durch  Zeicbnung  gefunden  werden. 


Erkl.   461.       Die  l>;iliiieii  der  Kometen, 
soweit  sie  nicht  Ellipsen  sinil,  also  zurück- 
kehrenden Kometen  angehören,  sind  sämt- 
lich Hyperbeln,  welche  aber  Parabeln  sehr  nahe  sind  und 
in  erster  Annälienim;-  als  Parabeln  behandelt  werdtMi. 


Axe,  also  ist  aucb  der  ^Fittelpunkt 
der  Babn  als  Selinitti)unkl  der  be- 
kannten Asymptote  mit  der  Axe  be- 
kannt, und  man  bat  durch  Symmetrie 
die  zweite  Asymptote,  kennt  also 
drei  Elementengruppen  (PT)  und 
kann  sowohl  nach  Paskjil  als 
Brianelion  konstruieren. 


auch  von  den  Asti'ononien 


Aufgabe  130.  Von  einer  paral)o- 
lischen  Geschoß])alin  kennt  man 
Ausgangspunkt  und  -richtung,  so- 
wie den  Punkt,  w^o  das  Geschoß  an 
einer  Bergwand  eingeschlagen.  Man 
soll  den  höchsten  Punkt  der  Flug- 
balin  konstruieren. 

Erkl.  462.  Die  an  dieser  Stelle  zu 
behandelnden  Aufgaben  über  Wurf-  oder 
Gesclioß-Flugbahnen  können  natürlich  nur 
die  ])arabolisclie  Bahnkurve  zum  Gegen- 
stand der  Konstruktion  machen.  Diese 
sieht  ab  vom  Pieibungswiderstand  der  Luft 
und  könnte  daher  streng  genommen  nur 
stattfinden  im  luftleeren  Raum  bezM'.  an- 
näherungsweise bei  solchen  Geschossen 
bezw.  Würfen,  die  infolge  mäßiger  Ge- 
schwindigkeit und  geeigneter  zugespitzter 
Form  nur  geringeren  Luftwiderstand  er- 
fahren. Die  wirkliche  Flugbahn  rasch 
fliegender  Geschosse,  welche  ballistische 
Kurve  genannt  wird,  weicht  besonders  in 
der  zweiten  Hälfte  der  Bahn  (bei  der 
Parabel  ist  der  absteigende  Ast  dem  auf- 
steigenden Aste  s  y  m  m  e  t  r  i  s  c  h  gleich ) 
ziemlich  stark  von  der  Parabel  ab.  Ihrer 
Berechnung  stellen  sich  so  vielerlei 
Schwierigkeiten  hinsichtlich  der  prak- 
tischen Grundlagen  entgegen,  daß  diese 
auch  nut  den  Mitteln  der  höheren  ^la  theraatik 
kaum  vollständig  genau  lösbar  sein  dürfte 
und  der  empirischen  Aufstellung  überlassen 
werden  zu  müssen  scheint. 

ErkL  463.  Der  rein  geometrischen 
Behandlungsweise  entsprechend  bleiben 
auch  zwei  andere  Momente  der  Gesciu:»ß- 


Auflösiiiig.  I)  Man  kennt  von  der 
vorliegenden  Parabel  (PxT..)(PT)P, 
nämlich  außer  den  angegebenen 
Stücken  die  unendlich  ferne  Tangente 
und  deren  Berührungspunkt  in  der 
Richtung  zum  Erdmittelpunkte. 
Also  kann  man  nach  Paskai  zunächst 
die  Richtung  konstruieren,  in  welcher 
das  Geschoß  am  Treffpunkt  einge- 
schlagen, nämlich  die  Tangente  in 
jenem  gegebenen  Parabelpunkte, 
sodaß  dreimal  (PT)  bekannt  ist. 
Die  höchste  erreichte  Höhe  ist  der 
Berührungspunkt  der  Scheitel- 
tangente, also  einer  Tangente,  die 
senkrecht  steht  auf  der  Axenrichtung 
zum  Erdmittelpunkt,  oder  die  parallel 
läuft  zum  Horizont.  Nach  Brianchon 
kann  man  aber  diejenige  Tangente 
der  Parabel  konstruieren,  welche 
einer  gegebenen  Richtung  parallel 
läuft,  man  erhält  also  diejenige 
Horizontale,  welche  die  erreichte 
Höhe  angibt.  Endlich  wird  noch- 
mals nach  Brianchon  auf  dieser 
gefundenen  Tangente  der  Be- 
rührungspunkt konstruiert,  dann 
kennt  man  auch  denjenigen  Punkt, 
in  w^elchem  das  Geschoß  seine  höchste 
Höhe  erreicht  hat. 

H)  Man  kann  aber  dieselbe  Auf- 
gabe auch  durch  Konstruktion  nach 
Paskai  allein  lösen.  Legt  man  durch 
den  Treffpunkt  die  Parallele  zum 
Horizont,  so  kann  man  darauf  den 
zweiten  Kurvenpunkt  konstruieren. 
Diese      Seline       steht       aber      auf 
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bahn  liier  außer  Betraelit,  welclie  in  der 
pliysiknlisclien  Belmndlun^'sweise  mit  in 
erster  Jieilie  stehen,  nändieii  die  Anfangs- 
g'esehwindig'keit  des  (Jeseliosses  und 
die  Flugzeit.  Erstere  ist  in  der  Praxis 
bedingt  durcli  die  Art  des  Gesehützes  und 
besonders  die  Menge  der  Pulverladung 
und  erscheint  zusammen  mit  der  Zeit  t 
in  den  Formeln  der  elementaren  Physik 
für  die  in  der  Zeit  t  von  dem  Geschoß 
erreichte  h  o  r  i  z  o  n  t  a  1  e  Entfernung 
X  =  c  •  t  •  cos  «  und  die  vertikale  Ent- 
fernung y  =  c  •  t  •  sin  «  —  —  gt"^. 


der  Durchmesserrichtiing-  senkrecht, 
folg-licli  ist  ihre  Mittelsenkrechte  die 
Axe  der  Kurvte.  Diese  Axe  selbst 
geht  durch  den  unendlich  fernen 
Kurv^enpunkt  und  enthält  als  zweiten 
Kurvenpunkt  den  Scheitel  der 
Kurve,  welcher  demnach  wieder  nach 
Paskai  konstruierbar  ist.  Endlich 
findet  man  dann  als  Senkrechte  zur 
x\xe  im  Scheitel  die  Scheiteltangente, 
welche  die  höchste  vom  Geschoß 
erreichte  Horizontale  darstellt. 


Aiifg'abe  131.  Aus  vorgeschrie- 
benem Schießstand  soll  eine  Kugel 
über  den  Rand  einer  Mauer  von 
bekannter  Entfernung  und  Höhe 
gerade  noch  hinübergeschossen 
werden.  In  welcher  Richtung  ist 
das  Geschützrohr  zu  halten? 

Erkl.  464.  Es  ist  eine  charakteristische 
Eigeiitündichkeit  jeder  Wurfparabel,  daß 
ihre  Axemüchtung  von  vornherein  bekannt 
ist  als  Richtung  nach  dem  ?]rdmittei]juukt, 
weil  in  dieser  Pachtung  die  P^rdschwere 
ihre  Wirkung  ausülit.  Daher  ist  jede 
Vertikale  durch  einen  Parabelpunkt  auch 
rückwärts  aufzufassen  als  eine  Kurven- 
sekante durch  den  gegebenen  unendlich 
fernen  Parabelpuidct  nach  olien,  und  auf 
Parabelpunkt  konstruiert  werden. 


Auflösung.  Von  der  vorliegenden 
Parabel  kennt  man  (PxTx)  und  den 
Ausgangspunkt  P  und  den  Höhe- 
punkt der  Mauer  als  Scheitel  der 
Parabel  samt  Axe  und  Scheitel- 
tangente, also  der  Symmetrie  wegen 
auch  den  gegenüberliegenden  Punkt 
zum  Ausgangspunkt,  und  somit  die 
Elemente  (PT)(PT)PP.  Die  ver- 
langte Richtlinie  des  Geschützes  ist 
die  Abgangsrichtung  der  Kugel,  also 
die  Tangente  im  ersten  Parabel- 
punkte. Daher  wird  dieselbe  durch 
eine  einfache  Konstruktion  nach 
Paskai  gefunden. 

ihr    kann    daher    auch   nach   Paskai    der 


Aufgabe  133.  Von  einer  Gewehrkugel  kennt  man  Ausgangspunkt 
und  Richtung  sowie  den  Punkt  des  Niederfallens  am  Boden.  Gesucht: 
Einschlagsrichtuug,  erreichte  Höhe  und  höchster  Punkt  der  Bahn. 


Aufg-abe  133.  Von  einem  auf- 
steigenden Wasserstrahl  kennt  man 
Ausgangspunkt  und  Richtung  und 
weiß,  daß  er  eine  horizontale  Fläche 
von  bekannter  Höhe  über  dem  Boden 
eben  gestreift  hat.  Gesucht:  Lage 
des  höchsten  Punktes  und  Ort  des 
Niederfallens. 

Erkl.  465.  Auch  die  Bahn  eines  Wasser- 
strahls folgt  denselben  Gesetzen,  wie  die 


Auflösung.  Von  der  vorliegenden 
Parabel  kennt  man  drei  Tangenten 
nebst  zwei  Berührungspunkten, 
nämlich  (P-^Too),  (PT)  an  der  Rohr- 
mündung und  die  Scheiteltangente 
in  der  angegebenen  Höhenlage.  Man 
konstruiert  also  nach  Brianchon  den 
Berührungspunkt  der  letzteren  ge- 
gebenen Tangente,  kennt  dadurch, 
den    Scheitel    und    die    Axe    und 
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findet   (Uiix'h  Symmetrie   den  Treff- 
punkt am  Boden. 


Bahn  eines  geworfenen  oder  geschossenen 

Körpers.      Als   Fläclie,    Avelche    gestreift 

wird,  kann  auch  irgend  eine  schief  liegende 

Fläche  von  bekannter  Lage  angenommen 

werden.      Dann   wird    man    erst    aus    der  schiefen   Tangente   die  h(iriz(nitale,   nämlich 

<lie   Scheiteltanü'cnte   konstruieren    und    die   Aufgabe    in    gleicher   Weise   weiterführen. 


Aufgabe  134.  Ans  denselben  Be- 
stimmnngsstücken  soll  gefunden 
werden,  wo  der  Wasserstrahl  eine 
in  gegebener  Entfernung  stehende 
hohe  Mauer  oder  Wand  treffen  muß- 

Erkl.  466.  Die  Auflösung  ist  nur  da- 
durch möglich  gemacht,  daß  die  Wand 
hezw.  Mauer  auf  dem  Erdboden  senk- 
recht steht.  Auf  einer  schiefen  Berg- 
Avand  bezw.  Daclitläche,  welche  keine 
Gerade  durch  einen  bekannten  Parabel- 
punkt enthält,  würde  die  Aufgabe  nicht 
mit  den  vorlieerenden  Mitteln  möo'lich  sein. 


Auflösung.  Die  Mauer  enthält  in 
der  Ebene  der  Parabel  eine  senk- 
rechte Gerade,  welche  als  Strahl 
durch  den  unendlich  fernen  Be- 
rührungspunkt anzusehen  ist.  Auf 
ihr  ist  also  nach  Paskai  der  zweite 
Kurvenpunkt  zu  konstruieren.  Da 
unter  den  Bestimmungsstücken  aber 
drei  Tangenten  sind,  muß  erst  nach 
Brianchon  ein  dritter  Berührungs- 
punkt, und  zwar  auf  der  Scheitel- 
tangente konstruiert  werden. 


Aufg'abe  135.  Dieselbe  Aufgabe  zu  lösen,  wenn  von  dem  Wasser- 
strahl außer  Ausgangspunkt  und  Richtung  der  höchste  Punkt  selber 
oder  der  (nach  anderer  Richtung  auszuprobierende)  Ort  des  Niederfallens 
bekannt  ist. 


Aufgabe  136.  Man  soll  unter- 
suchen, in  welcher  Weise  die  Mittel- 
punktseigenschaften der  Kurve  bei 
ihrer  polaren  Abbildung  in  Er- 
scheinung treten. 

Erkl.  467.  Aus  den  drei  ersten 
Teilen  nebenstehender  Untersuchung  läßt 
sich  entnehmen,  daß  zu  einer  Original- 
ellipse oder  Parabel  oder  Hyperbel. 
stets  als  liiidknrve  eine  Kurve  gehört, 
welche  den  Mittelpunkt  M  der  Kern- 
kurve einschließt  oder  berührt  oder 
ausschließt.  Dabei  kann  dieselbe  Bild- 
kurve in  jedem  Falle  noch  selber  Elli])se 
oder  Parabel  oder  Hyperbel  sein.  Ins- 
besondere wird  eine  Parabel,  welche 
durch  den  Mittelpunkt  M  der  Kend^urve 
geht,  wieder  zu  einer  Parabel  durch  <len- 
selben  Punkt.  Und  zwar  werden  jeweils 
Tangente  der  Originalitaraliel  in  .M  und 
Axeiu'ichtung    <ler  Bild])arabel    oder    uni- 


Auflösuiig.  Die  wichtigsten  Be- 
ziehungen für  die  polare  Abbildung 
der  Kurve  ergeben  sich  nicht  so- 
wohl aus  den  Mittelpunktseigen- 
schaften der  Originalkurve  selber, 
als  von  ihren  Beziehungen  zu  den 
Mittelpunktseigenschaften  der  ge- 
wählten Fundamental-  oder 
Kernkurve. 

1)  Hat  die  Originalkurve  den 
Mittelpunkt  der  Kernkurve  als 
Kurvenpunkt,  so  erhält  die  Bild- 
kurve die  unendlich  ferne  Ge- 
rade zur  Tangente,  wird  also 
Parabel;  und  umgekehrt  wird  jede 
Parabel  als  Originalkurve  zu  einer 
Bild  kurve,  welche  durch  den 
Mittelpunkt  der  Kernkurve  hin- 
durchgeht. 

2)  Hat  die  Originalkurve  den 
Mitteli>unkt  der  Kernkurve  als 
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gekelnt  zu  konjugierten  Durchmesser- 
riclitungen  der  Kernkurve,  denn  die 
Tangente  durch  M  ist  ein  Durcliuiesser 
der  Kernkurve,  und  ihr  entspriclit  als 
Polpunkt  der  unendlich  ferne  Berührungs- 
punkt der  Bildparabel,  also  läuft  deren 
Axenriclitung  nacli  dem  Polpunkt  jenes 
Durohmessers, 

Erkl.  468,  Zu  den  obengenannten 
Eigenschaften  treten  als  schon  früher 
1)ehandelte  und  mit  den  Mittelpunkts- 
eigenschaften nicht  unmittelbar  zusammen- 
hängende Erscheinungen  lünzu  die  Lagebe- 
ziehungen der  Kurvenelemente  der  Original  - 
kurve  zur  Kernkurve ;  gemeinsamenPunkten 
der  Originalkurve  und  Kernkurve  ent- 
sprechen gemeinsame  Tangenten  der  Bild- 
kurve und  Kernkurve  und  umgekehrt. 
Vergl.  Erkl.  80.  So  wird  der  Mittel- 
punkt (ab)  der  Bildhyperl)el  im  zweiten 
Teile  nebenstehender  Ausführung  außer- 
halb der  Kernkurve  zu  liegen  kommen, 
wenn  dieBerührungssehneAB  derTangenten 
u  und  V  die  Kernkurve  schneidet,  aber 
innerhalb,  wenn  jene  Gerade  außerhalb 
der  Kernkurve  läuft. 

Erkl.  469.  Allgemein  kann  man  sagen, 
daß  als  Mittelpunkt  der  Bildkurve  die- 
jenige Gerade  an  der  Originalkurve  ab- 
gebildet wird,  welche  die  Polare  des 
Mittelpunktes  der  Kernkurve  iubezug  auf 
die  Bildkurve  bezw.  die  Berülirungssehne 
der  vom  Mittelpunkt  der  Kernkurve  an 
die  Originalkurve  gehenden  Tangenten 
ist.  Hat  die  Originalkurve  ihren  Mittelpunkt 
innerhalb  der  Kernkurve,  so  werden  ihre 
sämtlichen  Durchmesser  zu  äußeren 
Punkten  der  Kernkurve  auf  der  Polarge- 
raden dieses  Mittelpunktes  inbezug  auf  die 
Kernkurve,  deren  Lage  zur  Bildkurve 
von  der  Gattung  der  Originalkurve  ab- 
hängt. Paralleltangenten  der  Originalkurve 
werden  zu  Kurveupunkten  der  Bildkurve 
auf  einen  Durchmesser  der  Kernkurve 
und  umgekehrt.  Damit  durch  eine  ellip- 
tische Kernkurve  eine  Originalellipse  als 
Bildellipse  abgebildet  wird,  muß  die  eine  von 
deren  Mittelpunkt  einschließen,  die  andere  di 


äußeren  Punkt,  welcher  also  zwei 
Tangenten  u  und  v  an  die  Punkte 
A  und  B  der  Bildkurve  sendet,  so 
erhält  die  Bildkurve  die  unendlich 
ferne  Gerade  als  Sekante,  wird  also 
H  y  p  e  r  b  e  1 ,  und  die  unendlich  fernen 
Pole  U  und  V  von  u  und  v  sind 
deren  Asymptotenrichtungen,  die 
Polaren  a  und  b  von  A  und  B  die 
Asymptoten,  der  Polpunkt  (ab)  der 
Geraden  AB  der  Hyperbelmittel- 
punkt. 

3)  Hat  die  Originalkurve  den 
Mittelpunkt  der  Kernkurve  als 
inneren  Punkt,  welcher  also  keine 
Tangenten  an  die  Originalkurve 
sendet,  so  wird  die  Bildkurve  die 
unendlich  ferne  Gerade  nicht 
treffen,   sie  wird  zu  einer  Ellipse. 

4)  Von  den  Mittelpunktseigen- 
schaften    der     Originalkurve 
findet    Uebertragung   nur    insofern 
statt,      daß     sie     als     harmonische 
Polaritätsbeziehungen  auftreten  zum 
Mittelpunkt    der    Kernkurve    bezw. 
zu  der  dem  Mittelpunkt  der  Original- 
kurve entsprechenden  Polargeraden. 
Ein    beliebiger    schneidender    oder 
nichtschneidender    Durchmesser 
der   Originalkurve    wird    zu    einem 
beliebigen    äußeren    oder     inneren 
Punkt  auf  dieser  Geraden  der  Bild- 
kurve.    Und  da  konjugierte  Punkte 
bezw.      Gerade      zu      konjugierten 
Geraden     bezw.    Punkten     werden, 
Polardreieck  zu  Polardreiseit,  Polar- 
dreiseit  zu  Polardreieck,   so  liefern 
zwei   konjugierte  Durchmesser 
der   Originalkurve   zwei   konju- 
gierte Punkte  auf  der  dem  Mittel- 
punkt derOriginalkurve  entsprechen- 
den Geraden,  welche  zusammen  mit 
dem  Mittelpunkt  der  Kernkurve  ein 
Polardreieck  der  Bildkurve  bilden. 
Das  gleiche  gilt  von  den  Axen  der 
Original  kurve,      deren      rechter 
Winkel  in  keinerlei  ausgezeichnete 
Maßbeziehung  übertragen  wird. 

der  Kernkurve  eingeschlossen  werden  und 
e  ganze  Kernkurve  einschließen,  usw.  usw. 
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8.  Aufgaben  über  involutorische  Punktreihen   und  Strahlenbüschel. 

(Zu  Absc'linitt   3  a   uiul   \).) 


Aufgabe  137.  Man  soll  die  invo- 
lutorische Lage  von  Punktreihen 
und  Strahlenbüscheln  aus  der  ein- 
fachsten Beziehung  zweier  projek- 
tivisch  verwandten  Punktreihen  in 
perspektivischer  Lage  ableiten. 


Auflösung.  1)  In  Fig.  138  sind 
ti  und  t2  zwei  projektivisch  ver- 
wandte Punktreihen  in  persi)ekti- 
vischer  Lage;  F2  und  Gi  sind  die 
den  unendlich  fernen  Punkten   «.Fi 


Figur   138. 


Erkl.  470.  Der  zweite  Teil  der  neben- 
stelieiulen  Auflösung  ergibt  dieselbe  Be- 
liandlung  der  Fig.  138,  welche  sclion 
in  Antwort  der  Frage  37  des  L  Teiles 
durcligeführt  wurde:  Die  Dreiecke  gt^q 
und  t.,  f  q  sind  ähnlich  wegen  der  Paral- 
letität"g//t,,  ti//f,  also  <  (gti)  =  (t2f), 
(gq)  =  (t2q),  (tiq)  =  (fq).  Und  die  aus 
dieser  Aehnlichkeit  hervorgehende  Pro- 
portion Gl  S  :  OiQi  =  F2Q2  :  F2S  liefert 
Gl  S  •  F,  S  =  Gl  Qi  •  F2  Q2-  Ebenso  sind 
die     Dreiecke     gt^b  -~-  t,fq,      weil     <:^ 

(gti )  =  (t2  f),      (gb)  =  (t,  b),     (ti  b)  =  (fl)). 

Und  die  aus  dieser  Aehnlichkeit  hervor- 
gehende Proportion  Gi  S  :  Gi  B  ^  = 
F2  B2  :  F.  S  liefert  jetzt  Gi  S  •  Fg  S  = 
GiBi  •  F2B2.  Beide  Produkte  sind  aber 
auch  dem  aus  der  Aelinlicldveit  gtip  — tofp 
liervorgehendeni  Produkte  GiPi-F2P2 
gleich,  und  so  erhält  luan,  efttweder  das. 
Zusaiunaenf  allen  you.Qi,  ,n?it  ,]f*^  ,|als  Folge 
des  Auflegens  von  Q2   auf  P^,    oder  das 


und  00  G2  zugeordneten  Punkte,  also 
die  Flucliti)unkte  oder  Gegenpunkte. 
Dabei  entsprechen  also  allen  Punkten 
von  ti,  welche  den  von  Gi  aus- 
gehenden Halbstrahl  Gi  Pj  Bi  Fi  er- 
füllen, nur  solche  Punkte  von  t2, 
welche  den  Halbstrahl  G2  P2  B-,  F2 
bis  F2  erfüllen,  und  solchen  Punk- 
ten von  ti,  welche  den  von  Gi  aus- 
gehenden Halbstrahl  Gi  Ai  Di  Qi  Fi 
erfüllen,  nur  solche  Punkte  von  t2, 
welche  den  Halbstrahl  Go  As  D3  Qo  F-, 
bis  F2  erfüllen.  Denkt  man  sich 
nun  die  Gerade  t2  von  ihrem  Platze 
aufgehoben  und  so  auf  ti  aufge- 
legt, dass  die  Gegeupunkte  F2  Gl 
als  ein  Punkt  M  zur  Deckung 
gebracht  werden,  so  kann  dies 
immer  noch  auf  zwei  Arten  ge- 
schehen, jenachdem  nämlich  ,  £[uf 
den  Halbstrahl  Gi  Bi  Fi  yo%  tj  .^^r 
Halbstrahl  F2  Q2  G2  von  t2  oder  sein 


,ii9T  .m 
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Zusammenfallen  von  B^  mit  P2  als  Folge 
des  Auflegens  von  B2  auf  Pi-  Der  erste 
Fall  gibt  eine  sogen,  hyperbolische 
l'unktiuvolution  mit  ungleich 
laufenden  projektivischen  Einzelpunkt- 
reihen, der  zweite  Fall  die  elliptische 
Punktinvolution  mit  gleichlaufen- 
den projektivischen  Einzelpunktreihen. 


Gegenstrahl  F2  B2  G2  aufgelegt 
wurde.  Auf  dem  nunmehr  gemein- 
samen Träger  der  beiden  projek- 
tivischen Punktreihen  werden  im 
ersteren  Falle  (Fig.  139«)  je  zwei 
zugeordnete  Punkte  stets  auf  ver- 
schiedenen Seiten,  im  zweiten 
Falle  (Fig.    139/:^)   immer   auf   d er- 


Figur 139. 


Q, 


OC 


t, 


G,M^—  R        [^Ej 


P2  U 

G,3f^—   P, 


MEo 


£■> 


P 


MEz         &2 


tr       B, 


P-, 


^G, 


[^EJ 


^G, 


Erkl.  471.  Auch  der  Inhalt  des 
Satzes  22,  durch  welchen  die  Allgemein- 
heit des  Doppeltentsprechens  zur  Grund- 
lage der  weiteren  Untersuchungen  ge- 
macht wird,  läßt  sich  aus  nebenstehendem 
Satze  herleiten,  indem  man  von  jener 
Voraussetzung  aus  mittels  des  Doppel- 
verhältnisses dies  Zusammenfallen  der 
Gegenpunktc  als  Folgtn'ung  nachweist. 
Sind  nämlich  zunächst  die  Punktpaare 
Pi  Qi  und  P2Q2  so  aufeinandergefalleu, 
daß  Q2  auf  Pi\ind  P.,  auf  Qi  (Fig.  139«) 
kam,  und  es  entspricht  dabei  deni  imend- 
lich  fernen  Punkte  G2  der  Punktreihe 
t2  der  Punkt  Gj  in  t^,  so  fragt  sich, 
welcher  Punkt  von  tj^  demjenigen  Punkt 
von  t2  entspricht,  welcher  mit  Gi  zu- 
sammenfällt. Man  nennt  diesen  vorläufig 
etwa  E2  und  beweist,  daß  er  mit  dem 
Gegenpunkt  F2  zum  uneudlicli  fernen 
Punkt  Ft  identisch  ist.  Projektivisch 
sind  nämlich  jetzt  die  Punktgruppen 
PiQiGiEi  und  P2Q2G2E2,  also  sind 
gleiche  Doppelverhältuisse  (PiQiGj^E^)  = 
(P2Q2G2E2),  oder 

Pj  G^    Pi  E-^  P2  G2  .  P2  ^2 

Ql  Gri      Qi  El  Q2  G2      Q2  E2 

Nun  ist  aber  hierin  laut  Annahme  an  der  Fifrur 


139« 


P2G2 
B.,  Go 


00, 
00 


1,  undPiGi  =  Q2E2, 


Qfi  '^1  ;==;  ?2*l^2>i  -al.so, ,  |vsr,i^-cl  .da^,  t^v^  ,S|:jche,ude 


Qi.Ei    !   QiGimQ^E^ 


.(1,'r 


selben     Seite     des     Punktes     M 
liegen. 

2)  Nun  bilden  aber  in  Figur  138 
die  Parallelstrahlen  f//ti  und  g//t2 
mit  jedem  der  Projektionsstralilen 
ein  Paar  von  ähnlichen  Dreiecken 
mit  parallelen  Seiten,  z.  B.  A 
gti  p  ~  to  fp  oder  A  g"ti  q^  t2  fq,  und 
daraus  ergibt  sich,  daß  dasselbe 
Produkt  Gl  S  •  F2  S  das  einemal  gleich 
Gl  Pi  •  F2  P2,  das  anderemal  gleich 
GiQi-F2Q2  wird,  also  auch  alle 
Produkte  dieser  Art  einander 
gleich  wer  den.  Trifft  es  sich  also, 
daß  beim  oben  verlangten  Aufein- 
anderlegen der  beiden  Punktreihen 
die  Strecke  F2  Q2  auf  die  Strecke 
GiPi  zu  liegen  kommt  (Fig.  139«), 
so  folgt  aus  Gl  Pi  •  F2  P2  =  Gl  Ql  •  F2  Q2 
wegen  Gleichheit  des  ersten  und 
letzten  Faktors  auch  Gleichheit  der 
beiden  anderen,  nämlich  F9  P>  = 
GiQi  bezw.  MP2  =  MQi.  Trifft  es 
sich  aber  bei  der  anderen  Art  des 
Aufeinanderlegens  der  beiden  Punkt- 
reihen, daß  auf  die  Strecke  Gi  Pi 
etwa  die  Strecke  Fo  Bo  zu  liegen 
kommt  (Fig.  139/^),-  so  folgt  diesmal 
aus  Gl  Pi  •  F2  P2  =  Gl  Bi  •  F2  B2  wieder 
wegen  Gleichheit  des  ersten  und 
letzten  Faktors  auch  die  Gleichheit 
der  beiden  anderen,  nämlich  F2 1^2' f^ 
GiBi  bezw.  MP2  =  MBi..  -hMi  M  ,.i 

18* 


276 


Prtijoktivi.sclie  (neuere)  Geometrie.     IlT.  'r<'il. 


innerhalb  Qo  P2  ü^ot?  J^^'ß  Avejj^en  der 
-gl  eicli  laufenden  Projektivitiit  E^ 
außerhalb  (^1  Pj  liegen,  folglich  wird 
El  zu  demjenigen  äußeren  Punkt  von 
^1*1  1^'  '^''i"  diese  Strecke  im  P^inheits- 
vcrhältuis  teilt,  und  das  kann  nur  der 
unendlich  ferne  sein.  Also  sind  E^ 
E2  die  Punkte  FjF2.  Sind  umgekehrt 
Pi  Bi  undB2P2  aufeinandergefallen  (Fig. 
139/i),  so  hndet  sich  in  genau  gleicher 
Weise  (Pi  B^  G^  EJ  =  (Pg  B2  Go  E2), 
Pi  Gl    Pi  El  _  P2  G2    P2  E, 


Bj  Gl    Bi  El        B2  Go    B2  E2 

Fl  El Fl  Gl    P2  E2 

Bi  El 


=  1. 


Bi  Gl  B2  Eo 
Da  hier  E2  außerhalb  B2  P2  lit'gt,  muß 
wegen  der  u n  g  1  e  i  e  h  1  a  u  f  e  n  d  e  n  Pro j  ek- 
tivität  auch  Ei  außerhalb  BjFi  liegen, 
folglich  wird  Ei  wieder  zu  demjenigen 
äußeren  Punkt  von  PiBi,  der  diese 
Strecke  im  Einheitsverhältnis  teilt, 
also  zum  unendlich  fernen  Punkte. 
Auch  hier  sind  also  Ei  Eo  die  Punkte 
Fl  F.. 

Ei'kl.  472.  Die  vorstehende  Ueber- 
legung  zeigt,  daß  aus  dem  Dop])eltent- 
sprechen  eines  Punktpaares  das  Zu- 
sammenfallen der  Gegen  punkte  folgt, 
und  aus  dem  Zusammenfallen  der  Gegen- 
punkte folgt  auf  Grund  des  nebenstehen- 
den Satzes  wieder  das  Doppeltentsprechen 
aller  Punktpaare.  Durch  diesen 
Zwischenschluß  ist  aber  auch  erst  die 
Möglichkeit  geboten,  den  involutori- 
schen       Strahlenbüschel,      welcher 

Strahlen  von  der  Eigenart  der  Gegenpunkte  nicht  besitzt,  auf  dieselbe  Grundlage 
zu  stellen;  und  damit  sind  aus  der  obigen  eintachsten  Verwandtschaft  beiderlei  invo- 
lutorische  Gebilde  hergeleitet  als  projektivisch  verwandte  Gebilde  auf  gemeinsamem 
Träger  mit  D  o  p  p  e  1 1  e  n t  s  p  r  e  c  h  e  n  s  ä  m  tl  i  c  h  e  r  z  u  g  e  o  r  d  n  e  t  e  n  E 1  e  m  e  n  t  e  n  p  a  a  r  e. 


3)  Im  ersten  Fall  kommt  aber 
P2  auf  dieselbe  Seite  von  M  zu 
liegen  wie  Qi,  im  zweiten  Falle 
dagegen  P2  auf  dieselbe  Seite  wie 
Bi,  also  muß  auch  wirklich  Punkt 
P2  auf  Qi  bezw.  P2  auf  Bi  fallen, 
wenn  Q2  auf  Pi  bezw.  B2  auf  Pi 
gefallen  war.  Da  aber  die  Punkt- 
paare Pi  Q2  bezw.  Pi  B2  ganz  be- 
liebig ausgewählt  waren,  so  ist  da- 
mit die  Grundlage  der  involuto- 
rischen  Beziehung  gewonnen,  näm- 
lich der 

Satz:  Wenn  in  zwei  auf  gleichem 
Träger  liegenden  projektivischen 
Punktreihen  die  Gegenpunkte  zu- 
sammenfallen, so  sind  je  zwei 
zugeordnete  Punk,te  beider 
Reihen  einander  doppelt  ent- 
sprechend, sie  bilden  eine  invo- 
lutorische  Punktreihe. 

4)  Als  involutorischen  Strah- 
le nbüschel  definiert  man  dann 
ganz  einfach  den  Strahlenbüschel, 
durch  welchen  die  sämtlichen  ein- 
ander doppelt  entsprechenden  Punkt- 
paare einer  involutorischen  Punkt- 
reihe projiziert  werden.  Auch  die 
Strahlen  dieses  Büschels  sind  da- 
durch in  der  Weise  zugeordnet,  daß 
je  zwei  zugeordnete  Strahlen 
beiderBüschel  einander  doppelt 
entsprechen. 


Aufgabe  138.  Von  einer  elliptischen 
oder  hyperbolischen  Punktinvo- 
lution seien  gegeben  irgend  zwei 
zugeordnete  Punktpaare.  Man 
soll  beliebige  weitere  zugeordnete 
Punkt  paare  sowie  auch  die  be- 
sonderen Punkte  der  Involution 
konstruieren. 


Auflösung.  1)  Man  kann  ver- 
fahren nach  der  rein  geometri- 
schen Behandlungsw^eise  derFiguren 
47  und  48  S.  100.  Man  bezeichnet 
die  beiden  gegebenen  Punktpaare 
als  Punkte  Ai  Bi  Ci  Di  bezw.  A2  B2 
Co  D2    zweier   Punktreihen   ti  t2  auf 
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Ei'kl.  473.  Bei  der  ersten  Auflösung 
der  Aufgabe  könnte  die  Frage  entstehen, 
ob  uuui  rückwärts  und  vorwärts  den- 
selben gepaarten  Punkt  erhält,  d.  h. 
denselben,  ob  man  zu  einem  Punkte  E^ 
Punkt  Eo  sucht,  oder  zu  dem  in  ti  als 
Li  bezeichneten  Punkt  E2  wieder  L2  =  E^. 
Diese  Frage  ist  aber  oben  in  Antwort  52 
ausführlich  erörtert  und  bejahend  er- 
ledigt. Ob  man  in  Figur  47  und  48  die 
Reihe  der  Projektionen  von  Bi  über  Bg 
B4  B.)  oder  rückwärts  von  Ä2  über  A4 
A3  Aj  durchführt,  ergil)t  gleicherweTs&- 
dasselbe  Punktpaar  Aj  A2  oder  B1B2. 
—  Zur  Konstruktion  des  Mittelpunktes 
zieht  man  entweder  SiFico//ti  nach  F3 
auf  t3,  dann  F3  Sq  nach  F4  auf  t^  und 
F4  S2  nach  F2  =  M  oder  83  Gg  «,  //t2  nach 
G4  auf  t4,  dann  G4  So  nach  G3  auf 
ts   und   G3  81   nach  Gi  =  M. 

Fiffur   140. 


/     '''    / 

\^        N               \                     \ 

/     /    /  / 
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1     T    M 

^                1         \            ^'                      i 

Ai  ß  E^Ci      M   t     A.Po  E, 


'2  ^2    -^2 


b:::::::::::-^:::::::'*::: * 

r-c-kf-3^ d-X ♦ 


Erkl.  474.  In  Figur  140  und  141 
sind  dieselben  Punkte  A^  A2  C^  Co  ge - 
wählt,  welche  in  Figur  47  und  48  zur 
Konstruktion  dienten.  Daher  erhalten 
auch  die  Punkte  M1P1P2XY  dieselbe 
Lage  unter  den  übrigen  Punkten,  wie 
in  Figur  47  und  48.  Die  beiden  Kon- 
struktionen nach  Figur  140  und  141 
lassen  zuerst  den  Mittelpunkt  M  auf- 
suchen und  mit  dessen  Hilfe  dann  die 
weiteren  Punktpaare.  Ob  nach  Figur 
140  oder  141  zu  konstruieren  ist,  er- 
kennt man  sofort  aus  der  gegenseitigen 
Lage  der  Punktpaare,  nämlich  ob  ellip- 
tische Involution  mit  getrennten  oder 
hyperbolische  Involution  mit  unge- 
trennten Strecken  der  Punktpaare  vor- 
liegt.    In  Figur    140    kann    nmn   in   be- 


gemeinsamem Träger,  projiziert  ti 
aus  beliebigem  Scheitel  Si  auf  den 
beliebig  durch  Di  gelegten  Träger 
ts,  ts  aus  B2  =  So  auf  den  als  Ver- 
bindungsgrade Si  Ci  durch  Ci  ge- 
legten Träger  t4,  und  ti  aus  B.s  =  S2 
wieder  zurück  auf  den  gemeinsamen 
Träger  tj_2.  ^ach  der  Zeich^nvor- 
schrif  t  ti  A  Si  A  ts  A  So  A  ti  Ä  S->  A  U  er- 
hältmansozujedembeliebigen  Punkt 
von  ti  den  zugehörigen  von  t>,  also 
je  zwei  zugehörige  Punkte  der  Invo- 
^lution.  —  So  erhält  man  insbeson- 
dere den  Mittelpunkt  M  der  In- 
volution als  zugehörigen  zum  un- 
endlich fernen  Punkte  der  einen 
oder  anderen  Reihe.  —  Dagegen 
ist  die  Aufsuchung  der  Ordnuiigs- 
punkte  XY  bezw.  der  Potenzpunkte 
Pi  P2  nicht  ohne  Zuhilfenahme  an- 
derer Ueberlegungen  durchführbar. 

2)  Verfährt  man  nach  der  maß- 
geometrischen Behandlungs  weise, 
so  hat  man  zunächst  zu  unter- 
scheiden, ob  die  Involution  eine 
elliptische  oder  hyperbolische 
ist. 

Im  ersteren  Falle  (Figur  47  bezw. 
140)  wo  die  Strecke  Ai  A2  durch 
Ci  C2  getrennt  liegt,  zeichnet  man 
über  Ai  A2  und  Ci  C2  je  einen  Hall)- 
kreis  und  fällt  aus  dem  Schnitt- 
punkt K  beider  Halbkreise  die  Senk- 
rechte KM  auf  t.  Dann  ist  M  der 
gesuchte  Mittelpunkt ,  und  jeder 
andere  Halbkreis  durch  K  mit  Durch- 
messer auf  t  schneidet  t  in  zwei 
weiteren  zugeordneten  Punkten  Ei 
E2.  Denn  MK-  =  MAi  •  MA-,  = 
MCiMC^=MEiME2=MPiMP2= 
MPi^  =  MP2'.  Der  Halbkreis  um  M 
mit  Kadius  MK  liefert  nämlich  auch 
die  Potenzpunkte  Pi  P2,  welche 
als  zugeordnete  Punkte  im  gleichen 
Abstand  beiderseits  M  liegen. 

Im  zweiten  Falle  (Figur  118  bezw. 
141),  wo  die  Strecke  Ai  A2  durcli 
Ci  C2  un getrennt  liegt,  zeichnet 
man  durch  Ai  Ao  einen  beliebigen 
Kreis  und  durch  Ci  Co  ebenfalls 
einen  beliebigen  Kreisbogen,  der  den 
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lieltigeiu  Punkte  0  auft  einsetzen,  seinen 
Abstand  OK  von  K  als  Radius  nehmen, 
und  durch  den  Halbkreis  Ex  KE2  um 
0  jedesmal  zwei  zugeordnete  Punkte  E^ 
Eo  erhalten.  Ist  deren  einer,  z.  B.  E^ 
A'orgesohrieben,  so  Avird  man  l\  K  ziehen, 
und  erhält  den  zur  Ausführung  notwen- 
digen Kreismittelpuukt  O  durch  die  Mittel- 
senkrechte auf  El  K. 


ersteren  schneidet  in  zwei  Punkten 
H  und  K.  Dann  trifft  die  Ver- 
biudungsgerade  HK  den  Träger  t 
im  Mittelpunkt  M  der  Involution, 
und  jeder  andere  Kreis  durch  H 
und  K  schneidet  t  in  zwei  weiteren 
zugeordneten  Punkten  Ei  E,.  Denn 
MHMK  =  MAiMA2  =  MCiMa  = 
MEi  •  ME.,.    —    Den  Abstand    MX 


Fig:ur   141. 
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Erkl.  475.  Die  nuißgeometrischen 
Gleichungen,  welche  an  Figur  140  und 
141  zum  Ansatz  gelangen,  sind  die  des 
Sekantensatzes  der  Planimetrie,  Dazu 
kommt  im  Halbkreis  AjZM  der  Satz 
vom  Sehnenquadrat  MZ- ^  IVIAi  •  MAg. 
Diese  Strecke  MZ  hätte  mau  auch  er- 
halten können  als  Tangentenabschnitt  aus 
'Sl  an  den  einen  oder  anderen  der  Kreise 
durch  H  und  K.  Denn  es  ist  MA^  •  MA2 
=  MK  ■  MH  =  dem  Quadrat  des  Tan- 
gentenabschnitts an  jeden  Kreis  des 
Kreisbüschels  HK.  Man  kann  in  be- 
liebigem Punkte  0  auf  der  Mittelsenk- 
rechten von  HK  einsetzen,  seinen  Abstand 
OH  =  OK  als  Radius  nehmen  und  durch 
den  Kreisbogen  HK  E1E2  um  0  jedes- 
mal zwei  zugeordnete  Punkte  Ei  und 
Fjy  erhalten.  Ist  einer  derselben  vor- 
geschrieben z.  B.  El,  so  Avird  man  EiK 
ziehen,  und  erhält  den  zur  Ausführung 
erforderlichen  Kreismittelpunkt  0  auf 
HK  durch  den  Schnittpunkt  der  beiden 
Mittelsenkrechten  von  Ei  K  und  HK. 

Erkl.  476.  In  Anlehnung  an  die  grund- 
legende Figur  48  enthält  Figur  141  die 
Punktgruppen    A1A2  C1C2    in    der    Lage, 


der  Ordnungspunkte  X  und  Y  kon- 
struiert man  als  mittlere  geometri- 
sche Proportionale  zu  irgend  zweien 
der  ebengenannten  Strecken  z.  B. 
als  Sehne  MZ  über  MA,  im  Halb- 
kreis über  MAi.  Es  ist  nämlich 
MX2  =  MY^  =  MZ-  =  MAi-  MA,. 

3)  Man  kann  aber  auch  rein 
rechnend  verfahren,  indem  man 
die  Lage  des  Punktes  M  durch 
Rechnung  findet,  und  dann  die 
Lage  jedes  anderen  Punktes  aus  dem 
konstanten  Produkt  oder  der 
Potenz  der  Puuktinvolution  ab- 
leitet. Bezeichnet  man  zu  dem 
Zwecke  jedesmal  den  Abstand  AiM 
=x  und  die  Strecken  AiA2  =  a,CiC2 
^  c  und  in  Figur  140  und  141  etwa 
den  längsten  Abstand  A1C2,  in  Figur 
142  den  kürzesten  Abstand  A1C2  mit 
d,  so  hat  man  wieder  verschiedene 
Lagen  für  M  je  nach  der  Lage  der 
elliptischen  oder  den  beiden  Lagen 
der  hyperbolischen  Involution. 
Im  ersten  Falle  (Figur  140)  ist 
MCo  =  d  —  X,  aber  M A.  =  a  —  x,  MCi 
=  c  —  (d  —  x),    im    zweiten    Falle 
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Avelclie  sie  für  die  hyperbolische  In- 
volution in  Figur  50  I /:i  annehmen,  daß 
nämlich  bei  un  getrennt  er  Lage  das 
Punktpaar  C^Co  ganz  außerhalb  der 
Punktstrecke  AjAg  liegt.  Es  kann  aber 
die  Punktstrecke  CiCg  statt  auf  der 
äußeren  Strecke  der  Punkte  AiAg, 
auch  wie  in  Figur  50  /}'  auf  der  inneren 
Strecke  dieser  Punkte  liegen.      Dadurch 


(Figur  141)  ist  auch  MC,  =  d  —  x, 
aber  MAo  =  x  -  a,  MCi  =  (d  —  x) 
—  c.  Die  Gleichung  der  konstanten 
Produkte  MAi  •  MA,.  =  MCi  •  MC- 
erhält  daher  im  ersten  Fall  die 
Form  X  (a  —  x)  =  (d  —  x)  [c  — 
(d  —  x)],  im  zweiten  Fall  x  (x  —  a) 
=  (d  — x)  [(d  — x)  — c].  Die  Aus- 
rechnung wird  also  für  beide  Fälle 


Figur  142. 


erfährt  die  Konstruktion  geringe  Ab- 
weichungen, welche  in  Figur  142  dar- 
gestellt sind:  Die  Mittelsenkrechte  der 
Kreisschnittpuukte  HK  trift't  den  Träger  t 
nicht  innerhalb  sondern  außerhalb,  und 
die  Gerade  HK  selber  schneidet  den 
Mittelpunkt  M  nicht  innerhalb,  sondern 
außerhalb  der  beiden  Punktstrecken  auf 
t  aus.  Dieser  Punkt  M  liegt  auf  der- 
jenigen Seite  der  Strecke  A1A2,  wo  der 
Abstand  AiC2  kleiner  ist  als  der  Abstand 
AgCi;  noch  ferner  außerhalb  A^Ag,  als  M, 
liegt  der  zweite  Orduungspunkt  \;  da- 
gegen ist  die  Konstruktion  der  Strecke 
MX  =  MY  dieselbe  wie  zuvor,  nämlich 
als  Sehne  MZ  über  MA^  im  Halbkreis  über 
MA2,  oder  auch  als  Tangentenstrecke 
an  einen  der  Kreise  durch  HK. 

Erkl.  477.  Wenn  man  zur  rech- 
nenden Durchführung  dieser  Aufgabe 
die  Strecke  A^M  als  x  bezeichnet,  so 
wird  man  nach  nebenstehender  Gleichung 
d  (d  —  c) 


ganz  identisch,  da  nur  je  eine  der 
Klammern  auf  beiden  Seiten  ent- 
gegengesetztes Vorzeichen  bekommt. 
Man  findet  demnach  beidemale 
x2_ax  =  x2  — 2dx-|-cx-f-d  (d  — c), 
und  durch  Wegfall  von  x'^  wird 
x(2d-a-c)  =  d(d-c),  x  =  MAi  = 

^^^~^^    •    Damit  ist  der  Abstand 
2d  —  a  —  c 
des  Punktes  M  von  Ai  festgestellt. 

Das  Produkt  M Ai  •  M  Ao  =  ±  x  (x — a) 
wird 
,  +d(d  -  a)(d  — c)(d  -a-c) 

—  ^"~  (2d  — a  — c)-^ 

Und  hiernach  kann  erstens  der 
Abstand  der  Potenzpunkte  P1P2 
bezw.  der  Ordnungspunkte  XY 
von  M  gefunden  werden,  nämlich 
MX  =  MY  = 


k  = 


yd(d  — a)  (d  — c)  (d  —  a  -  c) 


■rhalten  x 


Würde  man 


2  d  —  a  —  c 
den  Abstand  A2M   als   y  bezeichnen,    so 
(d  —  c)  (d  —  a  —  c) 


käme  v 


2  d  —  a  — 


würde 


2d  —  a  —  c 
wobei  unter  der  Wurzel  der  posi- 
tive Ausdruck  +(d  —  a  —  c)  zu 
setzen  ist.  Und  zweitens  erhält 
man  zu  einem  beliebigen  Punkt 
El  im  Abstand  ME^  den  zugehörigen 
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man  C^M    als   u   bezeichnen^,    so    würden 

gerade    nur    a    und    c    vertauscht,    also 

d(d-a)  .     .   _^^ 

-,undwirdC2M  =  v^esetzt, 

(d  —  a)  (d  —  a — c) 

2d  —  a — c 
Dagegen    bliebe    für     das     Produkt    k^ 
jedesmal  der  unveränderte  Wert 


2  d  —  a  - 
entsteht 


yd(d  — a)  (d-c)  (d 


c) 


Dabei  ist 


2  d  —  a  —  c 
dieser  Ausdruck,  wie  nicht  anders  zu  er- 
warten, in  a  und  c  symmetrisch  gebaut, 
d.  h.  er  ändert  seinen  Wert  nicht,  wenn 
man  darin  a  mit  c  oder  c  mit  a  ver- 
tauscht. Es  ist  in  der  Tat  ohne  Ein- 
fluß anf  die  Untersuchung,  ob  man  AjA., 
als  a  und  0^02  als  c,  oder  A^A,  als  c  und 
CiC2  als  a  bezeichnet.  Aber  noch  mehr 
läßt  sich  aus  den  Buchstabenausdrücken 
entnehmen:  Da  d  die  größte  aller  Strecken 
ist,  so  ist  d  —  a  und  d  —  c  jedenfalls 
positiv,  und  ebenso  deren  Summe  2  d  — 
a  —  c,  welche  im  Nenner  steht.  Dagegen 
ist  der  vierte  Faktor  im  Zähler  d  — a  — c 
nur  für  Figur  141  ein  positiver,  tüi- 
Figur  140  aber  negativ.  In  der  Tat  ist 
auch  in  Figur  140  als  Ergebnis  der 
Gleichung  nicht  d  —  a  —  c,  sondern 
a-|-c  — d  entstanden,  indem  nicht  x  — a, 
wie  in  Figur  141,  sondern  a  —  x  zu 
nehmen  ist. 

Erkl.  478.  Umgekehrt  aber  ist  in 
einem  allgemeinen  Falle  gerade  der 
Faktor  d  — a— c  im  Ausdruck  für  k"^  in 
Figur  140  oder  141  der  maßgebende 
dafür,  ob  die  Involution  eine  hyper- 
bolische oder  elliptische  ist.  Wird 
nämlich  d  —  a— c  positiv,  so  Avird  auch 
k-  positiv,  und  k  enthält  einen  reellen 
Wert  =  MX  =  MY  für  die  hyper- 
bolische Involution.  Ist  aber  d — a  — c 
negativ,    so    wird    k^    negativ,    und    k 

erhält  einen  imaginären  Wurzelwert  für  die  elliptische  Involution.  Es 
gibt  also  hier  keinen  reellen  Abstand  MX  oder  MY  für  Ordnungspunkte,  vielmehr 
hat  man  nur  Potenzpunkte  Pj Po,  deren  einer  den  positiven,  deren  anderer  den 
negativen  Abstand  von  M  hat;  beide  Abstände  sind  aber  gleichgroß,  also  gibt 
ihr  Produkt  ein  Quadrat,  aber  mit  negativen  Vorzeichen.  Dieses  kann  folglich  nicht 
in  das  Produkt  zweier  gleichen  Faktoren  mit  gleichem  Vorzeichen  zerlegt  werden, 
sondern  nur  in  das  Produkt  zweier  gleichgroßen  Faktoren  aber  mit  ungleichen 
Vorzeichen.  Damit  ist  ausgesprochen,  daß  im  ersteren  Falle  zwei  Punkte  selbst- 
entsprechend sind,   indem  die  auch  sonst  nach  gleicher  Seite  gemessenen  Abstände 


Punkt  Ea  im  Abstände 

ME2  =  ^«^j  nämlich  mit  +,  wenn 

E2  wegen  hyperbolischer  Invo- 
lution auf  der  gleichen  Seite  von 
M  liegt  wie  Ej,  dagegen  mit  — , 
wenn  E2  wegen  elliptischer  In- 
volution auf  entgegengesetzter  Seite 
von  M  liegt,  wie  Ei. 

Im  dritten  Falle  (Figur  142) 
werden  die  Strecken  MAi  =  x, 
MAo  =  X  +  a  u.  s.  w.  nach  der- 
jenigen Seite  hinaus  liegen  müssen, 
auf  welcher  der  kürzeste  Abstand 
d  liegt,  also  MC2  =  x  +  d  und 
MCi  =  X  +  d  +  c.  So  entsteht  die 
Gleichung  x  (x  +  a)  ^  (x  +  d)  (x  +  d 
+  c).  Hieraus  x^  +  ax  =  x'^  -(-  ^ 
(c  +  2  d)  +  d  (c  +  d),  und  durch  Weg- 
fall von  x^  wird 

x= ,rT  =  MAi.      Damit    ist 

a  —  c  —  2d 

der  Abstand  M  von  Ai  festgestellt. 

Das  Produkt  MAi  •  MA2  =  x  (x  +  a) 

.    ,-„     d(d  +  c)(a  —  d)(a — d  —  c) 

wird  k-  = ^ —rr;, 

(a  —  c  —  2d)- 
Und   hieraus    ergibt   sich   wie  oben 
der  Abstand  der  O  r  d  n  u  u  g  s  p  u  n  k  t  e 
XY     von     M     als     MX  =  MY  = 
/d(d  +  c)(a  — d)(a— d— c) 


k 


Und 


a— c  — 2(1; 
ebenso  erhält  man  zu  einem  be- 
liebigen Punkte  El  im  Abstand 
MEi  den  zugehörigen  Punkt  E2  im 

Abstände    ME2=Tpfr>   wobei  ME2 
MEi 

mit  MEi   stets   gleichzeitig   positiv 

oder  gleichzeitig  negativ  zu  nehmen 

ist. 
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der  zugeordneten  Punkte  liier  aucli  gleichgroß  geworden  sind;  im  zweiten  Falle 
aber  sind  die  auch  sonst  nach  entgegengesetzten  Seiten  gemessenen  Abstände  der 
zugeordneten  Punkte  zwar  gleichgroß  geblieben,  aber  doch  nach  entgegengesetzten 
Seiten  gemess<Mi  worden.  Demnach  ist  ein  negatives  Produkt  bezw.  ein  imaginärer 
Abstand  der  Ordnungspunkte  das  Kennzeichen  der  elliptischen  Involution. 

Erkl.  479.  Die  Erörterung  der  Vorzeichen  der  einzelneu  Faktoren  läßt  sieh 
auch  im  dritten  Falle  obiger  Auflösung  durchführen,  welche  nur  eine  zweite  Er- 
scheinungsweise der  hyperbolischen  Involution  darstellt.     Es  würde 

TiTA  (a  —  d)  (a  —  d  —  c)  d  (a  —  d)  (d  +  c)   (a  —  d  —  c) 

MA2  = ,    MC2  = — : ,    MC  1  = — 

a  —  c  —  2d  a  —  c  —  2d  a  —  c—  2d 

Da    hierin    d    die    kleinste    aller    Strecken    ist,    und    a^c,    so    wird    sicher    a  —  d 

positiv    und    größer    als    c  —  d    bezw.   d  —  c,    folglich    auch    deren    Summe    bezw. 

Diflferenz  a  —  c  —  2d  positiv,    welche  im  Neuner  steht.      Und  da  a  —  d  =  02^-2  = 

c  -f-  CiA2  ist,    so    wird   auch  der  letzte  Faktor  im  Zähler  a  —  d  —  c  sicher  positiv. 

Durch    beliebige   Veränderlichkeit    der    drei    Größen  a,    c    und  d   gelangt  man   dann 

auch    hier    zu    der    allgemeinen  Unterscheidung    der  elliptischen  und  hyperbolischen 

Involution  wie  oben. 

Aufgabe  139.  Zu  einem  beliebig  gegebenen  Punkte  einer  involu- 
torischen  Punktreihe  den  zugeordneten  zu  finden,  wenn  die  Involution 
durch  zwei  Punktpaare  bestimmt  ist. 


Aufgabe  140.  Von  einer  hyper- 
bolischen Punktinvolution  seien  ge- 
geben ein  Punktpaar  und  einer 
der  Ordnungspunkte.  Man  soll 
weitere  zugeordnete  Punktpaare  so- 
wie die  übrigen  besonderen 
Punkte  der  Involution  bestimmen. 


(d+x-a) 


-3C—-\ //. 


(dl 


(d'X-a)^::^ ^^L-x 


Erkl.  480.  Die  reingeometrische 
Behandlungsweise  der  vorliegenden  Auf- 
gabe kann  zurückgeführt  werden  auf 
Figur  49.  Da  man  aber  dort  nichts 
anderes  entnimmt,  als  daß  der  Hilfsträger 
ts  durch  den  gegebenen  Ordnungspuukt 
zu  legen  ist,  und  dadurch  die  harmonische 
Beziehung  zur  Erscheinung  kommt,  so  kann 


Auflösung.  1)  Nach  der  rein- 
geometrischen  Behandlungsweise , 
findet  man  den  zweiten  Ordnungs- 
punkt Y  als  vierten  harmonischen 
zu  Ai  A2  und  X;  und  jedes  Punkt- 
paar, welches  die  Strecke  XY  innen 
und  außen  harmonisch  trennt,  ist 
eininvolutorischzugeordnctesPunkt- 
paar  der  Reihe.  Zugleich  ist  der 
Mittelpunkt  der  Strecke  XY  der 
Mittelpunkt  der  involutorischeu 
Reihe. 

2)  Nach  der  m  a  ß  g  e  o  m  e  t  r  i  s  c  h  e  n 
Behandlungsweise  findet  man  den 
äußeren  Punkt  Y  zum  inneren 
X,  indem  man  ähnlich  Figur  142 
im  Halbkreis  über  Ai  A2  die  senk- 
rechte Halbsehne  in  X  und  in 
deren  Kreisschnittpunkt  die  Kreis- 
tangente zieht:  sie  trifft  t  in  Y. 
Zum  äußeren  X  aber  findet  man 
umgekehrt  das  innere  Y,  indem 
man  zum  gleichen  Halbkreis  über 
Ai  Ao  die  Tangente  aus  X  und  die 
Berührungssehne  im  Berührungs- 
punkt  errichtet:    sie   trifft   t  in   Y. 
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man  sich  auch  mit  dem  Ergebnis  be-  Dann  werden  nach  Figur  141  oder 
gnügen  und  diese  harmonische  Beziehung  142  die  weiteren  Punktpaare  ge- 
unraittelbar  durch  Konstruktion  erzeugen,      funden. 


—  In  den  Konstruktionen  der  P'igur  143 
fallen  die  Figur  142  und  die  maß- 
geometrische Konstruktion  des  vierten 
harmonischen  Punktes  zusammen.  Denn 
die  Berührungssehne  XK  als  Polare  er- 
zeugt den  äußeren  Punkt  Y  als  Pol, 
bezw.  umgekehrt  erzeugt  der  äußere 
Polpunkt  (X)  die  Polare  (YK),  wie  dies 
in  der  elementaren  Behandlung  der  har- 
monisclien  Beziehung  benützt  wird.  (S. 
Satz  23  des  VI.  Teiles  der  Planimetrie.) 

Erkl.  481.  In  Figur  143  sind  für 
die  rechnende  Durchführung  beiderlei 
Annahmen  dargestellt:  für  inneren  Punkt 
X  mit  Buchstaben  ohne  Klammern,  für 
äußeren  Punkt  (X)  mit  Buchstaben  in 
Klammern.      Eine    Vereinfachung    gegen 


3)  Nach  der  rechnenden  Be- 
handlungsweise  setzt  man  den  un- 
bekannten Abstand  von  M  nach  X 
gleich  X,  Ai  A2  ==  a  und  den  größeren 
der  })eiden  Abstände  von  X  zu 
einem  der  Punkte  A  als  d,  dann  wird 
für  inneres  X  die  Gleichung  (d  -(-  x) 
(d  +  X  —  a)  =  x'^,  für  äußeres  X 
dagegen  (d  —  x)  (d  —  x  —  a)  =  x^ 
Beideniale  fällt  x-  weg,  und  es 
kommt   bloß    mit    Unterschied    des 


Vorzeichens  x  = 


d  (a  —  d) 
2d  — a 


oder 


X  = 


d  (d  —  a) 
2d  — a  ' 


Damit  sind  gefunden 


Y  und  M  und  k^  = 


2d  — a 

die    frühere    Aufgabe    tritt    dadurch    ein,      also    auch    zu   jedem  Punkt  E^  mit 


rd(a  — d)"]^ 
L2d  — a  J  ' 


Abstand      MEi       der 
Punkt   E)    im    Abstand 


zugehörige 

k^ 
MEi' 


daß  sofort  die  Abstandsstrecke  MX  bezw. 
M(X)  als  Unbekannte  eintritt,  8>  daß 
keine  Umrechnung  nötig  fällt  für  den 
Potenzwert.  Die  Wahl  der  Vorzeichen 
hängt    hier    allein    von    der     Wahl    der 

Richtung  ab,  in  welcher  man  den  unbekannten  Punkt  M  aufsuchen  will.  Denn 
elliptische  Involution  mit  imaginärem  Potenzwert  kommt  hier  bei  gegebenem  Ord- 
nungspunkte nicht  vor. 

Aufgabe  141.  Zu  einem  beliebig  gegebenen  Punkte  den  involutorisch 
zugeordneten  zu  konstruieren,  wenn  die  Involution  als  hyperbolische  durch 
ein  Punktpaar  und  einen  Ordnungspunkt  gegeben  ist. 


Aufgabe  142.  Man  soll  die  maß- 
geometrische und  die  rechnende 
Lösung  der  Aufgabe  140  durch- 
führen, wenn  eine  elliptische 
Punktinvolution  durch  ein  Punkt- 
paar und  einen  Potenzpunkt 
bestimmt  ist. 

Erkl.  482.  In  Figur  144  und  145 
sieht  man,  daß  für  die  Punkte  A^AoP 
mit  M  und  P'  jeweils  die  Gleichung  be- 
steht M  Aj^  •  MA2  =  MK2  =  M  P2  = 
MP'2  =  MP.MP',  also  hat  man  eine 
erste  Involution  mit  Mittelpunkt  M, 
Potenzpunkten  PP'  und  Piinktpaar  A^  A,. 


Auflösung.  1)  Angenommen  A^ 
A2  sei  das  gegebene  Punktpaar 
und  P  der  gegebene  Potenzpunkt, 
welcher  in  Figur  144  als  innerer, 
in  Figur  145  als  äußerer  Punkt  an- 
genommen sei.  Wenn  dann  M  der 
gesuchte  Mittelpunkt  der  Involution 
ist,  so  muß  M  Ai  •  MA,  =  MP-  sein. 
Nun  ist  aber  im  Halbkreis  über  A^ 
A2  auch  MAi  •  MA2  =  MK-,  folg- 
lich MP  =  MK;  das  hierdurch 
gleichschenklig  werdende  Dreieck 
MPK  hat  aber  bei  P  einen  rechten 
Winkel,  muß  daher  bei  P  einen 
solchen  von  45"  liaben.    Die  Punkte 
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Ferner  ist  aber  jedesmal  auch  NA^  • 
NA2  =  NH2  =  NP2  =  j^/ 2  ==  ^  . 
NE',  also  hat  man  eine  zweite  Involu- 
tion mit  Mittelpunkt  N,  Potenzpunkten  P 
und  R'  und  Punktpaar  Ai  A^.  Man  er- 
kennt sowohl  aus  Betrachtung  der  Figur, 
als  auch  aus  der  Gestalt  des  Wurzel- 
Figur  144. 


ausdruckes  ganz  deutlich,  daß  für  Figur 
144  der  eine  Mittelpunkt  M  rechts,  der 
andere  Mittelpunkt  N  links  von  P  liegen 
muß.  Denn  sowohl  2  d  —  a,  als  auch 
a  —  d  ist  hier  ausnahmslos  positiv,  also 
der  Wurzelinhalt  größer  als  (2d  —  a)^, 
die  Wurzel  größer  als  (2d  —  a)  und 
stets  reell.  Da  vor  der  Wurzel  ebenfalls 
2  d  —  a  steht,  so  liefert  das  -j"  Zeichen 
der  Wurzel  einen  Punkt  mit  positivem 
Abstand,  das  — Zeichen  der  Wurzel  einen 
Punkt  mit  negativem  Abstand  von  P.  — 
Für  Figur  145  aber  ist  a  —  d  jedenfalls 
negativ,  auch  (2d  —  a)-  sicher  positiv, 
also  der  Wurzelinhalt  kleiner  als  (2d  —  a)"^, 
der    Wurzelwert    kleiner    als    (2  d  —  a). 


K  bezw.  H  entstehen  also  als  Schnitt- 
punkte des  Halbkreises  über  Ai  A2 
mit  dem  Schenkel  eines  im  Punkte 
P  angetragenen  Winkels  von  45*^. 
Hiernach  erhält  man  in  Figur  144 
stets  zwei  Lösungen,  in  Figur  145 
zwei  oder  eine  oder  keineLösung, 
je  nachdem  dieser  Winkelschenkel 
den  Halbkreis  in  zwei  oder  einem 
oder  keinem  Punkte  trifft. 

2)  Bezeichnet  man,  wie  in  Auf- 
gabe 140,  den  Abstand  des 
Mittelpunktes  vom  gegebenenPotenz- 
punkteP  mit  x,  den  Abstand  A^Ag 
als  a,  und  den  größeren  Abstand 
PAo  als  d,  so  wird  für  den  ge- 
gebenen inneren  Potenzpunkt  P 
in  Figur  144  und  gerade  ebenso 
für  den  gegebenen  äußeren  Potenz- 
punkt P  in  Figur  145  MP  =  x, 
MA,  =  PA2  — PM  =  d  — X,  MAi  = 
Ai  Ao  —  M  A2  =  a  —  d  +  X.  Folg- 
lich nimmt  die  Produktengleichung 
folgende  Gestalt  an  M P'  =  M  Ai  • 
M  Ao  oder  x"  =  (d  —  x)  (a  —  d  +  x). 
Hier  fällt  x^  nicht  weg,  und  es 
bleibt  2x-  — x(2d 
0,  also  X  = 

2d 


a 


+ 


a)  —  d  (a  —  d)  = 


(2d  — a)2  +  8d(a  — d) 


-|[2d 


16 


/(2d-a)--f8d(a-d) 


1 


Fiffur   145. 


a;m 


solange  er  nicht  imaginär  wird  durch 
Vergrößerung  des  Subtrahenden  8  d(a  —  d). 
Vor     der    Wurzel     steht     2d  —  a,    also 


Man  erhält  also  zweierlei  Punkte 
M,  und  dadurch  auch  zweierlei 
Involutionen    mit    demselben    zu- 
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liefert  sowohl  das  +  als  — Zeichen 
einen  Punkt  mit  positivem  Abstand  von 
P,  oder  aber  überliaupt  keinen  Punkt 
P,    wenn   die  Wurzel    imaginär   wird. 


geordneten  Punktpaar  A^A^,  näm- 
lich mit  einem  gleichen  und  einem 
ungleichen  Potenzj^unkt  P  und 
P'  bezw.  P  und  R',  und  mit  ver- 
schiedenen Mittelpunkten  M  oder 
N  und  verschiedenen  Potenz  werten 
Xi  -  bezw.  X2 "". 


Erkl.  483.  Der  Potenzpunkt  hat 
iur  die  reingeouietrische  Behandlungs- 
weise  keine  Bedeutung,  weil  er  durch 
keine    Lagebeziehung    charakterisiert  ist, 

wie  das  Zusammenfallen  zweier  zugeordneten  Punkte  in  einen  Ordnungspunkt.  Da- 
her enthält  die  vorliegende  Aufgabe  nicht  genügend  viele  Bestimmungsstücke,  um 
die  Konstruktion  nach  der  reingeometrischen  Weise  elementar  mit  Lineal  auszu- 
führen. Auch  die  Auflösung  der  quadratischen  Gleichung  zeigt,  daß  die  Aufgabe 
vom  zweiten  Grade  ist.  Geometriscli  würden  die  Punkte  M  als  Schnittpunkte  des 
Trägers  t  mit  einer  Kurve  zweiten  Grades  erscheinen  müssen.  Man  kann  also 
dieser  Auflösung  entnehmen,  daß  zu  einem  gegebenen  Punktpaar  stets  zweierlei 
Involutionen  möglich  sind,  welche  einen  gegebenen  innerhalb  liegenden  Punkt 
zum  Potenzpunkt  haben,  dagegen  zweierlei  oder  einerlei  oder  keinerleilnvolutionen,  welche 
einen  gegebenen  äußeren  Punkt  zum  Potenzpunkt  haben,  je  nachdem  die  Gerade 
PKH  in  Figur  145  den  Halbkreis  über  Ai  A.,  schneidet,  berührt  oder  garnicht 
trifft.  Die  Konstruktion  weiterer  Punktpaare  geschieht  bei  der  vorliegenden 
elliptischen  Punktinvolution  am  bequemsten  maßgeometrisch  nach  Figur   140. 


Aufgabe  143.  Man  soll  von  einer 
Punktinvolution  weitere  Punktpaare 
sowie  die  besonderen  Punkte  kon- 
struieren, wenn  dieselbe  bestimmt 
ist  durch  den  Mittelpunkt  und  ein 
zugeordnetes  Punktpaar. 

ErkL  484.  Der  Mittelpunkt  M  hat 
in  der  maßgeometrisclien  Behau dlungs- 
weise  die  wesentliche  Bedeutung  durch 
die  gleichen  Abstände  nach  beiden  Seiten. 
Käme  dazu  keine  lage-geometrische  Be- 
deutung, so  würde  die  Aufgabe  der 
vorigen  ähnlich  werden.  So  aber  kommt 
dem  Mittelpunkt  die  wichtige  Eigenschaft 
zu,  daß  er  der  zugeordnete  zum  unendlich 
fernen  ist,  oder  in  anderer  Ausdrucksweise, 
daß  in  ihm  die  Gegenp unkte  oder  Flucht- 
punkte der  auf  dem  gemeinsamen  Träger 
aufgelegten  projektivischen  Punktreihen  zu- 
sammengefallen sind,  imd  dadurch  hat 
man  eine  so  ausreichende  lage-geometrische 
Eigenschaft  desselben,  daß  die  Konstruk- 
tion auch  mit  den  elementaren  Hilfs- 
mitteln der  projektivischen  Geometrie 
möglich  wird. 

Erkl.  486.  Mit  der  vorliegenden  Auf- 
gabe kann  die  Anzahl  der  Konstruktionen 


Auflösung.  1)  Nach  der  rein- 
geometrischen  Behandlungs  weise 
bezeichnet  man  die  gegebenen  beiden 
Punkte  als  Ai  =  Bo  und  Ag  =  Bi, 
den  Mittelpunkt  der  Reihe  aber  als 
zugeordneten  Punkt  zum  unendlich 
fernen  «  F^  =  ^  G2  als  Fo  =  Gi.  Dann 
besitzt  man  von  den  projektivischen 
Puuktreihen  ti  und  U  je  vier  zuge- 
hörige Punkte  Ai  Bi  Fi  Gi  und  A-.  B2 
F2  G2,  also  geht  die  Konstruktion 
genau  ebenso  vor  sich  wie  in  Auf- 
lösung der  Aufgabe  138. 

2)  In  der  maßgeometrischen 
Behandlung  liefert  der  bei  el- 
liptischer Involution  innerhalb 
A1A2  liegende  Punkt  M  durch 
seine  senkrechte  Halbsehne  M  K  im 
Halbkreis  über  Ai  Ao  die  Potenz- 
strecke MP=MP'=MK=l'MAiMA2. 
Der  bei  hyperbolischer  Invo- 
lution außerhalb  Ai  A2  liegende 
Punkt  M  liefert  durch  seine  Tan- 
gente MK  an  den  Halbkreis 
über  Ai  A2  die  Potenzstrecke  MX  = 
MY  = /MAi  •  MA2.       Die    weitere 
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involutorischer   Punktreihen   als    abge-      Konstruktion    erfolgt    wie    in    Auf 
schlössen  betrachtet  werden.     Vergleicht      gäbe  138. 
man    die    Aufzählung    in   Erklärung  214, 


in    II    ent- 


so  hat  man 
I,  l.Mundk- 

2.  M  und  X  bezw.  i\I  und  PI,    ,,     ,^,,, 
o    V       A\^\  t:>       1  n/   'leiten  144) 

3.  X  und  \  bezw.  P  und  P  ) 

IL  1.  A  A'  und  M  in  Aufgabe  143  und  144. 

in  Aufg. 
40  bis 
142. 

III.      AA'  und  BB'  in  Aufgabe  138,  139. 

Eine  Avertvolle  Vereinfachung  der  reingeonietrischen  Konstruktionen  ergibt  der 
folgende  Abschnitt  über  die  involutorischen  Beziehungen  am  vollständigen  Viereck 
und  Vierseit. 


2.  A  A'  u.  X  bezw, 

3.  A  A'  u.  Y  bezw. 


AA'u.P\/" 
AA'u  Vi 


3)  Für  die  Rechnung  ist  durch 

M    und    Ai  A.2    sofort    das    Produkt 

M  Ai  •  M  A2  bestimmt,  also  auch  der 

Wert  der  Potenz  ibk^,  so  daß  man 

beliebige  weitere  Punkte  findet  nach 

k- 
deni   Gesetz    ME.>  = 


MEi 


Aufgabe  144.  Zu  einem  beliebig  gegebenen  Punkte  den  involutorisch 
zugeordneten  zu  konstruieren,  wenn  die  Punkt -Involution  bestimmt  ist 
a)  durch  ihren  Mittelpunkt  und  ein  Punktpaar,  b)  durch  ihren  Mittei- 
punkt  und  einen  Ordnungspunkt  bezw.  Potenzpunkt,  c)  durch  beide 
Ordnungspunkte  bezw.  Potenzpunkte. 


Aufgabe  145.  Von  einer  ellip- 
tisclien  oder  hyperbolischen  Strah- 
leninvolution  seien  gegeben  ir- 
gend zwei  zugeordnete  Strahlen- 
paare. Man  soll  beliebige  weitere 
zugeordneten  S  t  r  a  h  1  e  n  j)  a  a  r  e  sowie 
die  besonderen  Strahlen  der  In- 
volution konstruieren. 

Erkl.  486.  Als  besondere  Punkte 
der  Punktinvolution  waren  zu  be- 
zeichnen der  Mittelpunkt  M,  zugleich 
zugeordnet  zum  unendlichfernen,  sowie 
die  Ordnungspunkte  X,  Y  bezw.  Po- 
tenzpunkte P,  Q.  Als  besondere  Strah- 
len der  Strahleninvolution  sind  zu 
bezeichnen  das  Paar  der  Normal- 
strahlen  oder  die  Axenstrahlen  u,  v, 
sowie  die  0  r  d n  u  n  g s  s  t  r a  h  1  e  n  x,  y  bezw . 
Potenzstrahlen  p,  q.  Während  aber 
der  Mittelpunkt  einer  Punktinvolution 
neben  seiner  metrischen  Symmetrie -Ei- 
genschaft auch  die  projektivische  Be- 
ziehung zum  unendlich  fernen  Punkte 
hat,  besteht  für  die  Axenstrahlen  u  v 
keine  solche  rein  geometrische  Merk- 
würdigkeit, weil  im  Strahlenbüschel  kein 
Strahl   die  Auszeichnung  besitzt  wie  der 


Auflösung.  1)  Man  kann  ver- 
fahren nach  der  rein  geome- 
trischen Beliandlungs  weise  dua- 
listisch zu  Figur  47  und  48  Seite  100. 
Man  bezeichnet  die  beiden  gege- 
benen Strahlenpaare  als  Strahlen 
a^  bi  Ci  dl  bezw.  a^  b^  Co  di,  zweier 
Büschel  Si  S2  mit  gemeinsamem 
Scheitel,  schneidet  die  Strahlen  von 
Si  durch  einen  beliebigen  Träger  t, 
und  projiziert  diese  Schnittpunkte 
aus  einem  beliebig  auf  di  gewählten 
Scheitel  S3  auf  den  Träger  to  =  b.2, 
projiziert  die  Punkte  aus  dem  in 
den  Schnittpunkt  Ci  =  (t^  c^)  auf  c^ 
verlegten  Scheitel  S4  auf  t-.,  =  bs, 
und  die  auf  letzterem  Träger  er- 
haltenen Punkte  wieder  aus  dem  ur- 
sprünglichen Scheitel_Si2^JNach  der 
Zeichenyorschrif t  Si  7\  ti  Ä  S3  A  fo  Ä 
S4  7\  ^2  7\  S2  erhält  man  so  zu  jedem 
beliebigen  Strahl  vonSi  den  zugehöri- 
gen von  S),  also  zwei  zugeordnete 
Strahlen  der  Involution.  —  Da- 
gegen ist  die  Aufsuchung  der  be- 
sonderen Strahlen  nicht  ohne  Zu- 
hilfenahme maßgeometrischer  Be- 
ziehungen durchführbar. 
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unendlich  ferne  Punkt  der  Punktreilie, 
und  so  erscheinen  dieselben  nur  durch 
metrische  Auffassung  ausgezeichnet.  Daher 
sind  bei  der  Strahleninvolution  die  Ord- 
nungsstrahlen  xy  die  einzigen  beson- 
deren Stralilen,  welche  durch  rein  geo- 
metrische Eigenschaften  sich  von  den 
übrigen  Strahlen  auszeichnen. 

Ei'kl.  487.  Der  zweite  Teil  neben- 
stehender Auflösung  ist  keine  vollständig 
durchgeführte  Lösung.  P^s  soll  damit 
nur  gezeigt  werden,  daß  die  Aufstellung 
einer  Gleichung  mit  einziger  Un- 
bekannter 5  möglich  ist.  Mit  dieser 
Aufstellung  einer  Gleichung  ist  dem 
Grundsatze  der  algebraischen  Methoden 
genügt,  auch  wenn  die  Lösung  dieser 
Gleichung  nicht  selber  durchgeführt  wird. 
Es  gilt  in  vielen  Problemen  der  höheren 
Mathematik  als  befriedigender  Abschluß 
der  Untersuchung,  wenn  nur  gezeigt 
werden  kann,  daß  es  überhaupt  möglich 
ist,  die  Aufgabe  auf  die  Formulierung 
einer  Gleichung  hinauszuführen.  Diese 
Formulierung  ist  in  nebenstehender  Auf- 
lösung erfolgt  in  genau  analoger  Weise, 
wie  in  der  zweiten  Lösung  der  Aufgabe 
138.  Es  ist  daher  auch  keine  weitere 
Ausführung  erforderlich,  wie  sich  die 
Gestalt  der  (ileichung  ändern  möchte  je 
nach  der  verschiedenen  Lage  der  Elemente 
analog  den  Figuren   140,   141   oder  142. 

ErkL  488.  Aufgaben  der  analogen 
Art,  wie  Aufgabe  139  lassen  sich  zu 
jeder  der  folgenden  Aufgaben  selbstver- 
ständlich ebensowohl  aufstellen.  Ihre 
Lösung  erfolgt  am  einfachsten  in  der- 
selben Weise  wie  dort,  indem  man  stets 
nach  der  dritten  Art  nebenstehender 
Auflösuno:  verfährt. 


2)  Wollte  mau  nach  der  rech- 
nenden Behandlungrsweise  ver- 
fahren, so  würde  man  zur  Bestimmung- 
der  Axenstrahlen  die  Gleichung- 
des  konstanten  Tangentenproduktes 
ansetzen.  Bezeichnet  man  nämlich 
-^  (ua)  als  ^",  <:^(aia2)  als  ",  (ciC?) 
als  y,   (aiC2)   als  i\   so  wäre  ^  (uca) 

also  käme  die  Gleichung  tg  'i  •  tg 
(«  —  ^) =tg  (tV  —  t)  tg  (}'  —  ()  + 1).  Hieraus 
wäre  ^  zu  bestimmen,  dann  der 
Potenzw^ert  tg  '^-tgC«  —  ?)  =  const. 
=  tg'''(ux)  bezw.  =tg^(up)  zu  bilden, 
und  hiernach  die  Lage  der  Axen- 
strahlen u,  u'  sowie  der  Ord- 
nungsstrahlen X,  y  bezw.  der  Po- 
tenzstrahlen  Pi  P2  festzustellen. 
Ebenso  käme  für  jeden  beliebigen 
Strahl  ei  der  Winkel  (ue2)  des  zu- 
geordneten Strahles  aus  der  Glei- 
chung 

tg'-(up) 
tg  (uci) 


.         tg-  (ux) 
tg  (ue2)  =  - — 7 — --r  bezw. 


tg  (uei) 

3)  Weit  einfacher  aber  als  beide 
vorgenannten  Auflösungen  ist  die 
Verw'endung  der  einfachen  Pro- 
jektion. Man  schneidet  die  vier 
gegebenen  Strahlen  des  involuto- 
rischen  Büschels  durch  einen  Trä- 
ger t,  erhält  auf  demselben  zwei 
zugeordnete  Punktpaare  einer 
involutorischen  Punktreihe  und 
konstruiert  nach  der  ersten  oder 
zweiten  oder  dritten  Auflösung  der 
Aufgabe  138  die  verlangten  Ele- 
mente dieser  Punktinvolution. 
Die  projizierenden  Strahlen  die- 
ser gefundenen  Punkte  sind  dann 
die  verlangten  Strahlen  der  Strah- 
leninvolution. —  Man.  vergl. 
hierzu  auch  die  Bemerkiing  in  der 
dritten    Lösung    der    Aufgabe    147. 


Aufgabe  l-iG.  Von  einer  Strah- 
leninvolution seien  gegeben  ein 
Strahlenpaar  und  der  eine  Ord- 
nungsstrahl bezw.  Potenzstrahl. 
Man  soll  weitere  zugeordnete  Strah- 
lenpaare bestimunen.! u b  ii'j-gnuiijis. 


Auflösung.  1)  Die  Auflösung 
dieser  Aufgabe  für  die  hyper- 
bolische Strahleninvolution  mit 
gegebenem  Ordnungsstrahl  x  ist 
auf     rein     geometrische     Weise 
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Erkl.  489.  Bei  der  entsprechenden 
Aufgabe  der  Punktinvolution  war  die 
Trennung  in  zwei  aufeinderfolgende  Auf- 
gaben gemacht  worden  (Aufgabe  140 
und  142),  weil  sowolil  die  maßgeome- 
trische als  die  rechnende  Behandlungs- 
weise  wesentliche  Unterschiede  aufzu- 
weisen liatten.  Diese  Unterscheidung  ist 
hier  nicht  mehr  erforderlich,  denn  die 
reingeoraetrische  Lösung  ist  ebenso  wie 
die  maßgeometrische  oder  die  durch 
Projektion  vermittelte  Auflösung  nur  bei 
der  hyperbolischen  Strahleninvolution 
durchführbar.  Der  besonders  einfaclien 
Beziehung  jener  maßgeometrischen  Hgur 
mit  dem  rechtwinklig  gleichschenkligem 
Dreieck  steht  hier  keine  analoge  gegen- 
über, und  die  Unterscheidung  der  beiderlei 
Aufgaben  nach  zwei,  bezw.  2,  1,  0 
Lösungen  in  der  rechnenden  Behandlung 
jener  Aufgabe  fällt  hier  ebenfalls  fort, 
also  bleibt  eigentlich  nur  die  Aufgabe 
für  die  hyperbolische  Involution  als  lös- 
bar übrig  (und  zwar  besonders  einfach 
nach  Lösung  3  der  folgenden  Aufgabe). 
Für  die  anderen  sind  nicht  genügend  aus- 
reichende Elemente  vorhanden,  um  die 
Aufgabe  elementar  vollständig  durchzu- 
führen. 


möglich ,  indem  der  zweite  Ord- 
nungsstrahl y  als  vierter  harmo- 
nischer Strahl  entsteht  zu  ai  a^ 
und  x;  und  jedes  Strahlenpaar, 
welches  die  Strahlen  xy  innen  und 
außen  harmonisch  trennt,  ist  ein 
involutorisch  zugeordnetes  Strah- 
lenpaar des  Büschels.  Zugleich 
sind  die  Axenstrahlen  uv  die 
Winkelhalbierenden  des  Winkels 
der  Strahlen  x  und  y. 

2)  Nach  der  rechnenden  Be- 
handlungsweise  hätte  man  wieder 
eine  Gleichung  anzusetzen  von  der 
Gestalt  tg-?  =  tg(.V  +  ?)  tg(()  +  ?— «) 
für  die  hyperbolische,  bezw.  tg^?  = 
tg  (iV  -  S)  tg  («  —  ()  +  §)  für  die  ellip- 
tische Involution.  Dadurch  wäre 
der  Winkel  $  =  (ux)  bezw.  ?  =  (up) 
bestimmt,  sowie  der  Potenzwert 
der  Stralileninvolution. 

3)  Das  Verfahren  der  Projektion 
führt  hier  nur  bei  hyperbolischer 
Involution  zum  Ziele,  da  nur  Ord- 
nungsstrahlen als  Elemente  analoger 
Eigenschaft  projiziert  werden.  Po- 
tenzstrahlen aber  und  Axenstrahlen 
schneiden  aus  beliebigem  Träger  auch 
nur  beliebige  Punktpaare  der  Punkt- 
involution aus,  nicht  die  gleich- 
wertigen besonderen  Punkte  dieser 
Involution. 


Aufgabe  147.  Man  soll  von  einer 
Strahleninvolution  weitere  Strahlen- 
paare konstruieren,  wenn  dieselbe 
bestimmt  ist  durch  die  Axen- 
strahlen und  ein  zugeordnetes 
Strahlenpaar. 

Erkl.  490.  Im  Vergleich  der  Er- 
klärungen 214  und  485  ergeben  sich 
aus  der  vorigen  Aufzählung  in  Erklärung 
486  die  folgenden  Bestimmungs- 
fälle  für  die  .Strahleninvolution: 
I.  1.  uu' und  tg^(ux)^k^ 
bezw. 

uu' u.  tg-'(up)  =  k"       in   II  ent- 
.hi^^Q-ym'^imd  x  bezw.  halt. (148) 

•ledü  T>,:V„u'  „ntl  p   .  .  .  . 
ohIh  %,:  X  und  y  bezw.  pimdp' 


Auflösung.  1)  Für  die  sämtlichen 
geometrischen  Behandlungswei- 
sen,  nämlich  die  rein  projektivische, 
die  planimetrische  und  die  mit  Pro- 
jektion auf  beliebigen  Träger  ar- 
beitende, bildet  das  Paar  der  Axen- 
strahlen ein  zugeordnetes  Strahlen- 
paar wie  jedes  andere  auch,  sodaß 
man  eine  einfache  Wiederholung 
der  Aufgaben  145  bezw.  138  hat, 
und  zwar  ohne  die  Besonderheit 
der  zweiten  Lösung. zu  Aufgabe  145. 

2)  Für  die  rechnende  Behand- 
lungsweise  aber  ist  der  Fall  beson- 
ders einfach  gelegen,  denn  tg  (üä) 
tg  (itä/)  =  eonst.  ist  das  konstante 
Produkt  =  tg  -(lix)    bezw.    tg  -(up). 
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II.    1.   an'    und  uu'    .   . 

2.  aa'   1111(1  X  bezw. 

aa'   und  p    .   . 

3.  aa'  und  y  bezw. 

aa'  und  p'  .   . 
III.   aa'   und  bb'  .   .   .   . 


.  in  Auf":.  147 


in  Aufgabe 
14(1 

inAut'ii-.  145. 


Erkl.  490  a.  Die  reingeoraetrische 
Koustruktidn  der  weiteren  Elemente  wird 
auch  für  die  Strahleninvidution  eine 
besondere  Vereinfachung  erfahren  durch 
die  Beziehung  zum  vollständigen  Vier- 
scit.  Die  nebenstehende  dritte  Lösungs- 
art liefert  eine  Erleichterung  nur  für 
die  auf  dem  Träger  enstehcnde  Punkt- 
involution. Dort  findet  man  leichter 
MXYPP',  damit  ist  aber  für  die  Strahlen- 
involution bloß  für  xy  etwas  gewonnen, 
denn  MPP'  der  Puiiktreihen  stehen  in 
keiner  Beziehung  zu  uu'  pp'  der  Strali- 
leninvoliition. 


sodaß  alle  weiteren  Winkel  aus 
diesem  Potenzwerte  leicht  g"efunden 
werden  können. 

3)  Die  Lösung  dieser  und  der 
beiden  vorhergehenden  Aufgaben 
durch  Projektion  der  Strahleninvo- 
lution auf  einen  Träger  kann  noch 
besonders  vereinfacht  werden,  wenn 
man  den  Träger  nicht  in  beliebiger 
Lage  erscheinen  läßt,  sondern  be- 
sonders auswählt,  nämlich  parallel 
zum  einen  Strahl  des  einen  der 
gegebenen  Strahlen  paare.  Da- 
durch wird  der  Schnittpunkt  mit 
dem  zugeordneten  Strahle  der 
Mittelpunkt  der  zu  projizierenden 
Punktinvolution  auf  t,  erlaubt  also 
die  wesentliche  Vereinfachung, 
welche  durch  jenes  gegebene  Ele- 
ment für  die  Punktinvolution  her- 
beigeführt wird. 


Aufgabe  148.  Zu  einem  beliebig  gegebenen  Strahle  den  involutorisch 
zugeordneten  zu  konstruieren,  wenn  die  Strahleninvolution  bestimmt  ist 
a)  durch  die  Axenstrahlen  u  u'  und  ein  Strahlenpaar,  b)  durch  die  Axen- 
strahlen  und  einen  Ordnungöstrahl  bezw.  Potenzstrahl,  c)  durch  beide 
Ordnungsstrahlen  bezw.  Potenzstrahlen. 


Aufgabe  1-1:9.  Von  einer  beliebig 
gegebeneu  Strahleninvolution  sollen 
die  Axenstrahlen  konstruiert 
werden. 

Krkl.  491.  Die  Ausführung  der  vor- 
liegenden Aufgabe  hat  für  die  vorher- 
gehenden Aufgaben  keine  wesentliche 
Bedeutung,  da  die  Lage  der  Axenstrahlen 
nur  für  die  rechnende  Behandlungsweise 
von  Wichtigkeit  ist,  sonst  aber  keinerlei 
Vorzüge  mit  sich  bringt.  Dagegen  ist 
es  für  spätere  Anwendungen  wichtig, 
daß  die  Axenstrahlen,  denen  besondere 
metrische  J]igenschaften  zustehen,  auf 
so  einfache  Weise  aus  dem  Büschel  her- 
ausgefunden werden  können.  Die  Kon- 
struktion gilt  für  alle  Arten  der  gegen- 
seitigen Lage  der  zugeordneten  Strahlen- 
paare. Die  getrennt  liegenden  Strahlen 
erzeugen  jedenfalls  auch  getrennt  liegende 


Auflösung.  1)  Angenommen  das 
Paar  der  Axenstrahlen  u  u'  wäre 
gefunden,  dann  schneidet  es  auf 
irgend  einem  Träger  t  ebenfalls  zwei 
involutorisch  zugeordnete  Punkte 
LT  U'  aus,  wie  jedes  andere  Strahlen- 
paar des  involutorischen  Büschels  S. 
Nimmt  man  also  den  Kreis  durch  den 
Scheitel  S  und  die  Punkte  eines  be- 
liebigen Paares  A  A'  zu  Hilfe  sowie 
den  zweiten  Kreis  durch  denselben 
Scheitel  S  und  die  Punkte  eines 
zweiten  Paares  CC,  so  muß  auch 
das  neue  Punktpaar  U  U'  ausge- 
schnitten werden  durch  einen  Kreis, 
welcher  durch  UU'  und  S  und  den- 
selben Schnittpunkt  K  der  zwei 
vorgenannten  Kreise  hindurchgeht. 
Dieser  neue  Kreis  enthält  aber  über 
LT  U'  einen  rechten  Winkel,  ist  also 
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Punkte  (Figur  140);  nngetreiint  liegende 
Strahlen  erzeugen  ungetrennt  liegende 
Punktpaare  (Figur  141  oder  142).  Die 
beiden  letzteren  sind  aber  keineswegs  so 
verschieden  wie  bei  den  Punktreihen, 
denn  dieselben  Strahlenpaare  können 
je  nach  Lage  des  gewählten  Trägers  t 
die  ineinander  oder  auseinander  liegenden 
Punktpaare  aussehneiden.  Und  bei  der 
Konstruktion  nach  der  2.  Art  neben- 
stehender Auflösung  fällt  der  eben  er- 
wähnte Unterschied  überliaupt  weg. 

Erkl.  492.  Die  nebenstehenden  Auf- 
lösungen beliandeln  die  Aufgabe  vom 
allgemeinen  Standpunkte,  daß  die  Invo- 
lution durch  zwei  Strahlenpaare  gegeben 
sei.  Wären  beide  Ordnungsstrahlen  ge- 
geben, so  würden  u  und  u'  eben  Winkel- 
halbierungsgerade. Ist  unter  den  ße- 
stimmungsstücken  ein  Ordnungstrahl,  so 
wäre  dessen  Schnittpunkt  mit  dem  Träger 

Ordnungspunkt,  und  der  Kreis  müßte  den  Träger  in  diesem  Punkte  berüliren. 
Würden  beide  Hilfskreise  einander  in  S  berühren,  so  wäre  SK  die  Tangente  der 
Kreise  in  S.  —  In  allen  diesen  Fällen  beachte  man  auch,  daß  die  beiden  gefundenen 
Axenstrahlen  sich  unter  die  übrigen  zugeordneten  Strahlenpaare  einordnen  wie  vor- 
geschrieben, nämlich  getrennt  oder  ungetrennt  mit  den  übrigen  Strahlenpaaren^  eben- 
so wie  diese  miteinander. 


Halbkreis  über  ÜU',  sein  Mittel- 
punkt muß  der  Punkt  auf  dem 
Träger  t  sein,  welcher  von  der  Axe 
des  Kreisbüscliels  SK  oder  von  der 
Mittelsenkrechten  von  SK  ausge- 
schnitten wird. 

2)  Auch  bei  dieser  Aufgabe  kann 
die  Lösung  besonders  vereinfacht 
werden,  wenn  als  Träger  schon  eine 
Parallele  zu  einem  Stralile  eines 
der  gegebenen  Strahlenpaare  a  a'  ge- 
wählt wird.  Denn  dann  ist  der  zu- 
geordnete Strahl  von  S  selber  schon 
einer  der  zu  verwendenden  Kreise 
und  enthält  zugleich  die  gemein- 
same Sehne  SK  aller  ßüschelkreise, 
der  Schnittpunkt  ihrer  Mittelsenk- 
rechten mit  t  ist  also  Mittelpunkt 
des  gesuchten  Halbkreises. 


Aufgabe  150.  Auf  demselben 
Träger  t  mögen  zwei  involutorische 
Punktreihen  liegen.  Man  soll  unter- 
suchen, ob  ein  Punktpaar  des 
Trägers  t  gleichzeitig  für  beide 
Involutionen  involutorisch  zuge- 
ordnet sein  kann. 


Auflösung.  Da  die  Punktpaare 
einer  involutorischen  Punktreihe 
durch  einen  Kreisbüschel  ausge- 
schnitten werden,  so  nmß  das  etwa 
vorhandene  gemeinsame  Punktpaar 
durch    einen   Kreis    ausgeschnitten 


Fiffur  146. 


Sachs,  Projektivische  (neuere)  Geometrie  111. 
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Erkl.    493.      In   nebenstehender    Auf-  werden,  welcher beidenKreisbüscheln 

lösunji-   ist  angenoiHnien,    daß  die  beiden  ziigleicli    angehört.    —    Man   wählt 

Involutionen    durch    je  zwei  zugeordnete  also    einen    beliebigen  Punkt  S    als 

Punktpaare  gegeben  sind.     Tritt   an   die  einen  gemeinsamen  Stützpunkt  der 

Stelle    eines    Punktpaares    der    Mittel-  beiden  Kreisbüschel,  und  legt  durch 

punkt  der  einen  oder  beider  Reihen,  so  S  und    die  Punktpaare    der  ersten 

ist  als  zugehöriger  Kreis  der  Strahl  von  Punktinvolution      die     Kreise      des 

ihm   dureh    8   zu  betrachten:    er  enthält  Büschels,     dann    gehen    diese    alle 

auch  die  Berührungssehne  SK,  denn  diese  noch  durch  einen  zweiten  Punkt  H, 

muß    auf    dem    Träger    den    Mittelpunkt  und    jeder    Kreis    durch    S    und  H 

der    Eeihe    ausschneiden.     Tritt    an    die  schneidet    t    in    zwei    zugeordneten 

Stelle  eines  Punktpaares    der  eine  Ord-  Punkten      der      ersten     Involution, 

nungspuukt     der     einen    oder    beider  Legt    man    ferner    Kreise    durch    S 

Reihen,  so  ist  als  zugehöriger  Kreis  der-  und    die   Punktpaare   der    zweiten 

jenige     Kreis    durch    S    zu    betrachten,  Punktinvolution,  so  gehen  diese  alle 

welcher   den  Träger  im  Ordnungspunkte  noch  durch  einen  zweiten  Punkt  K, 

berührt.     Ein  Yergleicli  mit  Figur  52 II  und     jeder     Kreis      durch     S     und 

zeigt,  daß  in  diesem  Falle  die  Punkte  S  K    trifft    t     in    zwei    zugeordneten 

und  K    stets    auf    derselben  Seite   von  t  Punkten     der    zweiten     Involution. 


liegen  müssen. 

Erkl.  494.  Die  letzte  Bemerkung 
läßt  erkennen,  wann  die  drei  neben- 
stehend genannten  Fälle  eintreten:  Sind 
beide  Involutionen  oder  ist  wenigstens 
eine  von  ihnen  eine  elliptische,  so  geht 
t  nach  Figur  521  zwischen  S  und  K 
bezw.  S  und  H  beidenuile  oder  wenig- 
stens einmal  hindurch,  der  Kreis  SKH 
muß  Punkte  beiderseits  t  haben,  er  trifft 
also  t  sicher  zweinuil.  Sind  beide  Invo- 
lutionen hyperbolisch,  so  liegen  S,  K 
und  H  alle  drei  auf  derselben  Seite 
von  t,  und  nur  in  diesem  Falle  kann  die 
Berührung   mit   t   überhaupt   vorkommen. 


Man  legt  nun  den  Kreis  durch  die 
drei  Punkte  S,  H,  K.  Wo  dieser 
den  Träger  t  trifft,  müssen  zwei 
zugeordnete  Punkte  sowohl  der 
ersten  als  der  zweiten  Involution 
sein.  Und  je  nachdem  dieser  Kreis 
den  Träger  beider  Reihen  in  zwei 
Punkten  oder  in  einem  Punkte  oder 
in  keinem  Punkte  trifft,  haben  die 
beiden  Involutionen  ein  gemein- 
sames Punktpaar,  oder  einen  gemein- 
samen O  r  d  n  u  n  g  s  p  u  n  k  t,  oder  kein 
gemeinsames  Punktpaar. 

Dieser   Berührungspunkt   wäre   jedenfalls 


ein  gemeinsamer  Ordnungspunkt  beider  Reihen.  Sehneidet  in  diesem  Fall  der 
Kreis  den  Träger  t,  so  müßte  zwischen  beiden  Schnittpunkten  noch  von  jeder 
Reihe  ein  Ordnungspunkt  liegen,  und  zwar  so,  daß  die  Paare  der  Ordnungspunkte 
beider  Reihen  einander  nicht  trennen.  Bilden  die  Ordnungspunkte  ein  getrenntes 
Punktpaar,  so  kann  der  Kreis  den  Träger  nicht  treffen.  Man  kann  also  den  Satz 
aussprechen:  Zwei  Involutionen  auf  demselben  Träger  besitzen  stets  ein 
gemeinsames  Elementenpaar,  außer  wenn  sie  in  der  Weise  beide  hyper- 
bolisch sind,  daß  ihre  Ordnungselemente  zwei  getrennte  Elementen- 
paare bilden. 


Aufgabe   151.     Man  soll  untersuchen,  ob  zwei  Strahleninvolutioneii 
mit  gemeinsamem  Scheitel  ein  gemeinsames  Strahlenpaar  besitzen. 


Aufgabe  152.  Die  Aufgabe  150 
für  den  Fall  zu  lösen,  daß  beide 
Punktinvolutionen  durch  ihre  Ord- 
nungsstrahlen gegeben  sind. 


Auflösung.  Man  kann  die  Auf- 
lösung der  Aufgabe  150  in  der 
Weise  wiederholen,  daß  man  durch 
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Ei'kl.  495.  U;i  die  Involutionen  Ord- 
nungseleniente  besitzen,  sind  sie  jeden- 
falls beide  liyperbolisch.  Und  aus  der 
Lage  der  Punkte  S  K  H  zu  t  erkennt 
man  die  Unterselieidung  des  in  Erkl.  494 
ausgesprochenen  Satzes.  Sowie  die  beiden 
Involutionen  einen  gern  einsamen  Ord- 
nungspunkt besitzen,  Avird  der  Kreis 
SHK  zum  gemeinsamen  Berührungskreis 
des  Trägers  t  in  diesem  Punkte.  Rücken 
diese  Kreise  vom  geraeinsamen  Berührungs- 
punkt nacli  der  einen  oder  andern  Seite 
auseinander,  so  muß  der  Kreis  SKU  sich 
Träger  schneiden  oder  gar  niclit  treffen. 


beliebigen  Scheitel  S  die  Berüli- 
rungsk reise  konstruiert,  welche  t 
in  den  gegebenen  Ordnungspunkten 
berühren.  Sie  liefern  die  Punkte  für 
den  Kreis  SKH.  Man  kennt  aber 
auch  die  Mittelpunkte  beider 
Reihen  und  weiß  also,  daß  die  ge- 
meinsamen Sehnen  der  Kreisbüschel 
auf  den  Strahlen  von  S  durch  diese 
Mittelpunkte  liegen  müssen. 


vergrößern    oder    verkleinern,    also    den 


Aufgabe  153.  Das  gemeinsame  Strahlenpaar  zweier  durch  ihre 
Ordnungsstrahlen  bestimmten  Strahleninvolutionen  mit  gemeinsamem 
Scheitel  zu  konstruieren. 


Aufgabe  154.  Zu  zwei  gegebenen 
Strecken  derselben  Geraden  eine 
dritte  Strecke  zu  suchen,  deren 
Endpunkte  beide  gegebenen  Strecken 
innen  und  außen  harmonisch  teilen. 

Ei'kl.  496.  Aus  Erkl.  494  erkennt 
man,  daß  die  vorliegende  Aufgabe  nur 
lösbar  ist,  Avenn  die  beiden  gegebenen 
Strecken  einander  selber  nicht  trennen, 
also  weim  entweder  die  eine  ganz  inner- 
halb der  andern  oder  die  eine  ganz  außer- 
halb der  anderen  liegt.  Zum  gleichen 
Ergebnis  führt  die  andere  Überlegung, 
daß   nicht  nur  die  neugefundene   Strecke 

beide  gegebenen  harmonisch  teilt,  sondern  ebenso  auch  jede  der  gegebenen  die  neue. 
Man  kann  also  die  gegebenen  Streckenpunkte  auffassen  als  Punktpaare  einer 
involutorischen  Punktreihe,  welche  die  Punkte  der  gefundenen  Strecke  zu  Doppel- 
punkten hat.  Nun  können  aber  Doppelpunkte  nur  auftreten,  wenn  die  Involution 
liyperbolisch  ist,  also  kann  auch  diese  gesuchte  Strecke  nicht  bestehen,  wenn  die 
gegebenen  Strecken  einander  trennen. 


Auflösung.  Die  Strecke  der  Ord- 
nungspunkte einer  involutorischen 
Punktreihe  wird  durch  die  Strecke 
jedes  zugehörigen  Punktpaares  har- 
monisch geteilt.  Man  führt  also 
die  Aufgabe  auf  die  vorhergehende 
Aufgabe  152  zurück,  indem  man 
die  Endpunkte  der  beiden  gegebenen 
Strecken  je  als  Ordnungspunkte  einer 
involutorischen  Punktreihe  ansieht 
und  das  gemeinsame  Punktpaar 
dieser  beiden  Punktreihen  aufsucht. 


Aufgabe  155.  Zu  zwei  gegebenen  Winkeln  am  gleichen  Scheitel  soll 
ein  dritter  Winkel  gesucht  werden,  dessen  Schenkel  die  beiden  gegebenen 
Winkel  innen  und  außen  harmonisch  teilen. 
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9.     Aufgaben  über  die  invoiutorischen 
Beziehungen  am  vollständigen  Viereck  und  Vierseit. 

(Zu  Absclmitt  3  c.) 


Aufgabe 


156.  Es  soll  auf  ein- 
fachste Weise  vollständig  lierg-estellt 
werden  eine  hyperboliscli-involnto- 
risclie  Pnnktreihe  a)  mit  zwei  ge- 
gebenen Ordnungspunkten  bezw.  b) 
mit  einem  gegebenen  Ordnnngs- 
j)unkt  und  Mittelpunkt. 


Auflösung.  Man  konstruiert  nach 
Figur  63  beliebig  viele  Vierecke 
mit  Gegenecken  in  den  gegebenen 
Ordnungspunkten  und  erzeugt  die 
Reihe  durch  die  Gesamtheit  der 
harmonischen  Punktpaare  zu  den 
beiden  Ordnungspunkten. 


Erkl.  497.  Wenn  der  eine  Ordnung's- 
punkt  nebst  Mittelpunkt  gegeben  ist,  so 
findet  man  den  zweiten  Ordnungspunkt 
durch  einfaclies  Abtragen  der  Abstände   uiul  konstruiert  wie  nebenstehend. 


Aufgabe  157.  Es  soll  auf  lineare 
Weise  vollständig  hergestellt  werden 
ein  hyperbolisch  -  involutorischer 
Strahlen büschel  a)  mit  zwei  gege- 
benen Ordnungsstrahlen  b)  mit  einem 
gegebenenOrdnungsstrahl  und  einem 
Axenstrahl. 


Auflösung.  Man  konstruiert  ent- 
weder dualistisch  zu  Figur  63  und 
Auflösung  der  Aufgabe  156,  oder 
num  projiziert  die  gegebenen  Ele- 
mente auf  einen  beliebigen  Träger, 
führt  auf  diesem  wirklich  die  Auf- 
gabe 156  durch  und  erhält  die  ver- 
langten Elemente,  indem  man  die 
erzeugten  Punkte  des  Trägers  rück- 
wärts  aus   dem   Scheitel  projiziert. 


Erkl.  498.  Ist  ein  Ordnungsstrahl 
und  ein  Axenstrahl  gegeben,  so  findet 
man  den  zweiten  Ordnungspunlvt  durch 
Abtragen  des  Winkels  zwischen  Axen- 
strahl und  Ordnungsstrahl.  Die  Winkel- 
beziehungen werden  besonders  übersichtlich,  wenn  der  Scheitel  auf  der  Mittel- 
senkrechten von  EF  in  Figr.r  63,  also  senkrecht  über  dem  Mittelpunkt  H4K12  der 
Punktinvolution  gewählt  wird. 


Aufgabe  158.  Mittels  Lineal  allein 
soll  zu  einem  beliebigen  Punkt  einer 
Punktreihe  der  involutorisch 
zugeordnete  konstruiert  werden, 
wenn  die  Involution  durch  zwei 
Punktpaare  bestimmt  ist. 

Erkl.  499.  Die  nebenstehende  Aut'- 
liisung  liat  den  mehrfachen  großen  Vorzug 
vor  den  Konstruktionen  des  vorigen 
Kapitels,  daß  man  dazu  keinerlei  Maß- 
beziehungen braucht,  daß  alle  Zeichnung 
bloß  mit  dem  Lineal  und  zwar  mit  »'iner 
sehr    geringen    Zahl    von     (Jeraden     und 


Auflösung.  1)  Man  betrachtet 
die  beiden  gegebenen  Punktpaare 
als  die  Schnittpunkte  des  Trägers  t 
mit  zwei  Gegenseitenpaaren  eines 
vollständigen  Vierecks,  den  einzeln 
gegebenen  fünften  als  Schnitt])unkt 
einer  fünften  Seite,  und  erhält  den 
gesuchten  zugeordneten  Punkt  als 
Schnitti)unkt  der  sechsten  Seite 
des  vollständigen  Vierecks  mit  dem 
Träger  t.  —  Sind  also  in  Figur  147 
von  einer  hyperbolischen  und  in 
Figur    148    von    einer    elliptischen 
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Punkten  geleistet  werden  kann,  und  daß 
man  garniclit  nötig  hat,  sich  vor  Beginn 
der  Zeiclinung  davon  zu  überzeugen,  ob 
man  elliptische  oder  liyperbolische  In- 
volution zu  behandeln  hat.  Es  genügt  die 
einfache  Zeichenvorschrift:   erstes  Paar 


Punktinvolution  die  Punktpaare 
A1A2  und  B1B2  gegeben,  und  zu  C^ 
der  zugeordnete  Punkt  C2  gesucht, 
so  zielit  man  erst  ganz  beliebig  die 
ersten  zwei  Gegenseiten  etwa  durch 
Ai  und  A._,  und  schneidet  sie  durch 


Gegenseiten,  einzelne  Transversale, 
zweites  Paar  Gegenseiten,  sechste 
Seite  als  Gegenseite  der  Transversale. 
—  Dabei  erlialteu  die  Eckpunkte  des 
vollständigen  Vierecks  ganz  von  selbst  bei 
elliptisclier  bezw.  hyperbolischer  Invo- 
lution die  Lage  zum  Träger,  welche  als 
elliptisclie  bezw.  hyperbcdische  Lage  be- 
zeichnet wird,  man  braucht  in  keinerlei 
Weise  etwa  für  deren  Zutreffen  .Sorge  zu 
tragen. 

ErkL  500.  Für  die  Konstruktion  des 
involutorisch  zugeordneten  Punktes  durch 
das  vollständige  Viereck  besteht  melu*- 
fache  Auswahl  für  die  Stücke.  Zunächst 
sind  die  beiden  Geraden  des  ersten  Gegen- 
seitenpaares und  die  Tranversale  völlig 
willkürlich,  und  schließlich  können  auch 
noch  die  beiden  Geraden  des  zweiten 
Gegenseitenpaares  auf  zwei  Arten  gewählt 
werden,  nämlich  (Figur  147  und  148) 
als  BjA4  und  B2B4  oder  auch  als  B1B4 
und  B2A4.      Jedesmal   liefert  die  sechste 


eine  beliebige  dritte  Gerade  des 
gegebenen  Einzelpunktes  Ci.  Durch 
die  so  entstehenden  Schnittpunkte, 
welche  in  Figur  147  und  148  als 
A4  und  B4  bezeichnet  sind,  werden 
bestimmt  die  beiden  durch  Bi  B2 
gehenden  Gegenseiten  B,A4  und 
B2B4,  und  diese  liefern  wieder  als 
Punkte  auf  dem  ersten  Paar  Gegen- 
seiten die  zwei  Schnittpunkte  So 
und  B3  für  die  Gegenseite  der  durch 
Ci  gelegten  Geraden.  Die  Ver- 
bindungsgerade dieser  zwei  Punkte 
scheidet  also  auf  t  den  zu  Ci  in- 
volutorisch  zugeordneten 
Punkt  C2  aus. 

2)  Wollte  man  die  erste  Kon- 
struktion der  untenfolgenden  Auf- 
gabe 161  als  bekannt  voraus  setzen, 
so  könnten  auch  die  gegebenen 
Punkte  von  t  aus  beliebigem  Schnitt- 
punkte S  projiziert  werden,  in  dem 
entstehenden  Büschel  der  sechste 
Strahl    konstruiert    und    durch    ihn 
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Seite  des  Vierecks  denselben  invointo-      der   gesuchte   sechste  Punkt  ausge- 
risch   zugeordneten   Punkt   Cg    auf   t.    —       schnitten  werden. 
Man  beachte,  daß  diese  Konstruktion  sicli 
auf    ganz    analoge  Weise    vollzieht,    wie 

früher  die  Konstruktion  des  vierten  harmonischen  Punktes  zu  drei  gegebenen  in 
Aufgabe  13  des  II.  Teiles.  Auch  die  verschiedenen  Abänderungen  der  Konstruktion 
könnten  in  ähnlicher  Weise  als  neue  Lösungsarten  aufgestellt  werden  wie  dort, 
und  auch  die  Anzahl  der  Willkürliclikeiten  ist  ähnlich  zu  behandeln  wie  in  Er- 
klärung 9  des  zweites  Teiles.  Endlich  ist  auch  die  Lösung  der  obigen  Aufgabe  156 
in  genau  gleicher  AVcisc  nur  ein  liesonderer  Fall  der  v(»rliegend(Mi,  indem  die  Ordnungs- 
punkte eben  Doppelpunkte  sind,  sodaß  die  Geraden  des  ersten  Paares  Gegenseiten 
nicht  durch  verschiedene,  sondern  durch  denselben  Punkt  des  Trägers  hindurchgehen. 


Aufgabe  159.     Dieselbe  Aufgabe  zu  lösen,  wenn  die  Punktinvolution 
durch  einen  O  rd  nungspunkt  und  ein  zugeordnetes  Punktpaar  bestimmt  ist. 


Aufgabe  160.  Man  soll  mit  Lineal 
allein  den  Mittelpunkt  einer  In- 
volution bestimmen,  die  bestimmt 
ist  a)  durch  zwei  Punktpaare  b) 
durch  ein  Punktpaar  und  einen 
Ordnungspunkt.  


Auflösung.  Man  konstruiert  nach 
Aufgabe  158  den  zugehörigen  Punkt 
zum  unendlich  fernen  Punkt. 


Aufgabe  161.  Mittels  Lineal  allein 
soll  zu  einem  beliebigen  Strahl 
eines    Büschels     der    involutorisch 


Auflösung.    1 )  Man  betrachtet  die 
beiden  gegebenen  Strahlenpaare  als 


Fii-ur  149 


Figur  150. 


zugeordnete  bestimmt  werden,  wenn 
die  Involution  durch  zwei  Strahlen- 
paare bestimmt  ist. 


die  Verbindungsgeraden  des  Schei- 
tels S  mit  zwei  Gegeneckenpaaren 
eines    vollständigen  Vierseits ,    den 
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Ei'kl.  501.  Der  nebenstehenden  Auf- 
lösung kommen  dieselben  Vorzüge  zu, 
welche  in  Erkl.  499  über  die  dualistischen 
Aufgaben  ausgesprochen  sind.  Man  hat 
wieder  die  einfache  Zeichenvorschrift : 
erstes  Paar  Gegenecken,  einzelner 
Eckpunkt,  zweites  Paar  Gegen- 
ecken, sechster  Eckpunkt  als  Gegen- 
ecke des  einzelnen.  —  Die  Möglichkeit 
dieser  Konstruktion  verdient  um  so  mehr 
hervorgehoben  zu  werden,  als  unter 
den  maßgeometrischen  Auffassungsweisen 
keinerlei  Mittel  waren  um  Strahlenin- 
volutionen unmittelbar  zu  konstruieren, 
sondern  alle  dort  zur  Verfügung  stehenden 
Mittel ,  wie  geometrische  Proportionale, 
Kreisbüschel  u.  s.  w.,  nur  die  involutorische 
Punktreihe  zum  Gegenstand  hatten. 
Und  die  Winkel -Übertragung  aus  der 
rechnenden  Behandlungsweise  mit  dem 
Produkt  zweier  Tangentenfunktionen 
liegt  soweit  ab  von  der  geometrischen 
Auffassungsweise,  daß  sie  —  besonders 
für  die  projektivische  Geometrie  —  über- 
haupt kaum  in  Betracht  kommt. 

Ei'kl.  502.  Auch  hinsichtlich  der 
Willkürlichkeit  der  zur  Konstruktion  zu 
verwendenden  Stücke  sowie  des  Zu- 
sammenhanges mit  der  früheren  Kon- 
struktion harmonischer  Geraden  und  der 
Aufgabe  157  gilt  dasselbe,  was  in  Erkl.  500 
ausgeführt  wurde.  Eben  die  willkürliche 
Auswahl  der  Stücke  läßt  es  bei  Aufgabe 
158  und  161  vorkommen,  daß  jede  der 
beiderlei  Involutionsarten,  elliptische  und 
hyperbolische,  mit  irgend  einer  der  Figuren 
64  bis  69  und  70  bis  74  ausgeführt 
werden  kann.  So  kann  der  Schnitt  des 
Strahlenbüschels  entweder  ganz  außerhalb 
des  Vierseits  bleiben ,  oder  innerhalb 
eines  der  Inuenräume  desselben  zu  liegen 
kommen,  je  nach  der  Wahl  der  ersten 
drei  Elemente  der  Konstruktion. 


einzeln  gegebenenen  fünften  als 
Verbindungsgerade  mit  einer 
fünften  Ecke,  und  erhält  den  ge- 
suchten zugeordneten  Strahl  als 
Verbindungsgerade  des  sechsten 
Eckpunktes  des  vollständigen 
Vierseits  mit  dem  Scheitel  S.  — 
Sind  also  in  Figur  149  von  einer 
hyperbolischen,  und  in  Figur  150 
von  einer  elliptischen  Strahlenin- 
volution die  Strahlenpaare  a^a,  und 
biba  gegeben  und  zu  Ci  der  zuge- 
ordnete Strahl  C2  gesucht,  so  wählt 
man  erst  ganz  beliebig  die  ersten 
zwei  Gegenecken  etwa  auf  a^  und 
a2  und  verbindet  sie  mit  einem 
beliebigen  dritten  Punkt  des  gege- 
benen Einzelstrahles  Ci.  Durch  die 
so  entstehenden  Verbindungsge- 
raden ,  welche  in  Figur  149  und 
150  als  a4  und  bi  bezeichnet  sind, 
werden  bestimmt  die  beiden  auf 
bib2  liegenden  Gegenecken  (biaj 
und  (b2a4),  und  diese  liefern  wieder 
als  Strahlen  durch  das  erste  Paar 
Gegenecken  die  zwei  Verbindungs- 
geraden t2  und  bs  für  die  Gegen- 
ecke des  auf  Ci  liegenden  Eckpunktes. 
Der  Schnittpunkt  dieser  zwei  Ge- 
raden wird  also  aus  S  projiziert 
durch  den  zu  c^  involutorisch  zu- 
geordneten Strahl  C2. 

2)  Setzt  man  die  erste  Konstruktion 
der  Aufgabe  158  als  bekannt  vor- 
aus, so  braucht  man  bloß  die  ge- 
gebenen Geraden  von  S  zu  schneiden 
durch  einen  beliebigen  Träger  t, 
man  konstruiert  dann  zu  den  ent- 
stehenden Schnittpunkten  den 
sechsten  Punkt  der  Punkt  -  Invo- 
lution und  erhält  als  dessen  Pro- 
jektionsstrahl den  gesuchten  sechsten 
Strahl. 


Aufgabe  162.      Dieselbe  Aufgabe  zu  lösen,  wenn  die  Involution  durch 
einen    Ordnungsstrahl    und    ein    zugeordnetes    Punktpaar    bestimmt    ist. 


Aufgabe  163.     Warum  ist  zu  Aufgabe  160  keine  dualistische  Aufgabe 
über  die  Axenstrahlen  aufzustellen? 
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Aiifj^abe  164.     Man  soll  aus  den  Sätzen  27  und  28  neue  Sätze  über 
veränderliche  Vierecke  aufstellen. 

Auflösiine:. 


Zu  gegebenen  fünf  Punkten 
einer  Geraden  gibt  es  nur  einen 
einzigen  sechsten  Punkt,  der  in- 
volutoriscli  zu  einem  der  übrigen 
so  zugeordnet  ist,  daß  die  zwei 
anderen  zwei  Punktpaare  bilden. 
Betrachtet  man  also  diese  Punkte 
als  Schnittpunkte  der  Gegenseiten 
verschiedener  vollständiger  Vier- 
ecke, so  erhält  man: 

Satz  a.  Gehen  durch  zwei  Punkt- 
paare einer  Geraden  je  zwei  Gegen- 
seiten und  durch  einen  fünften 
Punkt  derselben  Geraden  je  eine 
fünfte  Seite  verschiedener  voll- 
ständiger Vierecke,  so  geht  auch 
die  sechste  Seite  bei  allen  diesen 
Vierecken  jedesmal  durch  einenund 
denselben  sechsten  Punkt  die- 
ser Geraden,  nämlich  den  invo- 
lutorisch  zugeordneten  zum  fünften. 
—  Oder: 

Satz  h.  Verändert  sich  ein 
vollständiges  Viereck  so,  daß  fünf 
seiner  Seiten  sich  um  fünf  feste 
Punkte  einer  Geraden  drehen,  so 
dreht  sich  die  sechste  Seite  des 
Vierecks  ebenfalls  um  einen  festen 
sechstenPunkt  derselben  Geraden, 
welcher  mit  den  fünf  ersten  eine 
involutorische   Punktgruppe  bildet. 


Zu  gegebenen  fünf  Strahlen  eines 
Punktes  gibt  es  nur  einen  einzigen 
sechsten  Strahl,  der  involutorisch 
zu  einem  der  übrigen  so  zugeordnet 
ist,  daß  die  zwei  anderen  zwei 
Strahlenpaare  bilden.  Betrachtet 
man  also  diese  Strahlen  als  Pro- 
jektionsstrahlen der  Gegenecken  ver- 
schiedener vollständiger  Vierseite, 
so  erhält  man: 

Satz  <(.  Liegen  auf  zwei  Strahlen- 
paaren eines  Scheitels  je  zwei 
Gegenecken  und  auf  einem  fünften 
Strahl  desselben  Scheitels  je  eine 
fünfte  Ecke  verschiedener  voll- 
ständiger Vierseite,  so  liegt  auch 
die  sechste  Ecke  bei  allen  diesen 
Vierseiten  jedesmal  auf  einem  und 
denselben  sechstenStrahl  dieses 
Scheitels,  nämlich  dem  involu- 
torisch zugeordneten  zum  fünften. 
—  Oder: 

Satz  ;^.  Verändert  sich  ein 
vollständiges  Vierseit  so,  daß  fünf 
seiner  Eckpunkte  auf  fünf  festen 
Strahlen  eines  Scheitels  gleiten, 
so  gleitet  der  sechste  Eckpunkt  des 
Vierseits  ebenfalls  auf  einem  festen 
sechsten  Strahl  desselben  Schei- 
tels, welcher  mit  den  fünf  ersten 
eine  involutorische  Strahlengruppe 
bildet. 


Aufgabe  165.  Man  soll  in  dem 
vorigen  Satz  vom  Viereck  die  un- 
endlich fernen  Elemente  ver- 
wenden. 

Erkl.  503.  Der  erste  der  neben- 
stehenden Sätze,  welcher  besondere  Be- 
deutung hat  für  die  Gleichgewichtsunter- 
suchungeii  an  Baukonstruktionen  bezw. 
für  8tal)ilitätsuntersuclmngen,  kann  durch 
Drehung  des  einen  der  zu  vergleichenden 
Vierecke  auch  folgende  Gestalt  annehmen: 


Auflösung.  1)  Wenn  die  Schnitt- 
punkte auf  der  unendlich  fernen 
Geraden  liegen  sollen,  so  müssen 
die  dahingehenden  Seiten  parallel 
sein,  und  man  erhält  als  besonderen 
Einzelfall    der    vorigen    Sätze    ab: 

Satz  c  Wenn  zwei  Paar  Gegen- 
seiten und  eine  fünfte  Seite  irgend 
eines  vollständigen  Vierecks  pa- 
rallel sind  zu  zwei  Paar  Gegen- 
seiten und  einer  fünften  Seite  eines 
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Satz.  Wenn  zwei  Paar  Gegenseiten 
und  eine  fünfte  Seite  eines  vollständigen 
Vierecks  alle  einen  und  denselben  aber 
beliebig  großen  schiefen  bezw. 
rechten  Winkel  bilden  mit  zwei  Paar 
Gegenseiten  und  einer  fünften  Seite  irgend 
eines  anderen  vollständigen  Vierecks,  so 
bilden  auch  die  sechsten  Seiten  beider 
Vierecke  denselben  schiefen  Winkel  mit- 
einander, bezw.  stehen  senkrecht  auf- 
einander. —  Daß  auch  zu  fünf  Parallel- 
geraden eine  bestimmte  sechste  Parallel- 
gerade als  involutorisch  bezeichnet  Averden 
kann,  geht  aus  der  Tatsache  hervor,  daß  auch 
im  Parallel -Strahlenbüschel  involutorische 
Zuordnung  stattfindet,  wenn  die  Schnitt- 
punkte auf  einer  beliebigen  Transversalen 
des  Büschels  involutorisch  zugeordnet  sind. 


anderen  vollständigen  Vierecks,  so 
müssen  ancli  die  sechsten  Seiten 
des  ersten  nnd  des  zweiten  Vierecks 
parallel  sein. 

2)  Liegt  der  Scheitel  im  unend- 
lichen, so  müssen  alle  Geraden  da- 
liia  parallel  sein,  nnd  man  erhält 
als  besonderen  Einzelfall  der  vorigen 
Sätze  «  nnd  ß: 

Satz  /'.  V^^enn  fünf  Eckpunkte 
eines  vollständigen  Vierseits  auf 
fünf  beliebigen  Parallelstrah- 
len verschoben  werden,  so  verschiebt 
sich  der  sechste  Eckpunkt  eben- 
falls auf  einer  Parallelgeraden 
derselben  Richtung,  welche  mit  den 
fünf     vorigen     involutorisch     liegt. 


Aufgabe  166.  Zwei  Punktpaare 
EE'  und  FF'  derselben  Geraden 
sind  gegeben  als  Gegenecken  be- 
liebig vieler  vollständigen  Vier- 
seite. Man  soll  zwei  solche  Vier- 
seite heraussuchen,  welche  das- 
selbe dritte  Paar  Gegen- 
seiten gemeinsam  haben. 


Auflösung.  Das  dritte  Paar  Ge- 
genseiten muß  auf  dem  Träger  t 
zwei  Punkte  X  und  Y  ausschnei- 
den, welche  sowohl  zu  EE'  als 
zu  FF'  harmonisch  liegen.  Solche 
Punkte  lassen  sich  aber  auffinden 
auf  Grund  der  Aufgaben  148  und 
150.  Es  sind  dieO  r  d  n  u  n  g  s  p  u  n  k  t  e 
einer  Involution,  von  welcher  EE' 
und  FF'  Punktpaare  sind.  Nach 
deren  Konstruktion  gibt  es  aber 
dann  zu  jeglichem  Viereck 
ABCD  mit  Gegenecken  EE'  und 
Diagonalpunkten  XAC  und  YBD 
gleich  zweierlei  Vierecke  mit 
Gegenecken  FF'  und  Diagonalen 
XA'C  und  YBD  oder  XAC  und 
YB'D'  und  umgekehrt. 


Erkl.  504.  Zur  Konstruktion  der  Punkte  X  und  Y  bedient  man  sich  nach 
Aufgabe  148  derjenigen  beiden  Kreise  des  Kreisbüschels,  welche  den  Träger  t 
berühren.  Möglich  ist  die  Auflösung  nur  dann,  wenn  die  Puuktpaare  EE' und  FF' 
einander  nicht  trennen,  Avenn  sie  also  entweder  wie  in  Figur  151  einander  aus- 
schließen, oder  eines  das  andere  einschließt. 
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Aufgabe  167.     Man  soll   die   dualistische  Aufgabe   zu  Aufgabe  166 
aufstellen  und  lösen. 


Aufgabe  168.  Der  Projektions- 
scheitel für  die  Strahleninvolution 
am  vollständigen  Vierseit  soll  so 
gewählt  werden,  daß  eine  recht- 
winklige Strahleninvolution  entsteht. 

Erkl.  505.  Die  ortlio^onalc  Invo- 
lution ist  eine  Abart  der  ellii»tiselien. 
Entsprechend  der  Figur  75  liegt  daher 
in  Figur  152  Punkt  K  im  Dreieck  MPR, 
der  Punkt  11  im  Dreieck  NRQ,  und  die 
Strahlen  folgen  einander  in  der  Reihenfolge 
KP,  KS,  KM  (verlängert),  d:e  dazu 
senkrechten  in  der  Reihenfolge  KQ. 
_KR,  KN.  Die  Diagonale  RS  kann  so 
^ii  die  Länge  gestreckt  Averden,  daß  der 
Halbkreis  PQ  den  über  RS  nur  von  innen 
berührt  bezw.  gar  nicht  mehr  trifft. 
Dann  muß  auch  der  Halbkreis  MN  den 
Halbkreis  RS  bezw.  beide  Halbkreise  RS 
und  PQ  im  gleichen  Punkte  nur  berühren, 
und  dann  entsteht  ein  Kreisbüschel  zweiter 
Art,  —  oder  gar  nicht  treffen,  und  dann 
entsteht  ein  Kreisbüschel  ckitter  Art.  .Jeder 
Kreisbüschel  hat  dabei  die  Verbindun^s- 
geiade  der  Kreismittelpunkte  als  gemein- 
same Centrale,  es  verschwinden  aber  die 
beiden  Strahleninvolutionen  H  und  K, 
indem  sie  zwei  imaginäre  Schnittpunkte 
zu   Scheiteln  haben. 

Erkl.  506.  Das  Ergel)ni8  über  die 
Diagonalenmittelpunkte  ist  bereits  gefunden 
worden  in  Satz  19  des  VI.  Teiles  der 
Planimetrie.  Und  in  Aufgabe  249  des- 
selben Bandes  wurde  an  obenstehender 
Figur  nachgewiesen  die  weitergehende 
Beziehung: 

Satz.  Gruppiert  man  die  sechs  Seiten 
eines  vollständigen  Vierecks  zu  den  drei 
daraus  möglichen  Vierseiten,  so  liegen 
die  Mittelpunkte  von  je  drei  Diagonal- 
strecken auf  je  einer  (Geraden,  und  diese 
drei  (ieraden  gehen  durch  einen  Punkt. 
Man  erhält  also  an  der  (iesamthgur  dreier- 
lei Kreisbüschel,  deren  drei  Centralen 
durch  einen  Punkt  gehen. 


Auflösung.  Geht  man  aus  von 
dem  Vierseit  PRQS  in  Figur  152 
und  denkt  sich  Halbkreise  ge- 
zogen über  den  Diagonalen  PQ  und 

Fiiiur   152. 


und  RS,  so  werden  einander  diese 
Halbkreise  in  irgend  zwei  Punkten 
H  und  K  schneiden,  und  die  beiden 
Strahleninvolutionen  mit  Scheiteln 
H  und  K  haben  die  Strahlen  nach 
P  und  Q  sowie  nach  R  und  S  als 
rechtwinklig  zugeordnete.  Die 
Strahleninvolution  in  H  und  K  hat 
also  jedesmal  zwei  Paare  Normal- 
strahlen, sie  ist  folglich  eine  ortho- 
gonale und  hat  überhaupt  lauter 
Normalstrahlenpaare.  Hiernach 
sind  aber  auch  die  Strahlen  von  H 
oder  K  nach  M  und  N  senkrecht 
aufeinander,  und  daher  muß  der 
Halbkreis  über  Strecke  MN  eben- 
falls durch  die  beiden  Punkte  H  und 
K  hindurch  gehen.  Die  drei  vor- 
handenen Halbkreise  haben  also  die 
Punkte  H  und  K  gemeinsam,  die 
Strecke  HK  ist  ihre  gemeinsame 
Sehne,  und  die  Mittel  senk  rechte 
von  HK  muß  gemeinsame  Cen- 
trale der  drei  Kreise  sein,  d.  h.  sie 
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geht  jedesmal  durch  die  Mittelpunkte  der  drei  Kreisdurchmesser  PQ, 
RS,  MN,  Damit  ist  aber  der  Nachweis  geliefert,  daß  die  drei  Diagonalen- 
mittelpunkte  des  vollständigen  Vierecks  auf  einer  geraden  Linie 
liegen,  und  man  kann  den  allgemeinen  Satz  aussprechen: 

Satz.  Die  Halbkreise  ül)er  den  drei  Diagonalstrecken  eines  voll- 
ständigen Vierseits  gehören  einem  und  demselben  Kreisbüschel  an, 
und  zwar  von  der  ersten,  zweiten  oder  dritten  Gattung,  jenachdem  die 
Kreise  einander  schneiden  oder  berühren  oder  nicht  treffen. 


Aufgabe  169.      Aus    den    Sätzen    27    und    28    vom    Viereck    sollen 
Sätze  fürs  Dreieck  abgeleitet  werden. 


Auflösung.  1)  Wird  etwa  aus 
Pigur  147  einzeln  herausgehoben 
das  Dreieck  S2  B3  B4,  so  werden 
seine  Seiten  geschnitten  von  der 
Transversalen  t,  2  in  den  Punkten 
A1B2C2,  und  seine  Eckpunkte 
werden  aus  dem  Scheitel  S^  proji- 
ziert durch  die  Projektionsstrahlen, 
welche  durch  Schnitt  mit  jener 
Transversalen  in  entsprechender 
Reihenfolge  die  drei  Schnittpunkte 
A2  Bi  Ci  erzeugen.  Da  nun  die  invo- 
lutorische  Zuordnung  unter  diesen 
sechs  Schnittpunkten  eine  ein- 
deutige ist,  so  erhält  man  vor- 
wärts und  rückwärts  geltende  Sätze 
über  die  Lage  dieser  Elemente, 
nämlich : 

Satz  a.  Werden  die  drei  Seiten 
eines  Dreiecks  durch  eine  Trans- 
versale geschnitten,  und  auch  die 
Projektionsstrahlen  seiner  Eck- 
punkte aus  einem  beliebigen 
Scheitel  mit  derselben  Transversalen 
zum  Schnitt  gebracht,  so  bilden  die 
durch  je  zwei  gegenüberliegende 
Dreieckselemente  auf  der  Transver- 
salen erzeugten  Schnittpunkte  die 
zugeordneten  Punktpaare  einer 
Involution. 

2)  Als  Umkehrung  folgt  aus  der 
involutorischen  Lage  der  Schnitt- 
punkte auf  der  Transversalen  die 
entsprechende  Lage  der  Elemente 
zum  Dreieck  an  der  Figur: 


Auflösung.  1)  Wird  etwa  aus  Fig. 
149  einzeln  herausgehoben  das 
Dreiseit  t^bsbi,  so  werden  seine 
Eckpunkte  projiziert  aus  dem 
Scheitel  Sj  2  durch  die  Strahlen  ai 
ba  C2,  und  seine  Seiten  werden  von 
dem  Träger  ti  geschnitten  in  den 
Schnittpunkten,  welche  durch  Ver- 
bindung mit  jenem  Scheitel  in  ent- 
sprechender Reihenfolge  die  drei 
Strahlen  ii>  bi  Cj  erzeugen.  Da  nun 
die  involutorische  Zuordnung  unter 
diesen  sechs  Strahlen  eine  ein- 
deutige ist,  so  erhält  man  vor- 
wärts und  rückwärts  geltende  Sätze 
über  die  Lage  dieser  Elemente, 
nämlich : 

Satz  «.  Werden  die  drei  E  c k  p  u  n  k  te 
eines  Dreiecks  aus  einem  Scheitel  pro- 
jiziert, und  auch  die  Schnittpunkte 
seiner  Seiten  mit  einer  beliebigen 
Transversalen  mit  demselben  Schei- 
telpunkt verbunden,  so  bilden  die 
durch  je  zwei  gegenüberliegende 
Dreieckselemente  in  dem  Projek- 
tionsscheitel erzeugten  Projektions- 
strahlen  die  zugeordneten  Strahlen- 
paare einer  Involution. 

2)  Als  Umkehrung  folgt  aus  der 
involutorischen  Lage  der  Strahlen 
am  Projektionsscheitel  die  ent- 
sprechende Lage  der  Elemente  zum 
Dreieck  an  der  Figur: 

Satz  /^.  Verbindet  man  die  drei 
Eckpunkte     eines     Dreiecks    mit 
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Satz  b.  Schneidet  man  die  drei 
Seiten  eines  Dreiecks  durch  eine 
Transversale  und  ordnet  jedem 
Schnittpunkt  einen  gei)a  arten 
Punkt  einer  involutorischen  Reihe 
auf  diesem  Träg-er  zu,  so  gehen 
die  Verl) indungsgera den  dieser 
g-epaarten Punkte  je  mit  den  Ge gen- 
ecken des  ursprünglichen  Dreiecks 
durch  einen  Punkt. 


einem  Scheitelpunkte  und  ordnet 
jedem  Projektionsstrahl  einen  ge- 
paarten Strahl  eines  involutori- 
schen Büschels  aus  diesem  Scheitel 
zu,  so  liegen  die  Schnittpunkte 
dieser  gepaarten  Strahlen  je  mit  den 
Gegenseiten  des  ursprünglichen 
Dreiecks  auf  einer  Geraden. 


Erkl.507.  Da  iuvolutorische  Gebilde  durch ZusamitienlepiiigprojcktivischorKinzel- 
gebilde  entstanden  gind,  so  besteht  unter  je  vier  zugeordneten  Elementen  Gleichheit 
der  Doppelverhältnisse.    So  ist  für  Figur  147  unter  den  Punkten  Aj  Bi  A2  C2  und  Ao  B2 

A,i\    die    Gleichheit   (A^  B^  A.,  (%)  =  (A^B,  A,  d)    oder  ^— ^  ^^  =  ^^  :  ^-^• 

,       ..       .,  .  ,  AiAa       AiCg-BiA, -CiBa 

Hieraus    entsteht    die    (Jleichung  - — r=vr^ : — ,_ "    ,.~~7"  = — 1-    Dabei  beginnt 

A2  Ai       C2  Bi  •  A2  Cj  •  B2  Ai 

und  endet  im  Zähler  bczw.  Nenner  jeder  Faktor  mit  End-  und  Anfangsbuchstaben 
des  vorhergehenden  und  folgenden  Faktors  im  Nenner  bezw.  Zähler.  Berück- 
sichtigt man  nun  die  Uebertragung  dieser  Doppelverhältnisse  durch  die  Projektion 
aus  dem  geAvählten  Scheitelpunkte  auf  die  gegenseitige  Beziehung  der  auf  den 
Seiten  des  Dreiecks  ausgeschnittenen  Schnittpunkte,  so  muß  nur  Scheitel  bezw. 
Transversale  passend  ins  unendliche  verlegt  werden,  dann  erhält  man  aus  den  obigen 
Sätzen  diejenigen  Beziehungen  am  Dreieck,  Avelche  eine  Art  ^littelstellung  zwischen 
metrischer  und  synthetischer  Geometrie  einnehmen,  und  welche  zum  Ausgangspunkt 
einer  vollständigen  Theorie  der  Transversalen  gemacht  worden  sind.  Es  sind  die 
Sätze  von  Menelaos  und  Ceva  nebst  ihren  Anwendungen  und  Folgerungen,  die  im 
sechsten    und   siebten   Kapitel    des    VIT.    Teiles    der   Planimetrie   angeführt   werden. 


10.  Aufgaben  über  die  involutorischen  Beziehungen  an  den  Kurven 
zweiten  Grades  und  sog.  Aufgaben  zweiten  Grades. 

(Zu  Abschnitt  3d.) 

Aufgabe  170.  Aus  den  Sätzen  von  Desargues  sollen  Beziehungen  an 
der  veränderlichen  Kurve  mit  vier  festbleibenden  Elementen  abgeleitet 
werden. 


Auflösung.  1)  Denkt  man  sich 
in  Figur  153  die  vier  Punkte  Si  S2 
B3  B4  der  Kurve  nebst  der  Trans- 
versalen festgehalten  und  die  Kurve 
veränderlich,  so  bleiben  nach  dem 
Satze  27  die  Kurvenschnittpunkte 
Qi  Q2  auf  t  stets  ein  Puuktpaar, 
und  etwaige  Kurvenberührungs- 
punkte auf  t  die  Ordnungs punkte 


Auflösung.  1)  Denkt  man  sich 
in  Figur  154  vier  Tangenten  ti  t>  bs  b^ 
nebst  dem  Projektionsscheitel  fest- 
gehalten und  die  Kurve  veränder- 
lich, so  bleiben  nach  Satz  28  die 
Kurventangenten  QiQo  aus  S  stets 
ein  Strahlen  paar  und  etwaige 
Kurventangenten  in  S  die  Ord- 
nungsstrahlen  der  Involution, 
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welche  durch  die  sechs  Vierseit- 
ecken bezw.  schon  durch  vier 
derselben  bestimmt  wird.  Das- 
selbe gilt  auch  für  Figur  81 
und  83  bei  Festhaltung  des 
Dreiseits  mit  einem  oder  des 
Tangentenwinkels  mit  zwei  Be- 
rührungspunkten. 

2)  Wird  dieselbe  Auffassungs- 
weiseauf diejenigen  Fälle  ausge- 
dehnt, wo  ein  Ordnungsstrahl 


^'  der  Involution  als  fester  Strahl 


der  Involution,  welche  durch 
die  sechs  Vierecksseiten  bezw.  schon 
durch  vier  derselben  bestimmt 
wird.  Dasselbe  gilt  für  Figur  80 
und  82  bei  Festhaltung  des  Drei- 
ecks mit  einer  oder  der  Sehne  mit 
zwei  Kurventangenten.  (Vergl. 
Erkl.  281  ff.) 

2)  Wird  dieselbe  Auffassungs- 
weise auf  diejenigen  Fälle  ange- 
wandt, wo  ein  Ordnungspunkt 
der  Involution  als  fester  Punkt 
auftritt,  z.  B.  Figur  82  und  84, 
so  erhält  man  die  Aussage: 

Satz  a.    Wird  eine  Kurve  so  ver- 
ändert,   daß    sie  stets  durch   zwei 
feste  Punkte  Qi  Q.  (Figur  82)  geht 
und  zwei  feste  Geraden  berührt,  so 
geht    die    Berührungssehne     dieser 
beiden  Tangenten  stets  durch  einen 
von  zwei  festen  Punkten  der  Sehne 
Qi  Qi  jener  beiden  Punkte,  nämlich 
einen    der   beiden    Ordnungspunkte 
der   Involution,    welche   auf   dieser 
Sehne  t  bestimmt  wird   durch   ihre 
Kurvenpunkte  Qi  Q2  und  die  Schnitt- 
punkte A,  Ao  mit  den  beiden  festen 
Tangenten.  —  Oder  (Figur  84) 

Satz  b.  Wird  eine  einem  gegebenen 
Dreiseit  ein-  bezw.  angeschriebene 
Kurve  so  verändert,  daß  sie  eine 
Seite  stets  in  einem  festen 
Punkte  berührt,  so  geht  die  Be- 
rührungssehne  der  beiden  anderen 


Fi"ur   154. 


auftritt,  z.  B.  Figur  83   und  85,  so 
erhält  man  die  Aussage: 

Satz  "-.  Wird  eine  Kurve  so  ver- 
ändert, daß  sie  stets  zwei  feste  Ge- 
raden qi  q2  (Figur  83)  berührt  und 
durch  zwei  feste  Punkte  geht,  so 
liegt  der  Schnittpunkt  der  Tangenten 
in  diesen  beiden  Punkten  stets  auf 
einer  von  zwei  festen  Geraden  durch 
den  Tangentenschnittpunkt  Qt  Qa, 
nämlich  einem  der  beiden  Ordnungs- 
strahlen der  Involution,  welche  in 
diesem  Tangentenschnittpunkt  S  be- 
stimmt wird  durch  seine  beiden 
Tangenten  qi  q2  und  die  Ver- 
bindungsgeraden nach  den  beiden 
festen  Punkten.  —  Oder  (Figur  85) 
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Satz,>.  Wird  eine  einem  gegebenen 
Dreieck  umgeschriebene  Kurve  sa 
verändert,  daß  sie  in  dem  einen 
Eck])unkt  stets  eine  feste  Tangente 
berührt,  so  liegt  der  Tangenten- 
schnittpunkt für  die  beiden  anderen 
Eckpunkte  stets  auf  der  vierten 
harmonischen  Geraden  des  ersten 
Eckpunktes. 

Erkl.  509.  Der  Schnittpunkt  der 
Tangenten  t^  2  bs  i  i"  Figur  H'A  liegt  im 
Innenwinkel  der  Tangenten  qi  qo-  Hei 
dieser  Lage  (und  bei  der  entgegen- 
gesetzten im  Sclieitelwinkel)  ist  die  feste 
Gerade  für  den  Tangentenschnittpunkt 
der  im  Innenwinkel  q^  q2  liegende  Ord- 
nungsstrahl C12.  Liegt  aber  der  Schnitt- 
punkt im  Nebenwinkel  von  qi  q2,  so  ist 
der  feste  Strahl  der  andere  Ordnungs- 
stralil  der  Involution  aj^aoq^qo.  Im 
z  w  i  s  c  h  e  n  1  i  e  g  e  n  d  e  n  Falle  müssen  beide 
Tangenten  mitai  a^  selber  zusammenfallen^ 
und  ilir  Schnittpunkt  liegt  gleichzeitig  auf 
beiden  Ordnungsstrahlen  der  hnolution^ 
indem  die  Kurve  zusammenschrumpft  zum 
Punkte  S  selber  als  ausgeartete  unendlich 
kleine  Kurve  mit  dop})elt  zählendem 
Punkte  S  bezw.  als  Ordnungskurve  zur 
Gesamtheit  der  auf  den  dleraden  aj  und 
32   liegenden  Punkte. 

Erkl.  510.  Man  beachte,  daß  die  beiden  ersten  Lehrsätze  infolge  der  duali- 
stischen Gegenüberstellung  genau  gleiche  Voraussetzungen  erhalten,  daß  also  der 
Nachsatz  von  beiden  Seiten  gleiclizeitig  für  denselben  Vordersatz  ausgesprochen 
werden  kann.  Das  zweite  Paar  von  Sätzen  ist  schon  aus  früheren  Untersuchungen 
zu  entnehmen  (vergl.  Erkl.  201»  des  IL  Teils).  Man  kann  den  Inhalt  in  andere 
Form  bringen,  wenn  man  in  Figur  84  die  zweite  Tangeute  aus  C^o  zieht  bezw.  iu 
Figur  85  den  zweiten  Kurvenpunkt  auf  Cj .,  benützt.  Denn  die  Polare  zu  Oi  o  ia 
Figur  84  geht  sowohl  durch  Q  den  Schnittpunkt  der  Tangenten  in  S  und  I! 
als  durch  den  Rerührungspunkt  der  zweiten  Tangente  aus  C.  Und  der  Pol  von 
C12  in  Figur  85  liegt  sowohl  auf  (j  als  Berührungssehne  der  Tangenten  t  und 
b,  als  auf  der  Tangente  im  zweiten  Kurvenschnittpunkte  von  c.  So  erhält  man  die 
andere  Ausdrucksweise   in  zwei  dualistiscli   inhalts-koni'-ruenten  Sätzen: 


Seiten  stets  durcli  den  vierten  har- 
monischen Punkt  der  dritten  Seite. 

Erkl.  508.  Die  Berührungspunkte 
S12B3.1  der  Kurve  in  Figur  82  liegen 
beide  gleicherseits  t  oberlialb  (^i  Q-..- 
Bei  dieser  Lage  (und  bei  der  entgegen- 
gesetzten, daß  beide  unterhalb  wären) 
ist  der  feste  Punkt  für  die  IJerührungs- 
sehne  der  außerhalb  Qi  Q2  liegende 
Ordnungspunkt  Ci2-  Liegen  aber  die 
Berührungspunkte  zu  verschiedenen 
Seiten  von  t  (der  eine  oberhalb  und 
der  andere  unterhalb  Q^  Q2),  so  ist  der 
feste  Punkt  der  andere  Ordnungspunkt 
der  Involution  A^  A2  Qj  Q2.  Im  zwischen- 
liegenden Falle  müssen  beide  Be- 
rührungspunkte auf  t  selber  in  Ai  A2  zu 
liegen  kommen,  und  ihre  Verbindungs- 
gerade geht  gleichzeitig  durch  beide 
Ordnungspunkte  der  Involution,  indem 
die  ganze  Kurve  ausartet  zur  dctppelt 
gelegten  Strecke  A^  A2  bezw.  als  Klassen- 
kurve zur  Gesamtheit  der  durch  die 
Punkte  Aj  und  A2  hindurchgellenden 
Geraden. 


Satz  c.  Geht  die  Berührungssehne 
zweier  Tangenten  durch  den  Schnitt- 
punkt zweier  anderen  Tangenten, 
so  geht  auch  die  Berührungssehne 
dieser  letzten  Tangenten  durch  den 
Schnittpunkt  der  ersten. 


Satz;'.  Liegt  der  Schnittpunkt 
der  Tangenten  zweier  Kurvenpunkte 
auf  der  Sekante  durch  zwei  andere 
Kurveni)uiüvte,  so  liegt  auch  der 
Schnittpunkt  der  Tangenten  dieser 
letzteren  Kurvenpunkte  auf  der 
Sekante  der  ersten. 
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Aufgabe  171.     Aus  Satz  29b  die  Sätze  19  zu  entnehmen. 


Aufgabe  172.     Aus  den  Sätzen  von  Desargues  sollen  Beziehung-en  am 
veränderlichen   Viereck   an   festbleibender   Kurve   abgeleitet   werden. 


Auflösung.  1)  Die  Involution  auf 
t  in  Figur  153  ist  festgelegt  durch 
die  Punkte  Qi  Q2  und  irgend  ein 
Punktpaar  auf  den  Viereckseiten. 
Sind  also  etwa  bei  festbleibender 
Kurve  die  Punkte  AiAo  und  Ci 
gleichbleibend,  so  können  die  Kur- 
venpunkte des  Vierecks  beliebig 
wechseln ,  es  muß  stets  derselbe 
Punkt  Q2  entstehen,  wie  man  auch 
die  Sekante  A2S2S1  als  erste  Seite 
durch  die  Kurve  gelegt  haben  mag, 
So  entstellt: 

Satz  a.  Werden  einer  festen  Kurve 
beliebig  viele  Vierecke  so  einge- 
schrieben, daß  drei  von  ihren  Seiten 
durch  drei  feste  Punkte  einer  Geraden 
hindurchgehen,  so  geht  die  vierte 
Seite  stets  durch  einen  und  den- 
selben festen  vierten  Punkt  jener 
Geraden  hindurch. 

2)  Ist  insbesondere  der  Punkt  Qi  o 
Berührungspunkt  der  Kurve  mit  t, 
so  wird  er  Ordnungspunkt  der  In- 
volution, und  diese  letztere  wird 
eine  gleichseitig  hyperbolische, 
wenn  auch  nur  ein  Punktpaar  bei- 
derseits Q  gleiche  Abstandsstrecken 
bildet.  Dadurch  entsteht  der  merk- 
würdige Satz: 

Satz  b.  Legt  man  durch  zwei 
Punkte,  welche  auf  einer  Kurven- 
tangente beiderseits  ihres  Be- 
rührungspunktes gleiche  Strecken 
abschneiden,  zwei  Sekanten  durch 
die  Kurve  als  Gegenseiten  eines 
eingeschriebenen  Vierecks ,  so 
liefern  auch  die  beiden  anderen 
Gegenseitenpaare  solche  Schnitt- 
punkte auf  dieser  Tangente,  welche 
beiderseits  in  gleichen  Abstands- 
strecken vom  Berührungspunkte 
liegen. 


Auflösung.  1)  Die  Involution 
durch  S  in  Figur  154  ist  festgelegt 
durch  die  Tangenten  q^q-,  und  irgend 
ein  Strahlenpaar  nach  den  Eck- 
punkten des  Vierseits.  Sind  also 
bei  festbleibender  Kurve  etwa  die 
Strahlen  aia2  und  Ci  gleichbleibend, 
so  können  die  Kurventangenten 
des  Vierseits  beliebig  wechseln,  es 
muß  stets  derselbe  Strahl  C2  ent- 
stehen, wie  man  auch  den  Eckpunkt 
(ai  ti  t2)  als  ersten  Eckpunkt  des 
Vierseits  gewählt  haben  mag.  So 
entsteht: 

Satz  ((.  Werden  einer  festen  Kurve 
beliebig  viele  Vierecke  so  umge- 
schrieben, daß  drei  von  ihren  Eck- 
punkten auf  drei  festen  Geraden 
eines  Punktes  liegen,  so  liegt  der 
vierte  Eckpunkt  stets  auf  einer  und 
derselben  festen  vierten  Geraden 
jenes  Punktes. 

2)  Ist  insbesondere  der  Strahl  qi  ^ 
Tangente  der  Kurve  in  S,  so  wird 
er  Ordnungsstrahl  der  Involution, 
und  diese  letztere  wird  eine  gleich- 
seitig hyperbolische,  wenn  auch 
nur  ein  Strahlenpaar  beiderseits 
q  gleiche  Neigungswinkel  bildet. 
Dadurch  entsteht  der  merkwürdige 
Satz : 

Satz  ß.  Wählt  man  auf  zwei 
Geraden,  weichein  einem  Kurven- 
punkt mit  dessen  Tangente  beider- 
seits gleich  große  Neigungswinkel 
bilden,  zwei  Tangentenschnittpunkte 
als  Gegenecken  eines  umgeschrie- 
benen Vierseits,  so  liefern  auch  die 
beiden  anderen  Gegeneekenpaare 
solche  Verbindungsstrahlen  mit 
diesem  Kurvenpunkte,  welche  beider- 
seits in  gleichen  Neigungswinkeln 
zur  Tangente  liegen. 
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3)  Der  letztere  Satz  gibt  auch 
noch  hinreichend  bemerkenswerte 
Ergebnisse,  wenn  von  den  beiden 
Sekanten  die  eine  oder  beide  zu 
Tangenten  werden,  wobei  der  letztere 
Fall  wieder  den  Zusaniuienhang  her- 
stellt mit  dem  letzten  Satz  b  der 
Auflösung  der  Aufgabe  170.  Und 
gleiclies  gilt  von  dem  Einzelfall, 
daß  die  Punkte  der  Tangenten,  von 
welchen  die  Sekanten  bezw.  Sehnen 
ausgehen,  beide  im  unendlich  fernen 
Punkte  der  ausgewählten  Tan- 
gente zusammenfallen. 


3)  Der  letztere  Satz  gibt  auch 
noch  hinreichend  bemerkenswerte 
Ergebnisse,  wenn  von  den  beiden 
Tangentenschnittpunkten  der  eine 
oder  beide  zu  Kurvenpunkten 
werden ,  wobei  der  letztere  Fall 
wieder  den  Zusammenhang  herstellt 
mit  dem  letzten  Satz  ß  der  Auf- 
lösung der  Aufgabe  170.  Und  gleiches 
gilt  von  dem  Einzelfall,  daß  die 
Strahlen  des  Kurvenpunktes,  auf 
welchen  die  Tangentenschnittpunkte 
bezw. Kurvenpunkte  gewählt  werden, 
beide  mit  der  Senkrechten  auf  der 
Tangente  im  ausgewählten  Kurven- 
punkte zusammenfallen. 


Erkl.  511.  Man  kann  aus  den  Sätzen  a  und  «  vorstehender  Auflösung  noch 
allgemeinere  Sätze  ableiten,  indem  man  das  Viereck  zum  Vieleck  erweitert.  Nimmt 
man  nämlich  die  aus  einem  ersten  Eckpunkt  nach  dem  vierten,  sechsten,  achten  •  • 
Eckpunkt  des  Vielecks  führenden  Nebenseiten  hinzu  bezw.  die  auf  einer  ersten  Seite 
mit  der  vierten,  sechsten,  acliten  •  •  •  Seite  des  Vielseits  gebildeten  Nebeuecken, 
so  zerfällt  das  Vieleck  in  lauter  einzelne  Vierecke,  welclie  aus  Vieleck  -  Seiten  und 
Diagonalen  zusammengesetzt  sind.  Und  die  letzte  Seite  bezw.  Ecke  des  letzten 
Vierecks  ist  auch  die  letzte  Seite  bezw.  Ecke  des  genannten  Vielecks,  das  folglich  stets 
eine  gerade  Seitenzahl  bezw.  Eckenzahl  erhalten  muß.     So  erhält  man  die  neuen  Sätze: 


Satz  c.  Werden  einer  festen  Kurve 
irgend  welche  Vielecke  von  gerader 
P^ckenzahl  so  eingeschrieben,  daß 
von  deren  Seiten  alle  bis  auf  die 
letzte  durch  ebensoviele  feste  Punkte 
einer  bestimmten  Geraden  hindurch- 
gehen, so  gehen  auch  die  letzten  Seiten 
jener  Vielecke  alle  durch  einen  und 
denselben  festenPunktdieserGeraden. 


Satz }'.  Werden  einer  festen  Kurve 
irgend  welche  Vielseite  von  gerader 
Seitenzahl  so  umgeschrieben,  daß 
von  den  Ecken  alle  bis  auf  die  letzte 
auf  ebensovielen  festen  Strahlen  eines 
bestimmten  Punktes  liegen,  so  liegen 
auch  dieletztenEckpunkte  jener  Viel- 
seite alle  auf  einem  und  demselben 
festen  Strahl  dieses  Punktes. 


Aufgabe  173. 

Ausdruck  bringen. 


Man    soll   einige   Änderungen    der   Sätze   b,    ß   zum 


Aufgabe  174.  Eine  Kurve  zu  kon- 
struieren, von  welcher  gegeben  sind 
vier  Kurven  punkte  und  eine 
Tangente,  die  durch  keinen  der- 
selben hindurchgeht. 

Erkl.  512.  Wenn  eine  Aufgabe  auf 
zweierlei  Lösungen  führt,  so  nennt  man 
sie  eine  Aufgabe  zweiten  Grades. 
Diese    entsprechen    denjenigen   Aufgaben 


Auflösung.  Seien  Si  S^  B3  B4  in 
Figur  153  die  vier  Kurvenpunkte  und 
t  die  gegebene  Tangente,  so  be- 
stimmen die  Seiten  des  Vierecks 
durch  ihre  Schnittpunkte  auf  t  eine 
Punktinvolution,  und  der  Be- 
rührungspunkt der  Kurve  auf 
der  Tangente  t  muß  der  eine  der 
beiden    Ordnungspunkte   der  In- 
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der  Aritlmietikj  welche  durch  quadratische 
Gleicliuiigen,  also  ebenfalls  mit  zwei 
Lösungen  ausgeführt  werden,  oder  den- 
jenigen der  Planimetrie,  welche  durch 
Kreisschnitte  mit  Geraden  oder  Kreisen 
gelöst  werden.  Während  aber  bei 
den  Aufgaben  ersten  Grades  nur  die  Fälle 
mit  einer  oder  keiner  Lösung  auseinander- 
zuhalten sind,  müssen  hier  stets  die  drei 
Fälle  mit  zwei  oder  einer  oder  keiner 
Lösung  untersucht  werden.  Da  die  Auf- 
suchung der  Ordnungselemente  einer 
Involution  die  Verwendung  eines 
Kreises  nötig  macht,  so  sieht  man,  daß 
eine  Aufgabe  zweiten  Grades  nicht  ohne 
Vorhandensein  einer  kontinuierlich  ge- 
zeichneten Kurve  ausgeführt  werden 
kann.  In  der  Tat  bildet  es  einen  be- 
sonders interessanten  Zweig  der  Aufgaben 
zweiten  Grades,  sie  alle  zu  lösen  mittels 
des  Lineals  und  einer  einzigen,  ein  für 
allemal  als  vorhanden  angenommenen 
kontinuierlich  e-ezeichneteu  Kurve. 


volution  sein.  Man  bekommt  also 
dadurch  einen  fünften  Kurven- 
punkt  und  kann  nach  Paskai  weiter 
konstruieren.  Man  erhält  zweierlei 
Lösungen,  jenachdem  man  den  einen 
oder  anderen  Ordnungspunkt  als 
fünften  Kurvenpnnkt  zu  den  vier 
gegebenen  hinzunimmt.  Man  er- 
hält aber  keine  Lösung,  wenn  die 
auf  der  Geraden  erzeugte  Involution 
keine  Ordnungspunkte  enthält, 
also  nach  Satz  27a,  wenn  die  Ge- 
rade bei  konvexem  Viereck  der 
vier  Punkte  ungeradzahlig,  bei 
konkavem  Viereck  geradzahlig 
die  Punkte  trennt.  Die  zwischen- 
liegende Lösung  mit  einziger  Kurve 
würde  dem  Zwischenfalle  zugehören, 
daß  die  Gerade  durch  einen  der 
Punkte  selber  hindurchginge. 


Aufgabe  175.     Eine  Parabel  durch  vier  gegebene  Punkte  zu  legen. 


Aufgabe  176.  Man  beweise,  daß 
durch  vier  gegebene  Punkte  bei 
konvexer  Lage  stets  z  w  e  i  P  a  r  a  b  e  1  n, 
bei  konkaver  Lage  nie  eine  Pa- 
rabel möglich  ist. 

Erkl.  .^13.  Die  Elemente  PPPP,  T 
liefern  die  Möglichkeit  unendlich  ferner 
Elemente,  indem  entweder  T^o  oder  P«, 
ein-  bezw.  zweimal  eingesetzt  wird. 


Auflösung.  Da  die  unendlich 
ferne  Gerade  als  Tangente  die  vier 
im  endlichen  liegenden  Punkte  stets 
alle  vier  auf  gleicher  Seite  hat, 
so  hat  die  Involution  auf  derselben 
bei  konvexer  Lage  stets  zwei,  bei 
konkaver  Lage  stets  keinen  Ord- 
nungspunkt. 


Aufgabe  177, 178.  EineHyperbel 
zu  konstruieren,  von  welcher  gegeben 
sind 

(177)  drei  Punkte,  eine  Tangente 
und  eine  Asyniptotenrich- 
tung, 

(178)  zwei  Punkte,  eine  Tangente 
und  beide  Asymptoten- 
richtungen. 


Anaeutung.  Man  hat  PPPPx.,T 
bezw.  PPP  00  P  OD ,  T  als  gegebene 
Stücke  und  erhält  jeweils  keine  oder 
zwei  Kurven. 
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Aufgal)e  179.  Eine  Kurve  zu 
konstruieren,  von  welcher  gegeben 
sind  vier  Tangenten  und  ein 
Kurvenpunkt,  der  auf  keiner  der- 
selben  liegt. 

Erkl.  514.  Bezeichnet  man  wie  frülier 
gegebene  Tangenten  und  Punkte  der 
Kurve  mit  den  Anfangsbuchstaben  T  bezw. 
V,  so  hätte  man  hier  TTTT,  P,  wobei 
das  Kütnma  ausdrücklich  daran  erinnert, 
daß  nicht  die  vereinigte  Lage  der  Ele- 
mente stattfindet,  welche  mit  (PT)  an- 
gedeutet Avurde.  Die  Aufgaben  dieses 
Kapitels  können  selbstverständlich  ebenso 
w^ie  die  Aufgaben  177,  l!lL>  und  folgende 
des  IL  Teils  ausgesprochen  werden  als 
Konstruktion  einer  Kurve,  welche  durch 
vier  bezw.  drei  bezw.  zwei  gegebene 
Punkte  hindurchgeht,  oder  welche  einem 
gegebenen  Viereck  bezw.  Dreieck  um- 
geschrieben ist  bezw.  eine  gegebene 
Sehne  hat,  und  die  dualistischen  als 
Konstruktion  einer  Kurve,  Avelche  vier 
bezw.  drei  bezw.  zwei  gegebene  Geraden 
berührt,  oder  welche  einem  gegebenen 
Yierseit,  Dreieck  bezw.  Winkel  ein-  oder 
angeschriel)en  ist. 


Auflösung.  Seien  ti  to  b;j  bi  in 
Figur  154  die  vier  Tangenten  und  S 
der  gegebene  Kurveni)unkt,  so  be- 
stimmen die  Eckpunkte  des  Vier- 
seits  durch  ihre  Verbindungsgeraden 
mit  S  eine  Strahleninvolution, 
und  die  Berührungsgerade  der  Kurve 
im  Punkte  S  muß  der  eine  der 
beiden  Ordnungsstrahlen  der  In- 
volution sein.  Man  bestimmt  also 
dadurch  eine  fünfte  Kurventan- 
gente und  kann  nach  Brianchon 
weiter  konstruieren.  Man  erhält 
zweierlei  Lösungen,  jenachdem  man 
den  einen  oder  andern  Ordnungs- 
strahl als  fünfte  Tangente  zu  den 
vier  gegebenen  hinzunimmt.  Man 
erhält  aber  keine  Lösung,  wenn 
die  im  Scheitel  S  erzeugte  Invo- 
lution keine  Ordnungsstrahlen, 
enthält,  also  nach  Satz  28a  je  nach 
Lage  des  Punktes  zu  den  Flächen- 
räumen  der  vier  gegebenen  Tan- 
genten. Die  zwischenliegende  Lösung 
mit  einziger  Kurve  würde  dem 
Zwischenfalle  zugehören,  daß  der 
gegebene  Kurvenpunkt  auf  einer 
der  gegebenen  Tangenten  selbst  läge. 


Aufgabe   180.     Einem  gegebenen  Dreiseit  eine  Parabel  so  anzu- 
schreiben, daß  sie  durch  einen  gegebenen  Punkt  geht. 


Aufgabe   181.      Einem   gegebenen  Yierseit   eine   Hyperbel   anzu- 
schreiben mit  gegebener  Asymptoteurichtung. 


Figur  155. 


Aufgabe  182.  Eine  Kurve  zu 
konstruieren,  von  welcher  gegeben 
sind  drei  Kurvenpunkte  und 
zwei  Tangenten,  wovon  eine 
durch  einen  der  gegebenen  Punkte 
hindurchgeht. 


Erkl.  515.  Das  I^intreten  von  zweien 
oder  keiner  Lösung  hängt  wieder  ab 
vom  Auftreten  von  zwei  oder  keinem 
Ordnungspunkt  in  der  Punktinvolution 
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auf  t,  und  letzteres  von  der  Lage  der 
Geraden  t  zu  den  anderen  Elementen 
PP    (PT).      Vergl.    auch    Aufgabe    198. 


Auflösung.  Seien  S^  So  B3  4  in 
Figur  155  die  drei  Punkte,  und 
BsiAi  nebst  t  die  gegebenen  Tan- 
genten, so  bestimmen  die  Verbin- 
dungsgeraden der  drei  Punkte  zu- 
sammen mit  der  Tangente  BA  durch  ihre  Schnittpunkte  auf  t  eine 
Punktinvolution,  und  der  Berührungspunkt  der  Kurve  auf  t  muß 
der  eine  der  beiden  Ordnungspunkte  der  Involution  sein.  Dadurch 
wird  die  Aufgabe  von  den  Bestimmungsstücken  PP  (PT),  T  zurückge- 
führt auf  PP  (PT)  (PT),  kann  also  nach  Paskai  weitergeführt  werden 
mit  zwei  oder  keiner  Lösung. 


Aufgabe  183/84.     Die    zwei    Parabeln  zu  konstruieren,  von  denen 
gegeben  sind 

(183)  PP  (PT)  bezw. 

(184)  PP,  T  und  die  Axenrichtung. 


Aufgabe  185 — 88.  Die  beiden 
Hyperbeln  zu  konstruieren,  welche 
folgende  gegebenen  Elemente  ge- 
meinsam haben: 

(185)  eine    Asvmptotenrichtung 
und  P  (PT)  T, 

(186)  beide  Asvmptotenrichtun- 
gen  und  \PT)  T, 

(187)  eine  Asymptote  und  PP,T, 

(188)  eine  Asymptote,  die  Rich- 
tung der  zweiten  und  P,  T. 


Andeutung.  Die  Aufsuchung  der 
Ordnungspuukte  der  auf  T  erzeug- 
ten Involution  liefert  die  Berührungs- 
punkte der  beiden  gesuchten  Hyper- 
beln, welche  dann  nach  Paskai 
weiter   ausgeführt   werden  können. 


Aufgabe  189.  Eine  Kurve  zu 
konstruieren,  von  welcher  gegeben 
sind  drei  Tangenten  und  zwei 
Kurvenpunkte,  deren  einer  auf 
einer  gegebenen  Tangente  liegt. 


Auflösung.  Seien  ti  t^  bs  4  in  Figur 
156  die  drei  Tangenten  und  (bg  4  ai) 
nebst  S  die  gegebenen  Kurvenpunkte, 
so  bestimmen  die  Schnittpunkte  der 
drei  Geraden  zusammen  mit  dem 
Berührungspunkt  durch  ihre  Ver- 
bindungsgeraden mit  S  eine 
Strahleninvolution,  und  die 
Tangente  der  Kurve  in  S  muß 
der  eine  der  beiden  Ordnungs- 
strahlen dieser  Involution  sein. 
Dadurch  wird  die  Aufgabe  von  den 
Bestimmungsstücken  TT  (TP),  P 
zurückgeführt  auf  TT  (TP)  (TP), 
kann  also  nach  Brianchon  weiter- 
geführt werden,  und  zwar  mit  zwei 
oder  keiner  Lösung. 


20* 


308 


Pntjektivisclie  (neuere)  Geometrie.     III.  Teil. 


Erkl.  51(5.  Das  Eintreten  zweier  oder  keiner  Losung  iiiingt  wieder  ab  von 
dem  Auftreten  von  zwei  oder  keinem  Ordnung-sstralil  in  der  Stralileninvolntion  in 
S,  und  letzteres  von   der  Lage    des  Punktes  8  zu  den  andern  Elenienten  TT  (TP). 


Aufgabe  190/91.  Diejenigen  Parabeln  zu  konstruieren,  welche  als 
gegebene  Stücke  gemeinsam  haben  (190)  T  (TP)  P,  (191)  TT,  P  und  die 
Axenrichtung.  

Aufgabe  192 — 9-1:.  Zwei  Hyperbeln  zu  konstruieren,  von  denen 
gegeben  sind 

(192)  eine  Asymptotenriclitung  nebst  TT  (TP), 

(193)  eine  Asymptote  nebst  TT,  P, 

(194)  eine    Asymptote,    die    Richtung    der    andern    und    zwei 
Tangenten. 

Erkl.  517.  Die  Mannigfaltigkeit  aller  Aufgaben  dieses  Absehnittes  kann 
noch  weiter  vermehrt  werden,  wenn  man  Gebrauch  macht  von  den  mit  ^Maßeigeu- 
ßchafteu  verknüpften  Elementen,  wie  Durehmesser,  ^Mittelpunkt,  Axen,  Sclieitel  usw., 
dazu  von  den  Elementengruppen  Pol  und  Polare,  wie  in  d<Mi  Aufgaben  im  fünften 
bis  siebten  Abschnitt  dieser  Aufgabensammlung. 


Aufgabe  195.  Eine  Kurve  zu 
konstruieren,  von  welcher  gegeben 
sind  drei  Kurvenpunkte  und 
zwei  Tangenten,  von  denen  kein 
Paar  vereinigt  liegt. 

Figur   157. 


Auflösung.  1)  Angenommen  die 
Kurve  in  Figur  82  (bezw.  157)  sei 
die  gesuchte,  Qi  Q.,  in  Figur  82  seien 
zwei  von  den  drei  gegebenen  Kurven- 
punkten und  Ao  S  und  Ai  B  die 
beiden  gegebenen  Tangenten, 
dann  entsteht  auf  der  Sekante 
t  die  Involution  der  Punkt- 
paare A1A2Q1Q2,  und  man 
weiß  aus  Satz  29b,  daß  die 
Verbindungsgerade  der  Be- 
rührungspunkte SB  durch 
einen  der  beiden  Ordnungs- 
punkte Ci  2  dieser  Involution 
hindurchgehen  muß.  Sind 
aber  nun  Q...  Q3  in  Figur  157 
ein  anderes  Paar  der  drei 
gegebenen  Kurvenpunkte,  so 
entstellt  auf  dieser  neuen 
Kurvensekante  Qo  Q3  wieder 
eine  solche  Pmiktinvolution 
mit  Punktpaar  Q2  Q3  und 
den  beiden  Taugentenschnitt- 
punklen,  und  dieselbe  Be- 
rührungssehne Ai  Bi  muß 
auch  auf  dieser  zweiten 
Sekante  als  Schnittpunkt  D 
den    einen    der   beiden    Ord- 
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Erkl.  51S.  Da  der  Satz  29  b  für 
jede  JierUlirungssehne  der  Kurve  f^ilt^  s<> 
muß  er  aucli  gelten  für  dieselbe  Be- 
riihrnngsseline  in  bezug-  auf  jede  Sekante 
der  Kurve,  und  durch  diese  Verwendung 
geschieht  die  Rückführung  der  Aufgabe. 
Dabei  schneidet  die  l>erührungssehne 
Ai  H^  in  Figur  157  sowohl  auf  Q^Q-j 
den  Ordnung.spnnkt  (',  als  auf  C^^  Qs  den 
Ordnungspunkt  D,  als  auf  QhQ,  den 
Ordnungspunkt  E  aus.  Es  bedarf  also 
keines  IJeweises,  daß  diese  drei  Ordnungs- 
punkte CDE  auf  derselben  Geraden  liegen 
müssen.  Uebrigens  laßt  sich  hierfür 
auch  der  folgende  metrische  Zusammen- 
liang  nachweisen.  Die  drei  Punkte 
Qi  Ql'Qs  bilden  ein  Dreieck,  dessen  Seiten- 
strecken durcli  je  ein  Punkti)aar  der 
Involution  gebildet  werden,  also  durch 
die  Ordnungspunkte  innen  und  außen 
harmonisch  im  gleichen  Verhältnis  geteilt 
Averden.  Nach  dem  Satze  in  Aufgabe 
209  des  ^'L  Teils  der  Planimetrie  müssen 
daher  die  Teilungsverhältnisse  der  drei 
Dreiecksseiten  eine  fortlaufende  Propor- 
tion ui  :  n  :  1)  bilden,  und  Q^  (^).j  wird  ge- 
teilt im  Verhältnis  m  :  n,  Q->  Qu  im  Ver- 
hältnis n  :  p,  und  Q3  Q^  im  Verhältnis  p  :  m. 

Erkl.   519.     Die   drei  Involutionen  auf 

Q1Q2?  Q2  Qs?  Qs  Qi  erzeugen  die  Ord- 
nungspunkte CG',  DD',  EE',  und  es 
liefern  1)  die  Punkte  C  D  E  die  Berührungs- 
punkte AiB],  also  eine  Kurve  durch 
Qi  0>  Qs?  welche  die  beiden  gegebenen 
Tangenten  in  Aj  und  B^  berührt.  2) 
Die  Punkte  G  D'  E'  liefern  die  Berührungs- 
sehne A2B.>,  also  eine  Kurve  durch  Qi 
Q2  Q3?  welche  dieselben  beiden  gegebenen 
Tangenten  in  Ao  und  Bo  berührt.  3) 
Die  Punkte  G' DE' liefern  die  Berührungs- 
sehne A3  B3,  also  eine  Kurve  durch  Oi 
Q2  Qs^  welche  dieselben  beiden  gegebeneu 
Tangenten  in  A3  und  B3  berührt.  4) 
Die  Punkte  G'  D'E  liefern  die  Berührungs- 
sehne A4B4,  also  eine  Kurve  durch  Qj^ 
Q2  Q3?  welche  dieselben  l)eiden  gegebenen 
Tangenten  in  A4  und  B.i  berührt.  Bei 
der  Lage  der  Elemente  in  Figur  157 
erscheinen  alle  vier  Kurven  als  mehr 
oder  weniger  langgestreckte  Ellipsen.  "VV 
der  Tangenten  durchschnitten,   so  könnte 


nungspunkte  der  Involution  aus- 
schneiden. Ebenso  könnte  man  Q^ 
Q3  als  dritte  Sekante  verwenden,  er- 
hält wieder  eine  Involution  mit 
Punktpaar  Qi  Q3  und  den  Tangenten- 
schnittpunkten  und  mit  Ordnungs- 
punkten E  und  E',  und  dieselbe 
Berührungssehne  Ai  Bi  muß  auch 
hier  durch  den  einen  der  zwei  Ord- 
nungspunkte hindurchgehen. 

2)  Hiernach  können  aus  den  ge- 
gebenen Stücken  Qi  Q-j  Qs  nebst  TT 
zunächst  die  drei  Pnnktinvolutionen 
und  deren  Ordnungspunkte  kon- 
struiert W' erden,  und  jede  Ver- 
bindungsgerade solcher  drei 
Or du ungs punkte  kann  als  eine 
Berührungssehne  der  gesuchten 
Kurve  mit  den  beiden  gegebenen 
Tangenten  verwendet  werden,  d.  h. 
eine  solche  Verbindungsgerade 
schneidet  auf  den  beiden  gegebenen 
Tangenten  TT  die  Berührungs- 
punkte aus.  Dadurch  sind  die  ge- 
gebenen Elemente  PPP,  TT  er- 
weitert auf  PPP(PT)(PT),  also 
kann  die  Kurve  nach  Paskai  weiter 
konstruiert  w^erden. 

3)  Man  erhält  in  Figur  157  auf 
jeder  der  drei  Sekanten  Qi  Q,>, 
Q2  Qs,  Qb  Qi  zwei  Ordnungspunkte, 
von  denen  aber  je  drei  auf  einer 
geraden  Linie  liegen  müssen.  Folg- 
lich liefern  die  sechs  Ordnungs- 
punkte im  ganzen  vier  verschiedene 
Berührungssehnen,  und  daher  gibt 
es  vier  Kurven,  welche  den  ge- 
gebenen Bedingungen  der  Auf- 
gabe genügen.  Diese  vier  Lösungen 
sind  aber  nur  möglich,  wenn  auch 
w^irklich  die  drei  Involutionen  Ord- 
nungspunkte besitzen.  Werden  aber 
die  beiden  Tangenten  durch  irgend 
zwei  der  gegebenen  drei  Punkte 
getrennt,  so  gibt  es  keine  Kur- 
ven mit  den  gegebenen  Bestim- 
mungsstücken. 

ird   aber  das  Dreieck  Q^  Q.»  Q3   durch   eine 
keine  Ellipse  unter  den  vier  Kurven  sein. 
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Aiifj2:ab('  190.     Man  bilde  aus  vorstehender  Aufgabe  die  ents])rechen- 
den  für  Parabel  und  Hyperbel. 


Aufgabe  197.      Man  soll  einen  einfachen  Fall  angeben,  in  welchem 
die  Lösung  der  Aufgabe  unmöglich  wii'd. 


Aufgabe  198.  Eine  Kurve  zu 
konstruieren,  von  welcher  gegeben 
sind  ein  Punkt  samt  Tangente,  so- 
wie zwei  Punkte  und  eine  getrennt 
liegende  Tangente. 

Erkl.  520.  Die  nebeiisteliende  Auf- 
lösung bildet  eine  zweite  Lösungsart  für 
die  vorsteheude,  bereits  als  Aufgabe  182 
aufgefi'dirte  und  in  anderer  Weise  gelöste 
Aufgabe.  Die  neue  Lösung  schließt  sich 
an  die  Lösung  der  Aufgabe  195  an. 
Und  die  Vereinfachung  durch  Zusammen- 
fügu)ig  einer  (Jruppe  (PT)  führt  auf 
gleiche  Aufgabe  soAvohl  aus  174  als  195. 
Demnach  kfinnen  auch  die  Aufgaben  183 
bis  188  auf  diese  abgeänderte  Weise 
gelöst  werden. 


Auflösung.  Angenommen  die 
Kurve  in  Figur  82  sei  die  gesuchte, 
QiQ.)  die  beiden  gegebenen  Punkte, 
Ai  Si  2  die  samt  Berührungspunkt 
gegebene,  und  Ai  B3  4  die  einzelne 
Tangente.  Dann  muß  wieder  nach 
Satz  29b  der  Berührungspunkt  Ba^ 
auf  derjenigen  Geraden  liegen, 
welche  den  bekannten  Berührungs- 
punkt S12  iiiit  dem  Ordnungspunkt 
Gl  2  der  auf  der  Sekante  Q12  er- 
zeugten Involution  verbindet.  Man 
konstruiert  also  diese  beiden  Ord- 
nungspunkte und  verbindet  Si  2  ent- 
w^eder  mit  dem  einen  oder  anderen. 
Es  entstehen  so  wieder  zwei 
Lösungen. 


Aufgabe  199.  Eine  Kurve  zu 
konstruieren,  von  welcher  gegeben 
sind  drei  Tangenten  und  zwei 
Kurvenpunkte,  von  welchen  kein 
Paar  vereinigt  liegt. 


Auflösung.     1)   Angenommen  die 
Kurve  in  Figur  83   (bezW\    158)  sei 


Figur  158 


Erkl.  52L  Die  drei  Involutionen  in 
(qi  (12)  (%  %)  (Qs^Ii)  erzeugen  die  Ord- 
nungsstrahlen c  c',  d  d',  e  e',  und  es 
liefern  1)  die  Geraden  cde  das  Tan- 
gentenpaar aibi,  also  eine  Kurve,  welche 
die  drei  Tangenten  q,(i2<l3  und  in  den 
Punkten  Pj  P9  die  Tangenten  aj  bi  be- 
rührt. 2)  Die  Strahlen  cd'e'  liefern  das 
Tangentenpnar  a2b2,  also  eine  dem  Drei- 
eck eingesclu'iebene  Kurve,  welche  in 
den  Punkten  Pi  P2  die  Tangenten  a2 1)^ 
berührt.  .3)  Die  Stralilen  c'de'  liefern 
das  Tangent('ni)aar  a.j  b^,  also  eine  Kurve, 
welche  dem  Dreieck  (|i  q.>q3  eingeschrieben 
ist  und  durch  die  l'unkte  P1P2  in  den 
Richtungen  der  Tangenten  a3  h^  hindurch- 
geht. 4)  Die  Strahlen  c'  d'  e  liefern  das  ^ 
Tangentenpaar    aibj,    also    eine    Kurve, 
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welche  die  iunf  Tangenten  q^  (lo  qs  a4  b^, 
und  zwar  die  beiden  letzteren  in  den 
Punkten  Pi  Po  berührt.  Bei  der  Lage 
der  Elemente  in  Figur  15S  sind  alle  vier 
Kurven  Ellipsen.  Würde  aber  eine  der 
Tangenten  qi  q.)  qg  zwischen  den  Punkten 
Pi  Po  hindurchgehen,  so  könnte  keine 
Ellipse  unter  den  vier  Kurven  sein. 

Ei'kl.  522.  Mit  den  Aufgaben  195 
und  19!»  sind  erstmals  Aufgaben  mit 
vier  Lösungen  aufgestellt  und  durch- 
geführt. Mau  könnte  dieselben  daher  als 
Aufgaben  vierten  Grades  bezeichnen, 
Sie  erinnern  an  die  Einzelfälle  aus  den 
zehn  Beispielen  des  Apollonischen  Pro- 
blems, Avelche  ebenfalls  als  Aufgaben  mit 
vier  Lösungen  erscheinen,  nämlicli  PTK, 
PKK  und  TTT.  —  Wenn  von  der  ent- 
stehenden Strahleninvolution  die  Strahlen- 
paare (qi  qo)  (qo  <l8)  (qs  Qi)  durch  die 
anderen  Strahleupaare  nicht  getrennt 
werden,  so  gibt  es  sicher  Grdnungs- 
strahlen.  Zu  diesem  Ende  dürfen  aber 
die  Punkte  Pi  P2  nur  entweder  im  glei- 
chen oder  in  Scheitelwinkelräumen,  keines- 
falls in  Nebenwinkelräumen  der  gegebenen 
Taugenten  liegen.  Wenn  zwei  von  den 
Involutionen  Ordnuugsstrahlen  besitzen, 
so  erzeugen  dieselben  schon  alle  vier 
Schnittpunkte  U^  0  r  iy  und  die  Ver- 
bindungsgeraden des  dritten  Involutions- 
scheitels mit  diesen  Punkten  sind  zu- 
gleich die  Orduungsstrahlen  der  dritten 
Involution.  Wenn  aber  etwa  nur  eine  der 
drei  Involutionen  Ordnungsstrahlen  besitzt, 
so  entstehen  keine  Schnittpunkte  U,  also 
auch  keine  Tangenten  in  den  gegebenen 
Kurvenpunkteu,  folglich  keine  Kurven 
mit  den  gegebenen  Bestimmungsstücken. 
—  Hiernach  wäre  eine  der  Aufgabe  197 
entsprecliende  Forderung  ebenso  wie  dort 
zu  erledigen  durch  Verlegung  der  beiden 
Puidvte  Pi  Po  ii^  zwei  Nebenwinkelräume 
eines  der  gegebenen  Tangentenpaare. 

ten.      Dadurch    sind    die   gegebenen 


die  gesuchte,  qi  qo  in  Figur  83  seien 
zwei  von  den  gegebenen  drei  Kurven- 
tangenten,  und  die  Punkte  (ti  0  a2) 
und  (bsiRi)  die  beiden  gegebenen 
Kurvenpunkte,  dann  entsteht  im 
Punkte  S  die  Invohition  der  Strahlen- 
paare qiqoajao,  und  man  weiß  aus 
Satz  30  b,  daß  der  Schnittpunkt  der 
Tangenten  tb  auf  einem  der  beiden 
Ordnungsstrahlen  Cj  o  dieser  Invo- 
hition liegen  muß.  Sind  aber  nun 
q-j  qn  in  Figur  158  ein  anderes  Paar 
der  drei  gegebenen  Kurven  tangenten, 
so  entsteht  in  diesem  neuen  Tan- 
gentenschnittpunkt (qo  qs)  wieder  eine 
solche  Strahleninvolution  mit  Strah- 
lenpaar q-j  qg  und  den  beiden  Ver- 
bindungsstrahlen nach  den  Kurven- 
punkten, und  derselbe  Tangenten- 
sclmittpunkt  (ai  bi)  muß  auch  in 
diesem  zweiten  Tangentenschnitt- 
punkt durch  seine  Verbindungs- 
gerade d  einen  der  beiden  Ord- 
nungsstrahlen liefern.  Ebenso  könnte 
man  den  dritten  Tangentenschnitt- 
punkt (qs  qi)  verwenden,  erhält  wieder 
eine  Involution  mit  Strahlenpaar 
q3  qi  und  den  Verbindungsgeraden 
nach  den  Kurvenpunkten  Pi  Po  und 
Ordnungsstrahlen  e  und  e',  und  der- 
selbe Tangentenschnittpunkt  ai  bi 
muß  auch  hier  auf  einem  der  beiden 
Ordnungsstrahlen  liegen. 

2)  Hiernach  können  aus  den  ge- 
gebenen Stücken  qi  q2  qs  nebst  P  P 
zunächst  die  drei  Strahleninvolu- 
tionen und  deren  Ord nun gs strah- 
len konstruiert  werden,  und  jeder 
Schnittpunkt  solcher  drei  Ord- 
nungsstrahlen kann  als  Schnitt- 
punkt der  Kurventangenten  in 
denbeiden  gegebeneuKurvenpunkten 
verwandt  werden,  d.  h.  ein  solcher 
Schnittpunkt  liefert  als  Verbindungs- 
geraden mit  P1P2  die  Kurven- 
tangenten  in  diesen  beiden  Punk- 
Elemente    TTT,    PP    erweitert   auf 


TTT  (TP)  (TP),  also  kann  die  Kurve  nach  Brianchon  weiter  konstruiert 
werden. 


A. 


3)  Man  erhält  in  Figur  158  in  jedem  der  drei  Tangentenschnittpunkte 
(qiQa)  (q2q:?)  (qsqi)  zwei  Ordnungsstrahlen,  von  denen  aber  je  drei  durch 
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einen  Pnnkt  gehen  müssen.  Folglich  liefern  die  sechs  Ordnnngsstrahlen 
im  ganzen  vier  verschiedene  Tangentenpaare,  und  daher  giht  es  vier 
Kurven,  welche  den  gegehenen  Bedingungen  der  Aufgabe  ge- 
nügen. Die  vier  Lösungen  sind  aber  nur  möglich,  wenn  auch  wirklich 
die  drei  Involutionen  Ordnungsstrahlen  besitzen.  Werden  aber  die 
beiden  Kurvenpunkte  durch  irgend  zwei  der  gegebenen  drei  Tangenten 
getrennt,  so  gibt  es  keine  Kurve  mit  den  vorgeschriebenen  Be- 
stimmungsstücken. 

Aufgabe  200.     Man   bilde   aus    der  vorstehenden  Aufgabe   die   ent- 
sprechenden für  Parabel  und  Hjq^erbel. 


Aufgabe  201.  Eine  Kurve  zu 
konstruieren,  von  welcher  gegeben 
sind  zwei  Kurvenpunkte  nebst  Tan- 
gente in  einem  derselben  und  zwei 
weitere  Tangenten. 

Erkl.  523.  Auch  die  vorstehende 
Aufgabe  ist  bereits  in  anderer  Weise  ge- 
löst als  Aufgabe  189.  Und  wie  dieselbe 
dort  aus  Aufgabe  179  hervorging,  so  hier  aus 
Aufgabe  199  durch  Zusammenfassung  einer 
Elementengruppe  (FT).  Danach  können 
auch  die  Aufgaben  190  bis  194  auf  diese 
abgeänderte  Weise  gelöst  Averden. 


Aufgabe  202.  Es  soll  nachge- 
wiesen werden,  daß  mit  der  letzten 
Aufgabengruppe  von  Aufgabe  174 
bis  201  alle  Beispiele  einer  durch 
fünf  Kurvenelemente  bestimmten 
Kurve  erschöpft  sind. 

Erkl.  524.  Auf  Grund  der  Durch- 
führung der  nebenstehend  aufgezählten 
Aufgaben  erkennt  man  jetzt  auch  den 
Grund  des  Gegensatzes  für  die  Kreis- 
konstruktionen aus  drei  Punkten  oder 
drei  Geraden,  von  denen  die  erste  eine 
Lösung  hat,  während  die  letztere  deren 
vier  aufweist.  Nach  Erkl.  298  sind 
nämlich  sämtliclie  Kreise  der  Ebene 
solche  Kurven,  welche  durch  dieselben 
beiden  festen  Punkte,  d.  h.  die  imaginären 
Ordnungspunkte  auf  der  unendlich  fernen 
Graden  hindurchgelien.  Eine  Kreis- 
konstruktion aus  drei  Punkten  bedeutet 
also  eine  Aufgabe  PPPPP,  und  muß 
eine     Lösung    haben.       Eine    Kreiskon- 


Auflösung.  Betrachtet  man  die 
Kurve  in  Figur  83  als  die  gegebene, 
so  muß  wieder  nach  Satz  30  b  die 
Tangente  b3  4  durch  den  Punkt 
laufen,  in  welchem  einander  die 
bekannte  Tangente  ti  2  und  der  Ord- 
nungsstrahl C12  der  im  Punkte  (qi 
q._.)  erzeugten  Strahleninvolntion 
schneiden.  Man  konstruiert  also 
diese  beiden  Ordnungsstrahlen  und 
schneidet  tio  entweder  mit  dem 
einen  oder  anderen.  Es  entstehen 
wieder  zwei  Lösungen. 


Auf  lösuH^.  Wenn  man  von  den 
Elementen  P  und  T  beliebige  fünf 
zusammenstellt,  so  erhält  man : 

1)  PPPPP  —  Diese  Aufgabe  ist 
schon  im  IL  Teile  nach  Paskai 
gelöst    mit   einziger   Lösung. 

2)  PPPP,T  —  Dies  ist  Aufgabe 
174  bis  178  und  hat  zwei  Lö- 
sungen. Und  in  der  Zusammen- 
fassung als  PPP(PT)  ist  sie  im 
IL  Teile  nach  Paskai  gelöst 
mit  einziger  Lösung. 

3)  PPP,TT  —  Dies  ist  Aufgabe 
195  bis  197  und  hat  vier  Lö- 
sungen. In  der  Zusammen- 
fassung PP(PT)T  erscheint  die- 
selbe Elementengruppe  in  den 
Aufgaben  182  bis  188  und  198 
mit  zwei  Lösungen,  noch  enger 
als  P  (PT)  (PT)  im  IL  Teile 
mit  einziger  Lösung  nach 
Paskai. 
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struktion  aus  drei  Tangenten  aber  bedeutet 
TTT,  PP,  gebort  also  zu  den  Aufgaben 
des  vierten  Falles  nebenstebender  Auf- 
zäblung  und  bat  wie  dieser  vier  ver- 
scbiedcne  Lösungen. 

Ei'kl.  525.  Es  sei  bier  am  Scbhtsse 
nocbmals  wie  in  Erkl.  517  darauf  bin- 
gewiesen,  daß  aucb  in  den  nebensteben- 
den  Aufgaben  dui'cb  gegebenen  Durcb- 
messer  ein,  dureb  gegebenen  Mittelpunlvt 
oder  Axe  zwei  Elemente  ersetzt  werden 
können,  ebenso  eines  dureb  Pol  und 
Polare  oder  zwei  dureb  ein  Polardreieck 
u.   s.  w. 


Aufgabe  203.  An  einer  durch 
fünf  beliebige  Elemente  be- 
stimmten Knrve  sollen  die  Schnitt- 
punkte mit  einer  beliebig-  gege- 
benen Geraden  bestimmt  werden. 

//l  \ 


Fi-    15!», 


Erkl.  526.  Nacb  Satz  9  Seite  52 
bilden  die  drei  Nebenseiten  eines  voll- 
ständigen T  a n  ge  n  t  e  n  v  i  e  r  s  e  i  t  s  bezw.  die 
drei  Nebe  necken  eines  vollständigen 
Sehnenvierecks  jedesmal  ein  Polar- 
dreieck. In  einem  Polardreieck  UVW 
bezw.  UVW   ist   aber  (uv)  =  W  der  Pol 


4)  TTT.PP  —  Dies  ist  Aufgabe 
199  und  20Ü  und  hat  vier  Lö- 
sungen,inderZusammenfassuiig 
TT(TP)P  erscheint  dieselbe  Ele- 
mentengruppe in  der  Aufg.  189 
bis  194  und 201  mit  zwei  Lösun- 
gen, noch  enger  als  T  (TP)  (TP) 
im  II.  Teile  mit  einziger  Lö- 
sung nach  Brianchon. 

5)  TTTT,P  —  Dies  ist  Aufgabe 
179  bis  181  und  hat  zwei  Lö- 
sungen, und  in  der  Zusammen- 
fassung als  TTT  (TP)  ist  sie  im 
IL  Teile  nach  Brianchon  gelöst 
mit  einziger  Lösung. 

6)  TTTTT  —  Diese  Aufgabe  ist 
die  ursprünglichste  nach  Bri- 
anchon zu  lösende  mit  ein- 
ziger Lösung. 


Auflösung.  1)  Auf  jeder  belie- 
bigen Geraden  der  Ebene  bilden 
die  in  bezug  auf  die  Kurve  kon- 
jugierten Punkte  eine  Punktin- 
volution, und  wenn  die  Gerade 
eine  Kurven sekante  ist,  so  sind 
ihre  Kurvenschnittpunkte  die 
Ordnungspunkte  dieser  Involu- 
tion. Sei  also  t  in  Figur  159  die 
gegebene  Gerade  und  A  und  B  ihre 
Schnittpunkte  mit  zweien  von  den 
bekannten  Tangenten  qi  und  q^. 
Dann  kann  man  nach  Brianchon 
in  den  beiden  Punkten  A  und  B 
jeweils  die  zweite  Tangente  r^ 
und  r2  an  die  Kurve  konstruieren 
und  erhält  dadurch  ein  der  Kurve 
u  m  g  e  s  c  h  r  i  e  b  e  n  e  s  V  ierseit  q  ^ri  q-,  Vo . 
Dessen  Nebenseiten,  w^ozu  t  gehört, 
bilden  aber  ein  Polardreieck, 
schneiden  also  auf  t  zwei  konju- 
gierte Punkte  aus. 

2)  Nimmt  man  zu  tqirj  bezw.  A 
einen  anderen  zweiten  Punkt  tqr^rs 
bezw.  C  hinzu  und  konstruiert  auch 
noch  in  C  die  zweite  Taugente  an 
die  Kurve,  so  bildet  man  mit  A 
und  C  ein  zweites  Tangentenvier- 
seit,  erhält  also  auf  t  ein  zweites 
Paar  konjugierter  Punkte.  Und 
aus  den  nun  vorhandenen  zwei 
Punktpaaren  der  Involution  kon- 
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von  UV  =  w,  also  geht  v  durcli  den  Pol 
von  w,  bczw.  liegt  W  auf  der  Polaren  von  v, 
und  folglich  sind  v  und  w  zwei  Strahlen 
durch  U,  deren  jeder  durch  den  ]*ol  des 
anderen  geht,  und  V  und  AY  sind  zwei 
Punkte  auf  u,  deren  jeder  auf  der  Polaren 
des  andern  liegt.  Denniach  sind  v  und 
Av  zwei  inbeztig  auf  die  Kurve  konjugierte 
Strahlen  des  Punktes  U,  bezw.  ^'  und  W  sind 
zwei  inbezug  auf  die  Kurve  konjugierte 
Punkte  der  (Jeraden  u.  Oder  mit  anderen 
Worten :  V  und  W  sind  ein  Punktpaar  der  auf 
u  durcli  die  Kurve  erzeugten  Punktin- 
volution, bezw.  V  und  w  sind  ein  Strahleu- 
paar  der  im  Punkte  V  durcli  die  Kurve 
erzeugten   Strahleninvolution. 

Erkl.  527.  Ist  die  Kurve  durch  i'ber- 
zahl  von  Tangenten  bestimmt,  so  kann 
die  Konstruktion  nach  Figur  159  sofort 
ausgefiüirt  werden,  ist  die  Gruppe  der 
Bestimmungsstucke  (TP)(TP)P,  so  bedarf 
es  einer,  heißt  sie  (TP)PPP,  so  bedarf 
es  ZAveier,  und  für  PPPPP  bedarf  es 
dreier  Konstruktionen  nach  Paskai,  um 
Figur  159  durchführen  zu  können.  Da- 
gegen ist  es  in  letzteren  drei  Fällen  ein- 
facher, nach  Aufgabe  2()()  und  Figur  161 
zu  konstruieren,  wenn  mau  den  Pol  der 
Geraden  t  einmal  gefunden  hat.  Die 
gegenseitige  Überführung  der  Aufgaben 
203  und  205  bildet  die  Bestätigung 
der  in  Erkl.  511  ausgesprochenen  Be- 
ziehung, daß  Kurvenschuittpunkte  auf  gegebener  Sekante  und  Kurveutangenten  aus 
gegebenen  Punkten  einander  dualistisch  gegenüber  stehen.  Auch  ist  erstere  Auf- 
gabe hier  verknüpft  mit  der  Konstruktion  des  Poles  zu  t,  letztere  unten  mit  der 
Konstruktion  der  Polare  zu  S. 

Ei'kl.  528.  Findet  sich  bei  der  Konstruktion,  daß  die  Punktinvolution  auf  t 
keinen  Ordnungspunkt  hat,  indem  die  Punktpaare  beider  Polardreiecke  einander 
trennen,  so  geht  daraus  hervor,  daß  die  Sekante  t  mit  der  Kurve  keinen  Schnitt- 
punkt hat,  daß  sie  also  außerhalb  der  Kurve  verläuft.  Fällt  die  im  Punkte  A  zu 
konstruierende  Tangente  r^  mit  der  Sekante  t  zusammen,  so  erkennt  man,  daß 
t  selber  Kurventangente  ist,  und  dann  brauclit  bloß  mittels  der  vorhandenen  Tau- 
geuten nach  Brianchon  der  Berührungspunkt  gesucht  werden.  Die  Punktinvolution 
müßte  in  diesem  Falle  eine  parabolische  werden,  indem  der  Ijerührungspunkt  als 
einziger  Ordnungspunkt  und  ^Mittelpunkt  der  Beihe  auftritt. 


struiert  man  die  gesuchten  Kiirven- 
schnittpnnkte  anf  t  als  die  Ord- 
nung-sp  unkte. 

3)  Man  hat  im  ganzen  drei  Kon- 
struktionen nacli  Brianchon  ge- 
hraucht, also  ist  die  Aufgahe  am 
einfachsten  zu  lösen,  wenn  die 
Kurve  hestimmt  ist  durch  TTTTT 
oder  TTT  (TP)  oder  T  (TP)  (TP). 
Sind  aher  unter  den  gegehenen 
Stücken  die  Kurvenpunkte  in 
Uherzahl,  so  kann  man  mittels  Kon- 
struktion nach  Paskai  erst  bis  zur 
Anzahl  von  drei  Tangenten  vorher 
konstruieren  und  dann  die  Aufgabe 
ebenso  lösen. 

4)  Wollte  man  die  Auflösung  der 
unten  folgenden  Aufgabe  206  als 
bekannt  voraussetzen,  so  kann  man 
aus  dem  ersten  Abschnitt  der  vor- 
stehenden Auflösung  die  Konstruk- 
tion des  Poles  P  zur  gegebenen 
Sekante  t  mittels  des  einzigen  Tan- 
gentenvierseits  aus  A  und  B  ent- 
nehmen und  sodann  nach  Aufgabe 
206  die  Tangenten  aus  Punkt  P 
an  die  Kurve  konstruieren.  Deren 
Schnittpunkte  mit  t  sind  die  ge- 
suchten K  u  r  V  e  n  s  c  h  n  i  1 1  p  u  n  k  t  e 
von  t. 


Aufgabe  204.  Von  einer  durch 
fünf  beliebige  Elemente  be- 
stimmten Hyperbel  die  Asymp- 
toten zu  finden. 


Auflösung.  Die  Aufgabe  ist  ge- 
nau dieselbe,  wie  die  vorhergehende 
Aufgabe   203,    indem    man   als    Se- 
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Fiffur   IGO. 


Erkl.  529.  Die  vorstellende  Aufgabe 
kann  auch  so  geformt  Averden,  daß  von 
einer  diircli  fünf  beliebige  Elemente  be- 
stimmten Kurve  entschieden  werden  soll, 
ob  sie  Ellipse  oder  Hyperbel  oder 
Parabel  ist.  Denn  wenn  die  unendlich 
ferne  Gerade  als  Sekante  t  in  Figur 
159  verwendet  wird,  so  wird  diese  Ent- 
scheidung   geliefert    durch    die    Art    der 


kante  die  iinendlicli  ferne  Ge 
rade  wählt  und  genau  Figur  159 
nachbildet:  Es  liegt  also  Punkt  A 
unendlich  fern,  und  es  wird  ri  //  qi 
nach  Brianchon  konstruiert  als  Tan- 
gente durch  den  unendlich  fernen 
Punkt  A  der  gegebenen  Tangente 
qr,  ebenso  entsteht  roZ/qo.  Diese 
beiden  Paare  von  Paralleltangenten 
bilden  also  ein  Tangentenparal- 
lelogramm der  Hyperbel,  und  in 
einem  solchen  muß  der  Diagonalen- 
sclinittpunkt  der  Kurvenmittel- 
punkt,  die  Diagonalen  ein  Paar 
konjugierter  Durchmesser  sein. 
Ein  zweites  Paar  konjugierter  Durch- 
messer wird  geliefert  durch  das 
auf  gleiche  Weise  aus  qi  ri  und 
qs  rg  gebildete  Tangenten])arallelo- 
gramm;und  die  Ordnungsstrahlen 
der  von  beiden  konjugierten  Durch- 
messerpaaren bestimmten  Strah- 
leninvolution schneiden  auf  der 
unendlich  fernen  Geraden  dieKurven- 
schnittpunkte  »X  und  «  Y  aus.  Zu- 
gleich sind  aber  diese  Ordnungs- 
strahlen selber  die  gesuchten  Asymp- 
toten der  Hyperbel. 


auf  t  entstehenden  Involution.  Hat  die  letztere  keine  Ordnungspunkte,  so  ist  die 
Kurve  unbedingt  eine  Ellipse,  hat  sie  einen  ausgezeichneten  Punkt,  so  ist  die  Kurve 
Parabel,  hat  sie  zwei  Oi'dnungspunkte,  so  ist  die  Kurve  eine  Hyperbel.  Von  eben 
diesen  drei  Fallen  ist  ja  überhaupt  die  Benennung  jeder  beliebigen  Involution  als 
elliptische  oder  parabolische  oder  hyperbolische  hergeleitet. 

Ei'kl.  530.  Auch  diese  Konstruktion  ist  einfacher  durchzuführen,  wenn  die 
Ueberzahl  der  gegebenen  Elemente  Taugenten  sind.  Da  aber  die  Punkte  der  un- 
endlich fernen  Geraden  nur  durch  Kichtungen  angegeben  M'erden  können,  so  steht 
doch  eigentlich  die  Strahleninvolution  im  Punkte  IM  zur  Behandlung,  so  daß  diese 
Aufgabe  eine  Verknüpfung  mit  der  folgenden  Aufgabe  205  darstellt. 


Aufg'abe  205.     Von   einer  durch  vier  Punkte  bestimmten  Parabel 
die  Axenrichtung  zu  bestimmen. 


Aufgabe*  306.  An  eine  durch 
fünf  beliebige  Elemente  be- 
stimmte Kurve  sollen  die  Tangen- 
ten aus  einem  beliebig  gegebe- 
nen Punkte  bestimmt  werden. 


Auflösung-  1)  In  jedem  beliebigen 
Punkte  der  Ebene  bilden  die  inbe- 
zug  auf  die  Kurve  konjugierten 
Geraden    eine    Involution,    und 
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Fiüur    IGl. 


Erkl.  531.  Die  vorstellende  Aufgabe 
wurde  bereits  gestellt  und  gelöst  in  Auf- 
gabe 86  dieser  Sannnlung.  Dort  war 
aber  zu  ihrer  Lösung  vorausgesetzt,  daß 
die  Kurve  kontinuierlicl»  gezeichnet 
vorliege,  wenigstens  in  der  (Jegend,  wo 
die  Polare  des  Punktes  S  mit  der  Kurve 
zum  Schnitt  zu  bringen  ist.  Die  Auf- 
gabe wird  also  dort  eigentlich  auf  Aufgabe 
203  zurückgeführt,  ähnlich  wie  im  vierten 
Abschnitt  nebenstehender  Auflösung,  aber 
die  Lösung  zu  203  wird  dort  als  gegeben 
angesehen  durch  Schnitt  mit  dem  vor- 
handenen Kurvenbogen.  Strenggenommen 
ist  aber  die  jetzige  Lösung  auch  nicht 
allzuweit  davon  verschieden.  Denn  an 
Stelle  der  Voraussetzung  des  kontinuier- 
lichen Kurvenbogens  tritt  jetzt  die  Kon- 
struktion der  Ordnungselemente  der  In- 
volution —  sei  es  der  Punktinvolution 
auf  t  oder  der  Strahleninvolution  in  S. 
Dazu  bedarf  es  aber  wieder  einer  kon- 
tinuierlichen Kurve,  nämlich  desjenigen 
Kreises,  der  zur  Auflindung  der  Ord- 
nungselemente unentbehrlich  ist.  Nur 
insofern  bedeutet  also  die  neue  Lösung 
eine  Vereinfachung  bezAv.  Herabnn'nderung 
des  Maßes  der  Schwierigkeiten,  als  der 
Kreis  eine  durch  Zirkel  leicht  kontinuier- 
lich herstellbare  Kurve  ist,  während 
dies  von  der  allgemeinen  Kurve  zweiten 
Grades    nicht    gilt.     Aber   eine    Aufgabe 


wenn  der  Punkt  ein  äußerer 
Punkt  ist,  so  sind  seine  Kurven- 
tangenten die  Ordnungsstrah- 
len  dieser  Involution.  Es  sei  also 
in  Figur  IGl  S  der  gegebene  Punkt 
und  a  und  b  seine  Verbindungs- 
geraden mit  zweien  von  den  be- 
kannten Kurvenpunkten  Qi  Q.^.  Dann 
kann  man  nach  Paskai  auf  den 
beiden  Geraden  a  und  b  jeweils 
den  zweiten  Kurvenschnitt- 
punkt Ri  und  Ro  konstruieren  und 
erliält  dadurch  ein  der  Kurve  ein- 
geschriebenes Viereck  Qi  Ri Q, R., . 
Dessen  Nebenecken,  wozu  S  gehört, 
bilden  aber  ein  Polardreieck,  liefern 
also  in  S  zwei  konjugierte  Geraden, 

2)  Nimmt  man  zu  SQiRi  bezw. 
a  eine  andere  zweite  Gerade 
S  Qs  Ry  bezw.  c  hinzu  und  kon- 
struiert auch  noch  auf  c  den  zweiten 
Kurvenschnittpnnkt,  so  bildet  man 
aus  a  und  c  ein  zweites  Sehnen- 
viereck, erhält  also  in  S  ein  zweites 
Paar  konjugierter  Geraden. 
Und  aus  den  nun  vorhandenen 
zwei  Geradenpaaren  der  Involu- 
tion konstruiert  man  die  gesuchten 
Kur ventangenten  aus  S  als  die 
Ordnungs  strahlen. 

3)  Man  hat  im  ganzen  drei  Kon- 
struktionen nach  Paskai  gebraucht, 
also  ist  die  Aufgabe  am  einfachsten 
zu  lösen,  wenn  die  Kurve  bestimmt 
ist  durch  PPPPP  oder  PPP(PT) 
oder  P(PT)(PT).  Sind  aber  unter 
den  gegebenen  Stücken  die  K  u  r  v  e  n- 
tangenten  in  Ueberzahl,  so  kann 
man  mittels  Konstruktion  nach 
Brianchon  erst  bis  zur  Anzahl  von 
drei  Kurvenpunkten  vorher  kon- 
struieren und  dann  die  Aufgabe 
ebenso  lösen. 

4)  Will  man  die  Auflösung  der 
vorhergehenden  Aufgabe  203  als 
bekannt  voraussetzen,  so  kann  man 
aus  dem  ersten  Abschnitt  der  hier 
stehenden  Auflösung  die  Konstruk- 
tion  der  Polaren  p  zum  gegebenen 
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zweiten  Grades  ist  und  bleibt  diese 
Aufgabe  und  bedarf  wie  alle  Aufgaben 
zweiten  Grades  einer  Kurve,  wenn  auch 
nur  der  Kreislinie  und  nur  im  geniein- 
sainen  (iewande  der  Aufsuchung  der  Ord- 
nungselenipute   einer    Involution. 


Punkte  S  mittels  eines  einzigen 
Selmenvierecks  aus  a  und  b  ent- 
nehmen und  Südann  nach  Aufgabe 
203  die  Kurvenschnittpunkte 
auf  p  konstruieren.  Deren  Ver- 
bindungsgeraden mit  S  sind  die 
gesuchten  Tangenten  aus  S. 


Erkl.  532.    I)i(!   andere  Art  von  Ver- 
einfachung^- der  Aufgaben  zweiten  Grades 

besteht  darin,  daß  man  durch  verschiedene  Projektionen  stets  denselben  Kreis  oder 
dieselbe  Kurve  zur  Auffindung  der  Ordnungseleniente  benützt.  In  diesem  Falle  ist 
zur  Voraussetzung  aller  Konstruktionen  das  Vorhandensein  einer  einzigen  kon- 
tinuierlich gezeichneten  Kurve  gemacht,  und  diese  kann  dann  eine  p]llipse, 
Parabel  oder  Hyperbel  oder  auch  wieder  ein  Kreis  sein.  Sie  wird  als  Maß- 
kurve  bezeichnet,  und  auf  »Schnitte  beliebiger  Sekanten  mit  ihrer  Peripherie 
werden  alle  Aufgal»en  zweiten  Grades  zurückgeführt.  —  Es  sei  noch  darauf  hin- 
gewiesen, daß  die  Ausführungen  der  Erkl.  527  und  528  in  übertragener  Ausdrucks- 
weise auch  hier  wieder  (ieltung  haben. 


Aufgaben  über  die  involutorisch-metrischen,  besonders  die 
Brennpunktseigenschaften  der  Kurven. 

(Zu  Abschnitt  3e.) 


Aufgabe  207.  Auf  einer  beliebig 
gegebenen  Geraden  sollen  Mittel- 
punkt, Ordnungspnnkte  und  Potenz- 
wert der  zu  einer  gegebenen  Kurve 
zugehörigen  Punktinvolution  be- 
stimmt werden. 


Figur   162. 


\ 


^ /-^'      ^I-        . 


Erkl.  533.  Ist  die  Länge  der  Sekante 
AB  in  Figur  162  gleich  2  c,  also 
A  0  =  0  B  =  c,  so  ist  für  irgend  zwei  kon- 
jugierte   Punkte    derselben     G  D  •  0  C  = 


Auflösung'.  1)  Ist  die  gegebene 
Gerade  eine  Kurvensekante,  so 
ist  die  Involution  eine  hyper- 
bolische mit  z  weiOrdnungspunkten, 
nämlich  den  Kurvensclinitt- 
p unkten  der  Sekante.  Daher  ist 
in  diesem  Falle  (Figur  162)  der 
Mittelpunkt  O  der  Sehnenstrecke 
zugleich  der  Mittelpunkt  der  Invo- 
lution, das  Quadrat  der  Halbsehne 
c  gleich  dem  Potenzwert. 

2)  Ist  die  gegebene  Gerade  eine 
Tangente,  so  ist  die  Involution  eine 
parabolische  mit  dem  Berührungs- 
punkt als  einzig  ausgezeichnetem 
Punkt  und  mit  Potenzwert  Null. 

3)  Ist  aber  die  Gerade  eine  die 
Kurve  nicht  treffende,  so  ist  die 
Involution  eine  elliptische  ohne 
Ordnungspunkte  und  mit  negativem 
Potenzwerte.       Der     Mittelpunkt 
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0B2  =  0A-  =  c-.  Und  vcn  den  zwei 
Punkten  CD  ist  immer  der  eine  ein 
Punkt  innerhalb  der  Kurve,  der  andere 
ein  Punkt  außerlialb  der  Kui've.  Der 
konjugierte  Punkt  zu  D  ist  in  Figur  l(i2 
gefunden  mittels  der  beiden  Tangenten 
von  D  an  die  Kurve  als  Schnittpunkt 
von  AB  mit  der  Berührungssehne  zum 
Punkte  D,  aueli  sind  je  zwei  zu  den 
Orduungsi)unkten  A  und  H  harmonisch 
liegende  Puidite  auf  AB  zwei  zugeord- 
nete Punkte  der  Involution. 


der  Involution  als  entsprechender 
konjugierter  zum  unendlich  fernen 
entsteht  als  Schnittpunkt  der  Ge- 
raden mit  dem  zu  ihrer  Richtung 
konjugierten  Durchmesser  MN 
in  Figur  162.  Für  irgend  zwei 
konjugierte  Punkte  K  und  H  der 
Sekante  ist  also  NKNH  ein  nega- 
tives Produkt  wegen  der  entgegen- 
gesetzten Richtung  seiner  heiden 
Strecken,  und  der  absolute  Wert 
]  N  K  •  N  H  gibt  diejenige  Strecke 
an,  um  welche  die  Potenz- 
p unkte  der  Involution  beiderseits 
von  N  entfernt  liegen. 


Erkl.  534.  Von  zwei  konjugierten 
Punkten  liegt  jeder  auf  der  Polaren  des 
anderen.  Die  Polare  des  imendlieh  fernen 
Punktes  von  HNK  ist  aber  der  zur  Rich- 
tung HNK  konjugierte  Durchmesser  MON,  folglich  ist  dessen  Schnittpunkt  N  mit 
der  Geraden  HNK  der  konjugierte  zum  unendlich  fernen  Punkt,  also  der  Mittel- 
punkt der  Involution.  Um  zum  Punkt  K  den  konjugierten  zu  erhalten,  zieht  man 
von  K  die  Tangenten  an  die  Kurve  und  bringt  deren  Berührungssehne  zum  Schnitt 
mit  NK.  Trifft  es  sich,  daß  H  und  K  beiderseits  gleich  weit  von  N  abstehen, 
so  sind  dieselben  die  Potenzpunkte.  Und  wie  für  AB  der  konstante  reelle 
Wurzelwert  ]OC-ÖD  als  reelle  Halbsehne  auf  der  Geraden  gilt,  so  wird  der  imagi- 
näre Wurzelwert  |NH-NK  als  imaginäre  Halbsehne  auf  NK  angesehen,  nämlick 
als  Al)stand  vom  Involutionsmittelpunkt  nach  den  beiden  imaginären  Ordnungspunkten 
der  elliptischen  Involution,  zu  welchen  je  zwei  zugeordnete  Punkte  harmonisch 
liegen  müßten.      Der  Potenzwert  ist   das  negative  Quadrat  —  NP-. 


Aufgabe  208.  In  einem  beliebig 
gegebenen  Punkte  sollen  Ordnungs- 
strahlen und  Axenstrahlen  der  zu 
einer  gegebenen  Kurve  zugehörigen 
Strahleninvolution  bestimmt  werden. 


Fieur 


Auflösung.  1)  Ist  der  gegebene 
Punkt  ein  Punkt  außerhalb  der 
Kurve,  so  ist  die  Involution  eine 
hyperbolische  mit  zwei  Ordnungs- 
strahlen, nämlich  den  Kurven- 
tangenten  des  Scheitelpunktes. 
Daher  sind  in  diesem  Falle  (Figur 
163)  die  Halbierungsgeraden  des  Tan- 
gentenwinkels zugleich  die  Axen- 
strahlen u,  V  der  Involution. 

2)  Ist  der  gegebene  Punkt  ein 
Kurvenpunkt,  so  ist  die  Involu- 
tion eine  parabolische  mit  der 
Tangente  als  einzig  ausgezeichnetem 
Strahle. 

3)  Ist  der  gegebene  Punkt  ein 
Punkt  innerhalb  der  Kurve,  so 
ist  die  Involution  eine  elliptische 
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Ei'kl.  535.  Wird  der  Winkel  der 
Tangenten  a  und  b  mit  2/  bezeichnet, 
also  (u  a)  =  (u  b)  = ;',  so  ist  der  Potenz- 
wert der  Stralileninvolution  tg"^;'.  Und 
für  obige  zwei  konjugierten  Strahlen  c,  d 
ist  tg  (u  c)  •  tg  (u  d)  =  tg  -  j'  b ezw.  tg  (v  c ) 
tg  (v  d)  =  tg^  (v  b)  =  tg"-^  (v a)  =  ctg-' ;'.  Und 
von  den  zwei  konjugierten  Strahlen  c,  d 
ist  immer  der  eine  ein  schneidender,  der 
andere  ein  nicht  schneidender;  und  beide, 
wie  jedes  konjugierte  Strahleni)aar,  liegen 
liarmonisch  zu  den  beiden  Ordnungs- 
strahlen a  und  b. 


ohne  Ordnungsstralilen.  Konstruiert 
man  zwei  Paare  zugeordneter  Strah- 
len, so  kann  man  nach  Aufgabe 
149  die  Axenstrahlen  konstruieren. 
Unter  den  Strahlen  des  Punktes  S 
befindet  sich  in  beiden  Fällen  der 
Figur  163  jedenfalls  der  durch  ihn 
gehende  K  u  r  v  e  n  d  u  r  c  h  m  e  s  s  e  r, 
und  dessen  konjugierter  Strahl  ist 
parallel  zum  k  o  n  j  u  g  i  e  r  t  e  n  D  u  r  c  h - 
nies s er,  seine  reelle  oder  imagi- 
näre Sehne  wird  also  im  Scheitel- 
punkte S  halbiert. 


Erkl.  536.  Um  zu  einem  beliebigen 
sclmeidenden  Stralile  c  des  gegebenen  Scheitels  den  konjugierten  zu  finden,  zieht 
man  die  Tangenten  in  seinen  Kurvenschnittpunkten  und  verbindet  den  Scheitel  mit 
dem  Tangentenschnittpunkt.  Für  den  Kurvendurchniesser  sind  diese  Tangenten 
parallel,  also  wird  die  Verbindungsgerade  des  Scheitels  nach  ihrem  Schnittpunkt 
eine  Parallelsehne,  und  diese   muß  vom  konjugierten  Durchmesser  halbiert   werden. 


Aufgabe  209.  Die  beiden  vorigen 
Aufgaben  für  Kurvendurch- 
messer  und  Kurvenmittelpunkt 
zu  lösen. 

Fisur   164. 


Erkl.  537.     In  Figur  104  ist  auf  dem 

Hyperbeldurchmesser  KMH  der  Punkt 
K  Ausgangspunkt  der  Tangenten  KU 
und   KV,    und    H    als   Schnittpunkt   der 


Auflösung.  1)  Auf  jedem  schnei- 
denden Kurvendurchmesser  ent- 
steht eine  reelle  Sehnenstrecke  2  c, 
also  ein  positiver  Potenz  wert  +  c^ 
=  MC-  =  MD2  in  Figur  164,  für  die 
Hauptaxe  +a^.  Auf  jedem  nicht 
schneidenden  Hyperbeldurch- 
messer  entstellt  eine  imaginäre 
Sehnenstrecke,  ein  negativer  Potenz- 
wert  —  d-,  wobei  wie  in  Aufgabe 
208  wieder  d-  =  MKMH  zu  setzen 
ist,  und  zugeordnete  Punkte  K  und 
H  ganz  wie  in  Figur  162  zu  er- 
zeugen sind.  Geschieht  dasselbe 
auf  der  Nebenaxe  der  Hyperbel, 
so  entstellt  eine  Strecke  b,  für 
welche  ebenso  —  b  ^  =  M  K  •  M  H.  Und 
man  nennt  y — b'-dieimaginäreLänge 
der  Nebenaxe,  — b"-'  das  Quadrat  der 
Nebenaxe,  während  bei  der  Ellipse 
+  b-'  entsteht. 

2)  Um  den  Abstand  der  Potenz- 
punkte vom  Mittelpunkt  auf  einem 
nicht  schneidenden  Hyperl)el- 
durchmesser  wirklich  zu  finden, 
bringt  man  die  Paralleltangenten 
des  betrachteten  Durchmessers  HMK 
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Berülinnig-sselino  UV  mit  dem  nurcli- 
messer  MH  ist  der  konjugierte  runkt  zu 
K.  Also  —  d-  =  Mll-MK.  Da  hierin 
II  durch  die  Parallelogrammseite  j^eliefert 
wird,  .so  muß  die  Erzeugung  durch  die 
Tangenten  den  gleichen  Punkt  liefern, 
also  müssen  die  Tangenten  von  K  an 
die  Kurve  in  den  von  EllJ  ausge- 
schnittenen Punkten  U  und  V  berülircn, 
wie  auch  nach  Satz  23  EN  =  .JV.  Ebenso 
müssen  die  Tangenten  von  II  an  die 
Kurve  in  den  Schnittpunkten  von  FG 
berühren  und  dort  ebenfnlls  die  gleichen 
Abschnitte  ausschneiden. 

Erkl.  538.  Es  gil)t  an  der  Hyperbel 
viele  Parallelogramme  der  Art  wie  EFGJ 
in  Figur  164,  nämlich  je  eines  zu  jedem 
Paar  konjugierter  Durchmesser.  Und 
jedesmal  ist  MK  =  V2"EF  die  Länge 
der  imaginären  Sehne  auf  dem  nicht 
schneidenden  Durchmesser.  Da  nun  von 
allen  Strecken  EF  im  Asymptotenwinkel 
diejenige  die  kürzeste  ist,  welche  auf  der 
W  nkelhalbierenden  senkrecht  steht,  so  lie- 
fert die  Scheiteltangente  die  kürzeste  aller 
Strecken  MK  für  die  Nebenaxe.  Man 
nennt  daher  den  Abschnitt  der  Scheitel- 
tangente zwischen  Axe  und  Asj'mptote 
aucli  die  halbe  Länge  der  Nebenaxe  und 
bezeichnet  sie  mit  dem  Buchstaben  b. 
Bei  der  Ellipse  ist  also  a  die  große 
Halbaxe,  b  die  Länge  der  kürzeren 
Halbaxe,  welche  zugleich  die  Hälfte  des 
kürzesten  aller  P^llipsendurchmesser  ist;  bei 
der  llyi)erbel  ist  a  die  halbe  Hauptaxe 
und  b  die  halbe  Länge  des  kürzesten 
aller  vorkommenden  nicht  schneidenden 
Durchmesser.    Dabei    ist  aber  a  =  b  für 

Asyniptotenwinkel    ^  on    DO'^,    und    a^b 

für  Asym])totenwinkel  unter  oder  über 
90.  Dagegen  sind  bei  der  Ellipse  a-  und 
b^  beide  positiv,  bei  der  Hyperbel  a"- 
positiv,   b-  negativ  zu   nehmen. 

Ei'kl.  539.  Eine  ähnliche  Figur  Avie 
Figur  1()4  diente  bereits  als  Figur  131 
des  zweiten  Teils  zur  Anwendung  des 
Satzes  von  Brianchon  auf  die  Hyperbel 
und  lieferte  die  Inhaltsgleichheit  der 
Dreiecke     EMF  =  GM.I     für    zwei     be- 


zum  Schnitt  mit  den  Asymptoten. 
Dadurch  entsteht  das  Tangenten- 
parallelogramm  EFGJ  in  Figur  164, 
dessen  Mittelparallelen  die  konjii- 
gierten  Durclimesser  CD  und  HK 
sind,  und  in  welchem  die  mit 
den  Asymptoten  zusammenfallen- 
den Diagonalen  parallel  sein  müssen 
mit  den  Verbindungsgeraden  der 
Seitenmittelpunkte  DK//CH.  Nun 
ist  KDX  die  Polare  zum  Punkt  E, 
weil  DK  die  Berührungssehne  der 
von  E  an  die  Kurve  gezogenen 
Tangenten  ED  und  EX  darstellt. 
Ebenso  ist  KCY  die  Polare  zum 
Punkt  J,  weil  C  und  Y  die  Berüh- 
rungspunkte der  von  J  an  die  Kurve 
gezogenen  Tangenten  sind.  Dem- 
nach ist  der  Schnittpunkt  K  der 
beiden  Polaren  der  Pol  zur  Ver- 
bindungsgeraden E  J  der  beiden  Pol- 
punkte, und  folglich  sind  K  und 
H  als  Schnittpunkte  der  Parallelo- 
grammseiten beiderseits  gleich- 
weit  von  M  entfernt,  d.  h.  diese 
Punkte  H  und  K  sind  selber  die 
Potenz  punkte  der  Involution  auf 
dem  Durchmesser  MK.  Da  nun 
MK  =  MH  auch  =DE  =  DF  ist,  so 
kann  man  aussprechen: 

Satz.  Der  Abstand  der  Potenz- 
punkte oder  die  Iiänge  der 
imaginären  Sehne  auf  einem 
nicht  schneidenden  Hyperbel- 
durchmesser ist  gleich  der  auf  einer 
Paralleltangente  dieses  Durch- 
messers durch  die  Asymptoten  aus- 
geschnittenenStrecke,  für  die  Neben- 
axe der  Hyperbel  also  gleich  dem 
Abschnitt  auf  der  Scheiteltan- 
gente. 

3)  Die  Strahleninvolutiou  im 
Kurvenmittelpunkt  ist  bei  der 
Hyperbel  eine  hyperbolische  und 
hat  die  Asymptoten  zu  Ordnungs- 
strahlen, die  Kurvenaxen  als 
Axenstrahlen.  Bei  der  Ellipse 
ist  die  Strahleninvolution  des  Mittel- 
punktes eine  elliptische  ohne  Ord- 
nungsstrahlen bezw.  mit  imaginären 
Ordnungsstrahlen,    und    als    Axen- 
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strahlen  hat  dieselbe  ebenfalls  die 
Kurvenaxen.  Aus  Figur  35  er- 
kennt man,  daß  es  bei  der  Ellipse 
zu  jedem  Paar  konjugierter  Durch- 
messer ein  zweites  gibt,  das  mit 
dem  ersten  harmonisch  liegt.  Und 
Figur  164  zeigt,  daß  die  Längen- 
strecken zweier  konjugierten  Durch- 
messer der  Hyperbel  stets  die 
Mittelparallelen  eines  Parallelo- 
gr  am  msbilden,welchesdie  Asymp- 
toten zu  Diagonalen  hat. 


liebige  Tangenten  EF  und  TU.  15ei 
jener  allgemeinen  Figur  sind  dann  die 
zwei  anderen  Dreiecke  EMJ  und  FMG 
weder  einander,  nocli  den  beiden  erst- 
genannten gleichgroß.  In  Figur  1G4 
aber  sind  alle  vier  Teildreiecke  des 
Parallelogramms  gleichgroi3.  Faßt  man 
also  die  Scheiteldreiecke  EMJ  =  GMF 
einzeln  zusammen,  so  erkennt  man,  daß 
von  den  Parallelseiten  EJ  und  FG  dieser 
besonderen  Parallelograunne  stets  im 
Nebenwinkel  der  Asymptoten  Dreiecke  ab- 
geschnitten werden,  Avelche  gleichen  In- 
halt haben  mit  einander  und  mit  den 
beliebigen    Dreiecken    EMF    der    ersten 

Hyperbel.  Demnach  sind  diese  Parallelogrammseiten  der  Art  wie  EJ  und  FG 
die  Tangenten  einer  zweiten  Hyperbel,  welche  gleiche  Asymptoten  hat  wie  die 
erste  und  gleiches  Produkt  der  durch  beliebige  Tangenten  gebildeten  Asymptoten- 
abschnitte. Es  ist  die  konjugierte  Hyperbel  (Figur  115  bei  Aufgabe  261  des  IL 
Teiles).  Für  diese  konjugierte  Hj-perbel  sind  wieder  HK  und  CD  konjugierte 
Durchmesser,  aber  CM^DM  der  nicht  schneidende,  und  EF  als  Polare  von  C  ent- 
steht entweder  als  Parallelogrammseite  der  durch  die  Paralleltangenten  EHJ//GKF//CMD 
auf  den  Asymptoten  ausgeschnittenen  vier  Eckpunkte  oder  als  Berühruugssehne  der 
von  C  an  die  konjugierte  Hyperbel  gezogenen  Tangenten  CL  und  CO  mit  Ab- 
schnitten EL  =  FO  nach  Satz   22. 

Erkl.  540.  Es  könnten  noch  dieselben  Aufgaben  207  und  209  für  die  auf 
der  unendlich  fernen  Geraden  durch  jede  Kurve  gebildete  Punktinvolution  gestellt 
werden.  Da  aber  hier  jeder  Punkt  unendlich  fern  imd  jede  Länge  unendlich  groß 
ist,  so  fallt  der  Begriff  des  Mittelpunktes  als  eines  zugeordneten  zum  unendlich 
fernen  Punkte  ganz  weg,  und  ebenso  der  Begriff  der  unendlich  groß  werdenden 
Potenz.  Dagegen  liefern  die  Kurvenaxen  diejenigen  zwei  zugeordneten  Punkte, 
Avelche  in  zwei  zu  einander  senkrechten  Richtungen  liegen,  und  die  Asymptoten  der  Hyperbel 
liefern  die  Ordnungspunkte  der  hyperbolischen  Involution,  deren  Eichtungeu 
durch  die  Eichtungen  nach  den  Axenschnittpunkten  halbiert  werden. 


Aufgal)e  210.  Man  soll  an  einer 
durch  fünf  beliebige  Elemente  be- 
stimmten Kurve  die  Axen  finden. 


Andeutung.      Man    verfährt    auf 
Grund    der    vorigen    Aufgabe    209. 


Aufgabe  211.     Man    soll    an    einer  durch  fünf  beliebige  Elemente 
bestimmten  Hyperbel  die  Asymptoten  finden. 


Aufgabe  212.  Von  einer  beliebig 
gegebenen  Ellipse  oder  Hyperbel 
oder  Parabel  die  Brennpunkte  zu 
suchen. 


Auflösung.  1)  Man  zeichnet  die 
beiden  Axen  AB  und  CD  der 
Ellipse      und      zeichnet     um     den 
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Erkl.  541.  Für  die  erste  Konstruktion 
vergleiche  man  Figur  94  und  Erkl.  317.  Die 
zweite  ergibt  sich  aus  dem  Satze  in 
voriger  Aufliisiing  der  Aufgabe  209  zu- 
sammen mit  der  in  Erkl.  317  aufge- 
stellten Beziehung  für  die  Hyperbel 
e^'=a^-l-b-.  Für  die  Hyperbel,  von 
welcher  etwa  der  e  i  n  e  A  s  t  nebstBrennpunkt 
gegeben  wäre,  liefert  die  gleiche  Kon- 
struktion den  zweiten  Brennpunkt, 
welche  nebenstehend  für  die  Parabel 
angewandt  ist:  Man  zeiclmet  in  einem 
beliebigen  Kurvenpunkt  Brennstrahl  und 
Tangente  und  trägt  denselben  Winkel 
au  derselben  Tangente  auf  der  entgegen- 
gesetzten Seite  nochmals  an  (vergl. 
Figur  95). 

Erkl.  542.  Für  die  Parabel  lassen 
sich  noch  drei  andere  Konstruktionen  an- 
geben: 1)  Den  Scheitel  wählt  man  als  Spitze 
eines  Dreiecks,  das  eine  beliebige  Kathete 
auf  der  Äxe  nach  innen,  und  in  deren 
Endpunkt  eine  dazu  senkrechte  von 
doppelter  Länge  hat.  Die  Hypotenuse 
trifft  die  Kurve  stets  in  dem  Punkte,  dessen 
Lot  auf  die  Axe  den  Brennpunkt   liefert. 

2)  Mau  konstruiert  zwei  beliebige  zu  ein- 
ander   senkrechte    Tangenten.      Das  Lot 
aus  ihrem  Schnittpunkt  auf  die  Axe  ist  die 
Leitgerade  und  trifft  die  Axe  in  einem  Punkt,  der  vom  Sclieitel  nach  außen  ebenso  weit 
entfernt  ist  wie  der  Brennpunkt  nach  innen  (vergl.  Fig.  102  und  Antw.  1  der  Frage  80). 

3)  Eine  beliebige  Parabeltangente  bringt  man  zum  Schnitt  mit  der  Scheiteltangente.    Das 
Lot  imSchnittpvinktauf  der  beliebigen  Tangente  triff't  die  Axe  imBrennpimkt(A' gl.  Erkl.550) 


Scheitel  C  der  kleinen  Halbaxe 
b  einen  Kreisbogen  mit  einem  Radius 
gleich  der  großen  Halbaxe  a  =  MA; 
dieser  schneidet  die  große  Axe  AB 
in  den  beiden  Brennpunkten  Fi  und 
F.,  denn  F^C +F2C  =  2a  =  AB. 

2)  Bei  der  Hyperbel  zeichnet 
man  die  Asymptoten  und  die 
Seh  eitel  taugen  te  und  zeichnet 
um  den  Mittelpunkt  M  einen  Kreis- 
bogen mit  Radius  gleich  der  Strecke 
e  vom  Mittelpunkte  bis  zum  Schnitt- 
punkt C  der  Asymptote  und  Scheitel- 
tangente BC.  Dieser  Kreisbogen 
schneidet  die  Hauptaxe  beiderseits 
im  Brennpunkt  F;  denn  bei  der 
Hyperbel    ist    MF  =  e  =  /a^  +  bl 

3)  Bei  der  Parabel  ergibt  sich  die 
einfache  Konstruktion  aus  Figur  96 
bezw.  102.  Man  zieht  eine  beliebige 
Tangente  sowie  im  Berührungs- 
punkt den  Durchmesser,  und  trägt 
den  Winkel  dieser  beiden  Geraden 
im  Berührungspunkt  an  der  Tan- 
gente in  entgegengesetzter  Richtung 
nochmals  an.  Der  neue  Winkel- 
schenkel trifft  die  Axe  im  Brenn- 
punkt F. 


Aufgabe  213.  Auf  einer  ge- 
gebenen Geraden  gleitet  eine 
Strecke  von  beliebiger  gleich- 
bleibender Größe.  Ihre  End- 
punkte werden  stets  verbunden 
mit  zwei  Scheitelpunkten  Si  S2. 
Man  bestimme  die  durch  die 
Schnittpunkte  der  Verbindungs- 
geraden durchlaufene  Kurve 
und  suche  deren  Axen  und 
Brennpunkte. 

ErkL  543.  L'^m  zu  finden,  in 
welcher  Lage  die  Sti'ecke  s  zwei 
parallele  Projektionsstrahlen  aus  S^ 
und  Sj  erzeugt,  konstruiert  man  das 
Trapez  SiS_>ll.).  Zu  dem  Zweck 
legt     man     durch     S^     die     Strecke 


Fio-ur   165 
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Si  G//t  und  gleich  s.  Dann  sind  So  GH 
und  S1J//S2G  die  Parallelseiten  des 
Trapezes,  also  HJ  =  SiG  =  s  die  andere 
Seite,  und  S1J//S2H  liefern  die  zweite 
Asymptotenrichtung.  —  Die  Tangenten 
in  Si  imd  83  sind  die  zugeordneten 
Strahlen  beider  Büschel  zum  Verbindungs- 
strahl S1S2.  Man  bringt  also  Si  83  mit 
t  zum  Schnitt  und  trägt  vom  Schnitt- 
puidd  nach  beiden  Seiten  die  Strecke  s 
an.  Dann  sind  die  neuen  Verbindungs- 
strahlen mit  8-2  und  Si  die  Tangenten 
an  die  Kurve.  Ihr  Schnittpunkt  E  liefert 
durch  seine  Verbindungsgerade  mit  dem 
Mittelpunkte  der  Sehne  8^  8^  nach  dem 
Satze  in  Aufgabe  85  den  Kurvenmittel- 
punkt auf  der  Asymptote  t,  also  auch 
die  in  gefundener  Richtung  laufende 
zweite  Asymptote  und  dadurch  die  Axen 
und  die  Brennpunkte. 

Erkl.  544.  Die  vorliegende  Aufgabe 
liefert  den  bemerkenswerten  Satz  für 
jede  Hyperbel: 

Satz.  Bei  der  Erzeugung  einer 
Hyperbel  durch  zwei  projektivische 
Strahlenbüschel  hat  die  von  je  zwei 
beliebigen  zugeordneten  Strahlen 
auf  einer  Asymptote  ausgeschnit- 
tene Strecke  stets  eine  konstante 
Länge.  —  Denn  die  Büschel  sind  projek- 
tivisch,  also  sind  auch  die  auf  der  Asymptote 
vereinigt  liegenden  Punktreihen  projek- 
tivisch;  sie  haben  aber  einen  einzigen  im  un- 
endlichen liegenden  Doppelpunkt,  folglich 
sind  sie  zwei  kongruente  Punktreihen 
mit  konstanter  Strecke  zwischen  zwei  zu- 
geordneten Punkten  (vergl.  die  Er- 
örterungen in  Aufgabe  106  des  I.  Teils). 
Hiernach  ist  an  Figur  165  auch  auf  der 
zweiten  Asymptote  MY  die  Strecke 
zwischen  den  Schnittpunkten  mit  81Ü 
und  80  U  oder  S^V  und  SoV  oder  S^X 
und  82  X  von  konstanter  Länge. 

ErkL  545.  Li  Figur  1G5  haben  die 
Projektionsstrahlen  aller  Hyperbelpunkte 
des  rechtsseitigen  Astes  XVUY  ihren 
Schnittpunkt  rechts  von  t,  ihre  Asymp- 
totenstrecke oberhalb  HJ.  Für  alle 
Hyperbelpunkte  zwischen  Y  und  S^   liegt 


Auflösung.  1)  Bezeichnet  man 
die  gegebene  Gerade  mit  tito,  so 
durchlaufen  die  beiden  Endpunkte 
der  konstanten  Strecke  zwei  kon- 
gruenteJPunktreihen,  also  ist  jeden- 
falls ti  A  U-  Nun  sind  diese  End- 
punkte projiziert  aus  Si  und  So,  also 
ist  auch  Si  /\  S2,  und  die  Schnitt- 
punkte entsprechender  Strahlen  er- 
zeugen eine  Kurve  zweiter  Ord- 
nung. 

2)  Wenn  die  konstante  Strecke 
bis  ins  unendliche  fortgeschoben 
ist,  so  entsteht  ein  erstes  Paar 
A^on  zugeordneten  Parallelstrahlen 
in  paralleler  Richtung  zur  gegebenen 
Geraden.  Wenn  die  Strecke  solche 
Lage  auf  t  hat,  daß  sie  mit  der 
Strecke  Si  S2  die  nichtparallelen 
Gegenseiten  eines  Trapezes  bildet, 
so  entsteht  ein  zweites  Paar  zu- 
geordneter Parallelstrahlen.  Also 
ist  die  Kurve  eine  Hyperbel,  von 
welcher  die  beiden  Asymptoten- 
richtungen gefunden  sind. 

3)  Die  gegebene  Gerade  ist  aber 
selber  Asymptote,  denn  wäre  sie 
nur  zu  einer  Asymptote  parallel, 
so  müßte  auf  ihr  ein  Kurvenpunkt 
im  endlichen  liegen,  und  die 
Projektionsstrahlenwürden  auf  ihrem 
Schnittpunkt  die  Strecke  Null  aus- 
schneiden statt  der  konstanten 
Strecke.  Auf  dieser  Asymptote  findet 
mannundenKurvenmittelpunkt 
mittels  der  Sekante  aus  dem  Schnitt- 
punkt der  Tangenten  in  Si  S2  nach 
dem  Mittelpunkte  der  Berührungs- 
sehne  Si  S2.  Durch  den  Mittelpunkt 
geht  dann  die  zweite  Asymptote 
parallel  der  gefundenen  zweiten 
Richtung. 

4)  Die  Kurvenaxen  endlich 
sind  die  Halbierungsgeraden  des 
Asymptotenwinkels,  und  dieScheitel- 
tangente  schneidet  auf  der  Asymp- 
tote das  Stück  e  ab,  welches  den 
Abstand  von  M  zum  Brennpunkte 
liefert. 
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diese  Strecke  zAvisclieii  JII  mid  KO,  der  Schnittpunkt  links  außerhalb  der  Geraden 
Sj  So,  für  Ilyporbelpmikte  zwischen  Sx  und  S2  liegt  die  Strecke  zwischen  KO  und 
OL,  der  Schnittpunkt  rechts  der  Geraden  8^82,  für  Ilyperhelpunkte  zwischen  So 
und  X  liegt  die  Strecke  unterhalb  01^,  der  Schnitti)unkt  wieder  links  von  Sj  S2, 
aber  mit  Aerscliräidvter  Verbindung  nach  den  Endpunkten  d(>r  Strecke  s.  Man  hat 
also  wohl  zu  unterscheiden  für  die  Lage  der  Verl)indungsgcraden  von  S^  und  S2,  so- 
wohl Avenn  Si  83  auf  gleichem,  als  auch  ebenso,  Avenn  Si  So  auf  getrennten  Aesten 
der  Kurve  liegen. 


Aufgabe  214.  Man  soll  aus  den 
Sätzen  34  Aveitere  Maßeigenscbaften 
der  KurAcn  ableiten. 

Figur  160. 


Erkl.  546.  Der  hierneben  ver\A'andte 
Satz  ist  ein  Ergebjiis  des  Satzes  über 
projektiviscbc  Punktreilien,  daß  die  Pro- 
dukte der  Abstände  zweier  zugeordneten 
Punkte  vom  Fluchtpunkte  ihrer  Eeihe 
konstant  sind.  Nun  ist  bei  schneidenden 
Trägern  der  Berührungspunkt  der  Kurve 
zugeordnet  zum  Trägerschnittpunkt;  bei 
j)arallt'Ien  Trägern  rückt  aber  der  Schnitt- 
punkt unendlich  fern,  also  Avird  der  Be- 
rührungspunkt zum  Fluchtpunkte.  —  Den- 
selben Satz  nebst  anderen  Ergebnissen 
kann  man  auch  geometrisch  ableiten  durch 
AnAvendung  des  Satzes  36  und  der  Winkel- 
beziehungen an  Figur  98.  Zieht  man 
nämlich  in  Figur  166  imd  167  zu  der 
beliebig  gedacliten  Tangente  UV  auch 
noch  die  Paralleltangente,  so  erhält  man 
ein  Tangentenparallelogramm,  und  darin 
bilden  die  Verbindungsstrahlen  jedes 
Breniipunktes  F  mit  den  Eckpunkten 
U  V  . .  und  den  Berührungspunkten  XYZ  . 
je  acht  Strahlen  mit  je  vier  Paar  gleichen 
AVinkeln  am  Brennpunkt  F  und  an  den 
Parallelogrammseiten.  Dadurch  entstehen 
ganze   Gruppen   ähnlicher  Dreiecke,  und 


Auflösung.  1)  Läßt  man  die 
beiden  Tangenten  x  und  y  in  Figur 
08  zu  Paralleltangenten  Averden,  so 
A\^erden  in  Figur  166  und  167  die 
y  Punktreihen  der  Punkte  U  und 
V  auf  X  und  y  ebenfalls  projek- 
tiviscb,  die  Berührungspunkte  X 
und  Y  werden  ihre  Flucht- 
punkte, folglieh  muß  nach 
dem  Satze  in  Erkl.  377  des  II. 
Teils  das  Produkt  XL^YV  einen 
konstanten  Wert  haben  für 
jede  Tangente,  also  auch  für 
die  zum  Durchmesser  XY  der 
Paralleltangenten  parallele  Tan- 
gente in  P.  Diese  erzeugt  aber 
ZAvei  gleich  große  Abschnitte  XW 
=  YW'  =  MP  =  c,  wo  MP  der  zu 
XY  konjugierte  Durchmesser  ist. 
Es  ist  also  XUYV  =  XW^  =  c-, 
und  man  kann  jenem  Satz  die  Form 
geben : 

Satz  «.  Das  Produkt  der  auf  zAvei 
Paralleltangenteu  durch  eine  ver- 
änderliche dritte  Tangente  abge- 
schnittenen Tangentenabschnitte  ist 
konstant  und  gleich  dem  Quadrat 
des  in  dieselbe  Parallelrichtung 
fallenden  halben  KurA'endurch- 
messers. 

2)  Zieht  man  durch  den  Brenn- 
punkt F  die  Gerade  FZ  in  der- 
selben Parallelrichtung  und  wählt 
diejenige  Tangente  UV,  Avelche  in 
Z  berührt,  so  wird  nach  Satz  33 
<XFU  =  UFZ  und  <YFV  =  VFZ; 
daA'on  aber  ist  jcAveils  der  letztere 
als  Wechsehvinkel  gleich  einem 
anderen,  nämlich  UFZ  =  FUX  und 
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diese  liefern  den  nebenstehenden  Satz  « 
nebst  andern  Bezieliungen  etwa  in  folgen- 
der Form,  welche  zugleich  den  neben- 
stehenden Satz/'?  in  sicli  schließt: 

Satz.  Die  Abschnitte,  welche  auf 
zwei  festen  Paralleltangenten  x,  y 
durch  eine  veränderliche  drittte  z, 
oder  welche  auf  einer  festen  Tan- 
gente z  durcli  ein  veränderliches 
Paar  von  Paralleltangenten  x,  y  ab- 
geschnitten werden,  ergel»en  jeAveils  ein 
konstantes  Produkt,  nämlich  im  ersten 
Falle  gleich  dem  Produkt  der  Fahr- 
strahlen  FXj  FY  von  einem  der  Brenn- 
punkte nach  den  beiden  Berlilirungs- 
p  u  n  k  t  e  n  d  e  r  P  a r  a  1 1  e  1 1  a  n  g  e  n  t  e  n  oder 
gleich  dem  Quadrate  des  in  die 
Parallelrichtung  fallenden  Kurven- 
halbmessers  c,  bezw.  in  beiderlei 
Fällen  gleich  dem  Produkt  der  beiden 
Fahrstrahlen  aus  beiden  Brennpunkten 
F  und  F'  nach  dem  Berührungs- 
punkt X,  Y,  Z  einer  f  e  s  t g  e  h  a  1 1 e  n  e  n  T  a  n  - 
gente  x,  y,  z  oder  gleich  dem  Quadrat 
des  zum  Halbmesser  d  des  festen  Be- 
rührungspunktes X,  Y,  Z  konjugierten 
Kurven  ha  Ibmessers  c. 

Ei'kl.  547.  Das  Dreieck  FF'X  in 
Figur  166  und  167  wird  durch  die 
Mittellinie  MX  in  zwei  Teildreiecke  ge- 
teilt, deren  Winkel  im  Punkte  M  zwei 
SupplementAvinkel  sind.  Daher  haben 
beide  Teildreiecke  dieselbe  Projektion 
der  Mittellinie  MX  auf  die  Grundseite 
FF',  und  man  kann  für  die  Seiten  FX 
undF'X  entweder  den  allgemeinen  Pytha- 
goreischen Satz  oder  den  Cosinussatz 
der  Trigonometrie  anwenden.  Nach 
ersterem  ist  FX'^  bezw.  F'X'-^  gleich 
der  Summe  der  Quadrate  der 
beiden  andern  Seiten  d,  e  vermehrt 
bezw.  vermindert  um  das  doppelte  Piccht- 
eck  aus  der  einen  derselben  d  und  ihrer 
Projektion  auf  die  andere.  Bei  der 
Summe  FX--|-F'X-  fällt  dieses  einmal 
addierte  und  einmal  subtraliierte  Zusatz- 
glied  fort,  und  bleibt  beiderseits  e^  -\-  d'K 
—  Nach  dem  Cosinussatz  ist  FX^  bezw. 
f^2  =  e2  +  d^  +  2  e  ■  d  •  cos  (e  d)    Auch 


VFZ  =  FVY,  also  sind  die  Dreiecke 
X  F  U  und  Y"  F  V  gleichselienklig,  nnd 
man.  erhält  XU-FX  und  YV  = 
1"F,  wo  noch  letztere  Strecke  gleich 
der  Gegenseite  F'X  im  Parallelo- 
gramm FY'F'X.  Demnach  wird 
obige  Produktengleichheit  XU- YV 
=  c-  zu  FX-F'X  =  cl 

Satz/^".  Das  Produkt  der  beiden 
Leitstrahlen  eines  beliebigen 
Kurvenpunktes  ist  gleich  dem  Qua- 
drat desjenigen  halben  Kurven- 
durchmessers,  welcher  zum  Durch- 
messer 2d  des  gewählten  Peripherie- 
punktes konjugiert  ist. 

3)  Nun  ergibt  sich  über  dieselben 
beiden  Leitstrahlen  des  Punktes  X 
aus  plani  metrischen  oder  trigono- 
metrischen Beziehungen  im  Dreieck 
FF'X  die  Gleichung  FX^^F^^ 
=  2(FM2  +  MX2)  =  2(e'^  +  d-).  Wird 
hierzu  die  doppelte  Gleichung  des 
vorigen  Satzes  addiert,  nämlich 
2  FX  •  FX  =  2 c',  so  folgt  das  Qua- 
drat der  Summe  FX  +  F'X,  welche 
selber  gleich  2a  ist,  nämlich  FX"-|- 
FX"'^  +  2 FX  •  FX  =  ( FX  +  F^ )  2 
=  (2a)  •'^  =  2  (e'^  +  d"^)  +  2c-^.  Hier- 
nach ist  2a-  =  e^-h  d- +  c'-,  also 
d-  +  c-  =  2  a-  —  e^  =  2a'^  —  (a^  —  b-) 
=  aM:_b^     Damit  ist  gefunden: 

Satz  ;'.  Die  Quadrate  je  zweier 
konjugierten  Ellipsenhalb- 
messer ergeben  konstante  Sum- 
me, also  gleich  der  Summe 
der  Halbaxenquadrate. 

4)  An  der  Hyperbel  gilt  Satz  « 
ohne  jede  Aenderung  ebenfalls. 
Dasselbe  stimmt  für  Satz  />'  mit  der 
Abänderung,  daß  die  Winkel  des 
Dreiecks  FXÜ  andere  Lage  haben. 
Es  liegt  nämlich  (Figur  167)  Punkt 
F  außerhalb  des  Winkels  der  Tan- 
genten UX  und  LTZ,  und  so  wird 
<^XFU  =  UFZ'  =  FUX,  also  wie- 
der   XU  =  FX    und    YV  =  YF  = 
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liier  fällt  bei  Addition  das  Zusatzglied 
fort,  und  bleibt  FX-'  _|_ ^^>  =  o  (e^  +  d-). 
Das  ist  aber  die  Quadratsumme  der 
beiden  Fahrstrahlen,  deren  einfache 
Summe  als  konstante  Größe  gleich  der 
Summe  FA  +  F' A  =  F'A  -f  F'  B  =  AB 
=  2  a  ist. 

Figur  167. 


F'X,  folglich  auch  wieder  XU  •  YV 
—  FXF'X  =  c%  wie  Satz  ;^  aus- 
sagt. Endlich  gilt  auch  wieder 
im  Dreieck  FF'X  die  Gleichung 
FX-  -f  F'X-  =  2  (e-  +  d^).  Und  nun 
wird  die  verdoppelte  Gleichung 
2FX  •  FX  =  2c2  nicht  addiert,  son- 
dern subtrahiert.  Dadurch  entsteht 
FX-  +  F X-  —  2 FX  •  F^  =  (F X  — 
F'X)2  =  (2ar  =  2(e-^  +  d'^)-2cl 
Hiernach  wird  2 a' -- e"-  +  d-  —  c^ 
also  d-  — c-  =  2a^  — e-^2a^  — (a^ 
b^  Damit  ist  gefunden: 


+  b-)  =  a- 


Satz  <V.  Die  Quadrate  je  zweier 
konjugierten  H  y  ]3  e  r  b  e  1  h  a  1  b  - 
messer  ergeben  konstante  Dif- 
ferenz, nämlich  gleich  der 
Differenz  der  Halbaxenqua- 
drate. 


Erkl.  548.  Im  vierten  Teil  vorstehender  Auflösung  ist  für  den  nicht 
schneidenden  Durchmesser  der  Hyperbel  jeweils  die  reelle  Länge  des  Abstandes 
der  Potenzpunkte  gesetzt.  Dieselbe  entsteht  für  die  Xebenaxe  als  Abschnitt  b  der 
Scheiteltangente  bis  zur  Asymptote,  für  den  schiefen  zu  x  und  y  parallelen  Durch- 
messer als  Abschnitt  XW  =  YW  der  Asymptote  oder  nach  Figur  164:  als  Ab- 
schnitt j\[P  dieses  Durchmessers,  gebildet  durch  die  von  W  oder  W  parallel  zum 
Durchmesser  d,  oder  die  vom  Berührungspunkt  X  parallel  zur  Asymptote  gelegte 
Gerade.  —  Wenn  man  in  nebenstehender  Auflösung  statt  der  Größe  c"-  einsetzt  —  c"^, 
statt  b^  ebenso  — b^,  so  wird  die  Unterscheidung  vom  Satz  ;'  entbehrlich,  indem 
die  Summe  der  konjugierten  Halbaxenquadrate  stehen  bleiben  kann,  und  darin 
von  selber  das  eine  Quadrat  negatives  Vorzeichen  erhält. 


Aufgabe  215.     Man    suche   die  Länge   zweier  gleichgroßen  kon- 
jugierten Ellipsendurchmesser. 


Aufgabe   216. 

suchen. 


Dieselbe   Aufgabe   für   eine    Hyperbel    zu    unter- 


Aiifgabe  217.  Man  untersuche 
die  Lage  des  Gegenpunktes  eines 
Brennpunktes  inbezug  auf  eine  be- 
liebige Kurventangente. 

Erkl.  549.  In  gleicher  Weise,  wie 
Webenstehend  für  den  Gegenpunkt  G  zu 
F,  hndet  man  auch  für  d(  n  Gegenpunkt 
G'   zu    F'    inbezue:    auf   dieselbe    Tan- 


Auf  lösung.  Fällt  man  vom  Brenn- 
punkte F  einer  Ellipse  (Figur  168) 
oder  einer  Hyperbel  (Figur  169)  auf 
eine  Tangente  die  Senkrechte,  so 
bildet  diese  wegen  Satz  33  die  Grund- 
seite eines  gleichschenkligen  Drei- 
ecks, welches  dieTangente  als  Mittel- 
senkrechte und   deren  Berührungs- 
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Figur   169. 


gente  in  Figur  168:  FG'  =  PG'  +  FP 
=  PF'  +  FP  =  2a7  bezw.  in  Figur  169 : 
F  G'  =-  P  F  —  P  G'  =  P  F  —  P  F'  =  2  a. 
Demnach  liegen  alle  Punkte  G  auf  dem 
Kreis  um  F',  alle  Punkte  G'  auf  einem 
Kreis  um  F,  jeweils  mit  Radius  2  a.  Und 
für  die  Parabel  ist  2  a  ^  CXD,  also  fällt 
dieser  Kreis  zusammen  mit  der  Leit- 
geraden der  Parabel. 


punkt  als  Spitze  hat.  Folglicli  ist 
bei  der  Ellipse  F'G  =  PG  +  F'P 
=  PF  +  F'P  =  AB  =  2a,  bei  der 
Hyperbel  F'G  =  PG  —  F'P  =  PF 
—  PF'  =  AB  =  2a,  d.  li.  der  Gegen- 
piinkt  eines  Brennpunktes  inbe- 
ziig  auf  jede  Kurventangente 
liegt  auf  einem  Kreis  um  den 
anderen  Brennpunkt  mit  Radius 
gleich   der  Hauptaxe   der  Kurve. 


Aufgabe  218.  Man  beweise,  daß 
die  Fußpunkte  der  Senkrechten  von 
beiden  Brennpunkten  auf  jede  Kur- 
ventangente auf  einem  Kreis  mit 
Radius  a  um  den  Kurvenmittelpunkt 
liegen. 

Erkl.  550.  Der  Kreis  mit  Radius  a 
um  den  Mittelpunkt  fällt  für  die  Parabel 
zusammen  mit  der  Scheiteltangente. 
Auf  ihr  liegt  der  Fußpunkt  jeder  vom 
Parabelbrennpunkt  auf  eine  Tangente 
gefällten  Senkrechten. 


Auflösung.  Im  Dreieck  FF'G  der 
Figuren  168  und  169  ist  der  Kurven- 
mittelpunkt M  zugleich  Mittelpunkt 
der  Grundseite  und  MK  bezw.  MK' 
Mittelparallele  des  Dreiecks,  also  ist 
MK  =  V2FG,  MK'  =  V-,FG',  folg- 
lich MK  =  MK'  =  a. 


Aufgabe  219.     In   gegebenem  Kurvenpunkt  einer  durch  ihre  beiden 
Brennpunkte  bestimmten  Kurve  die  Kurventangente  zu  zeichnen. 


Aufgabe  220.  Von  einer  durch  ihre  beiden  Brennpunkte  bestimmten 
Kurve  soll  der  Kurvenpunkt  gefunden  werden,  in  welchem  sie  von 
einer  gegebenen  Geraden  berührt  wird. 


Ergebnisse  der  ungelösten  Aufgaben. 


Aufgabe  2.  In  Figur  5b  F  so  tief  zu  wählen,  daß  FC  /EA,  oder 
E  so  hoch,  daß  EC//FA. 

Aufgabe  4.  Der  erste  Fall  liefert  Fig-ur  5  c  mit  überschlagenem 
Vierseit  und  Kurve  in  den  Außenwinkeln  bei  A  und  C,  der  zweite  eben- 
falls Figur  5c  mit  Kurve  in  den  Außenwinkeln  bei  B  und  D  u.  s.  w. 

Aufgabe  5.  Man  legt  am  einfachsten  zwei  parallele  Tangenten  an 
die  Hyperbel  und  wählt  auf  jeder  davon  einen  der  Punkte  E  und  F  in 
der  durch  die  Einzelfälle  von  Figur  109  vorgeschriebenen  Lage. 

Aufgabe  8.  Grenzfälle  bilden  unter  I  die  Hyperbeltangenten,  also 
auch  die  Asymptoten  selber,  sowie  etwa  die  unendlich  ferne  Gerade 
und  die  Kurvenaxen,  unter  II  die  Kurvenpunkte  selber,  sowie  die  Punkte 
der  Asymptoten. 

Aufgabe  8a.  Die  Asymptote  ist  selber  die  Gerade  x  nach  Figur  8, 
liefert  also  Punkt  VII  als  Berührungspunkt  der  Asymptote  und  als  un- 
endlich fernen  Punkt  der  gesuchten  Polaren  p. 

Aufgabe  17.  Man  wählt  als  E  den  Schnittpunkt  von  p  mit  einer 
Tangente,  auf  welcher  man  den  Berührungspunkt  schon  kennt,  kon- 
struiert die  zweite  Tangente  durch  E  und  ebenfalls  nach  Brianchon  den 
Berührungspunkt  auf  derselben.  Dann  ist  der  Pol  der  Schnittpunkt  der 
Berührungssehne  zu  E  mit  dem  noch  zu  konstruierenden  vierten  harmo- 
nischen Strahl  zu  p  und  den  beiden  Tangenten  durch  E. 

Aufgabe  21.  Man  wählt  als  e  die  Verbindungsgerade  von  P  mit 
einem  Kurvenpunkte,  durch  welchen  man  die  Tangente  schon  kennt, 
konstruiert  den  zweiten  Kurvenpunkt  auf  e  und  ebenfalls  nach  Paskai 
die  Tangente  in  demselben.  Dann  ist  die  Polare  die  Verbinduugsgerade 
des  Tangentenschnittpunktes  zu  e  mit  dem  noch  zu  konstruierenden 
vierten  harmonischen  Punkt  zu  P  und  dem  Kurvenschnittpunkte  auf  e. 


Aufgabe  25.      Es    ist    das    n-Seit,    welches   gebildet  wird    aus    den 
Hyperbeltangenten  in  den  Eckpunkten  des  gegebenen  Sehnen-n-Ecks. 
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Aufgabe  26.  Es  ist  das  eingeschriebene  Sehnenviereck  der  Parabel, 
welches  aus  den  Berührungspunkten  der  gegebenen  vier  Tangenten  ge- 
bildet wird. 

Fisi-iu-    170. 


Aufgabe  28.     Man   erhält  aus   dem   Satz   von  Paskai  fürs  Fünfeck 


■ö 


jenen  von  Brianchon  fürs  Fünfseit. 

Aufgabe  31.  Zwei  Kreise  können  einander  nach  den  Ergebnissen 
der  Planimetrie  höchstens  in  zwei  Punkten  schneiden,  können  aber  bis 
zu  vier  gemeinsame  Tangenten  haben.  Diese  Eigenschaft  scheint  dem 
Inhalt  der  Erkl.  868  zu  widersprechen.  Jedoch  erhält  man  Ueberein- 
stimmung  der  Aussagen,  wenn  man  nnter  Hinzunahme  der  Erörterungen 
in  Antwort  70  und  ff.  feststellt,  daß  zwei  Kreise  jedenfalls  gemeinsam 
haben  die  beiden  absoluten  Punkte  der  orthogonalen  Involution  auf  der 
unendlich  fernen  Geraden. 

Aufgabe  35.  Man  wählt  beliebig  in  Figur  118  die  vier  Geraden 
titoab,  in  Figur  119  die  Punkte  SiSoAB.  Und  von  diesen  Elementen 
aus  wird  hinzugewählt  nach  Aufgabe  34  etwa  erst  Ci  zu  Di  A^  Bi  i)ro- 
jektivisch  mit  Ci  zu  di  ai  bi  sowie  C2  zu  E2  A2  B2  projektivisch  mit  c-,  zu 
e2aob2.  Dadurch  sind  Si  S^  sowie  tit2  festgelegt,  und  die  weitere  Kon- 
struktion der  beiden  Kurven  kann  vor  sich  gehen. 


Aufgabe  38.  Man  wählt  nicht  beide  Sekanten  e  und  f  willkürlich, 
sondern  nach  Festlegung  von  Punkt  P  nebst  Polare  p  und  Sekante  e 
wird  als  Sekante  f  die  nach  dem  Punkt  E  auf  p  führende  Gerade  ge- 
wählt, so  daß  die  zwei  Polardreiecke  PQR  und  PEF  mit  gemeinsamer 
Ecke  P  entstehen. 

Aufgabe  M  und  46.  Wenn  K  im  unendlichen  liegt,  so  werden  die 
Geraden  e,  d,  c  einander  parallel,  und  man  erhält  ein  Viereck  von  der 
Art  der  Figur  8  und  9  des  II.  Teils. 

Aufgabe  55.  Die  vier  Tangenten  liefern  ein  Polardreieck,  und 
dieses  liefert  zu  dem  gegebenen  Kurvenpunkt  drei  weitere. 
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Aiifjiabe  56.  Die  vier  Kurvenpunkte  liefern  ein  Polardreiseit, 
lind  dieses  liefert  zu  der  gegebenen  Kurventangente  drei  weitere. 

Aufgabe  62.  Da  jedes  Polardreieck  einen  inneren  Punkt  und 
eine  äußere  Seite  haben  muß,  so  kann  auch  weder  die  Ordnungskurve 
noch  die  Klassenkurve  je  ganz  innerhalb  der  Kernkurve  liegen,  auch 
erstere  nie  ganz  außerhalb. 

Aufgabe  64.  Ein  Viereck  OPQR  erzeugt  eine  ganze  Reihe  einzelner 
Teildreiecke,  und  jedes  einzelne  hat  mit  seinem  polar  entsi)rechenden  ein 
besonderes  Kollineationscentrum  und  Kollineationsaxe,  so  daß  keine  ein- 
fache allgemeine  Beziehung  aufzustellen  ist. 


Fiffur  171 


Aufgabe  68.  Jedes  Parallelenpaar  durch  die  Punkte  Ai  A2  der  ge- 
gebenen Tangente  trifft  die  Asymptoten  in  den  Punkten  Bi  B2,  Ci  C2, 
H1H2,  Ji  J2  einer  neuen  Tangente. 

Aufgabe  70.  Man  legt  durch  beliebige  Punkte  der  Berührungs- 
sehne Parallelen  zu  den  beiden  Tangenten  und  verbindet  die  Schnittpunkte. 

Aufgabe  Hl.  Als  konjugierte  Geraden  sind  zu  legen  durch  beliebige 
Punkte  des  gegebenen  Durchmessers  die  eine  Gerade  nach  dem  Tan- 
gentensclmittpunkt,    die   andere   Gerade   parallel_  zur   zweiten   Tangente. 

Fiffur  172. 
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Vervollständigt  man  das  Parallelogramm  aus  diesen  beiden  Geraden  mit 
der  ersten  Tangente  als  Diagonale,  so  ist  von  den  beiden  anderen 
Parallelseiten  die  eine  stets  die  gegebene  zweite  Tangente,  die  andere 
eine  neue  Parabeltangente.  (Eine  Bestätigung  derselljen  Konstruktion 
liefert  deren  Ausführung  nach  Brianclion  mit  der  in  der  Figur  ange- 
gebenen Bezifferung  der  Elemente  (Aufgabe  215  des  IL  Teils),  wobei 
der  Punkt  auf  dem  Durchmesser  jeweils  zum  Punkt  des  Brianchon  wird.) 

Aufgabe  74.  Der  Asymptotenschnittpunkt  als  Hyperbelmittelpunkt 
liefert  mit  dem  gegebenen  Punkte  einen  Durchmesser,  und  je  zwei  har- 
luonische  Punkte  desselben  liefern  nach  Satz  b  zwei  neue  Hyperbel- 
punkte.    Die  Konstruktion  nach  Paskai  ist  Aufgabe  222   des  II.  Teiles. 


Aufgabe  76.  Man  kann  nur  nach  der  zweiten  oder  dritten  Auf- 
lösung der  Aufgabe  75  verfahren. 

Autgabe  77.  Ein  einziges  Paar  Parallelsehnen  liefert  als  Ver- 
bindungsgerade der  Mittelpunkte  die  Durchmesserrichtung  der  Parabel 
(s.  Figur  32). 

Aufgabe  79.    Die  Verbindungsgerade  der  Mittejlpunkte  der  Earallel- 

seiten  des  Trapezes  ist  stets  Durchmesser. 

Aufgabe  80  und  85.  Der  Parallelogrammmittelpunkt  ist  stets  auch 
Kurvenmittelpunkt. 

Aufgabe  83.  Man  hat  für  den  einen  der  notwendigen  Durch- 
messer die  Wahl,  ob  man  ihn  nach  der  ersten  oder  zweiten  Auflösung 
82  finden  will,  indem  man  nach  Paskai  entweder  einen  neuen  Kurven- 
punkt konstruiert  oder  die  Tangente  in  einem  zweiten  der  gegebenen 
Punkte. 

Aufgabe  84.  Die  Mittelparallele  des  Streifens  ist  Durchmesser  für 
jede  Kurve,  w^elche  überhaupt  die  beiden  Paralleltangenten  berührt. 

Aufgabe  89  und  89a.  Durch  Verdoppelung  mittels  des  bekannten 
Kurvenmittelpunktes  erhält  man  jedesmal  sechs  Kurvenelemente  für 
Ellipse  oder  Hyperbel,  bei  der  Parabel  ersetzt  M  die  Gruppe 
(Px  Toc),  also  auch  ein  Elementepaar. 

Aufgabe  90.  Pc»  ist  Asymptotenrichtung,  also  die  Gerade  MP«, 
selber  Asymptote. 

Aufgabe  94.  Gemeinsam  ist  allen  Kurven  nicht  nur  der  Mittel- 
punkt des  Parallelogramms  als  Kurvenmittelpunkt,  sondern  auch  das  Paar 
konjugierter  Durchmesser,  welches  durch  die  Mittelparallelen  des  Sehnen- 
parallelogramms  bezw\  die  Diagonalen  des  Tangentenparallelogramms 
gebildet  wird. 

Aufgabe  98.  Bei  der  Hyperbel  gibt  es  zu  nicht  schneidendem 
Durchmesser  keine  Kurvenschnittpunkte  und  zu  schneidendem  Durch- 
messer keine  Paralleltangenten,  bei  der  Parabel  überhaupt  keine  Sehnen- 
parallelogramme und  Tangentenparallelogramme. 

Aufgabe  103.  Hyperbel  aus  q  Q  und  einer  Asymptotenrichtung 
nebst  zwei  Kurvenpunkten  (oder  einem  Punkt  samt  Tangente),  aus  qO 
und  zwei  Asymptotenrichtungen  nebst  einem  Kurvenpunkt. 
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Aufgabe  106.  In  der  Aufgabe  105  ist  das  fünfte  Element  die 
Asymptotenrichtung.  Man  findet  also  zwei  konjugierte  Durchmesser  und 
die  zweite  Asymptote  als  vierte  harmonische  Gerade. 

Aufgabe  108.  Die  Parallelogramme  werden  zu  Rechtecken.  Daher 
haben  die  Diagonalen  gleiche  Länge,  und  wenn  die  gegebenen  zwei 
Punkte  oder  Tangenten  gleichen  Abstand  vom  Mittelpunkt  haben,  oder 
wenn  bei  (PT)  die  Tangente  senkrecht  MP  steht,  so  entsteht  ein  Kreis. 

Aufgabe  109.  Von  den  vier  Elementen  (Px  T)  (Px  T)  kann  nur  das 
einzige  P«,  willkürlich  gewählt  werden,  da  die  drei  anderen  dadurch 
festgelegt  sind. 

Aufgabe  114.  Der  Mittelpunkt  des  Tangentenabschnittes  zwischen 
den  Asjanptoten  ist  der  Berührungspunkt,  also  kann  von  diesem  Kurven- 
punkt aus  die  Aufgabe  113  durchgeführt  werden.  Die  Kurventangenten 
in  den  neuen  Punkten  Li  Lo  L3  . .  ergeben  sich  ebenso  W' ie  die  Tangente 
in  K  auf  Grund  Erkl.  448. 


Aufgabe  116.  Man  konstruiert  den  Scheitel  der  Kurve  nach  Auf- 
gabe 115. 

Aufgabe  119.  Kennt  man  ein  Polardreieck  und  PP  oder  TT  oder 
(PT),  so  kann  die  Kurve  ganz  gezeichnet  werden.  Mittels  P  und  T 
erhält  man  nur  PPPPTTTT. 

Aufgabe  120.  Die  Scheiteltangenten  senkrecht  zu  den  Axen  liefern 
zweimal  (PT). 

Aufgabe  121.  Die  Asymptoten  liegen  symmetrisch  durch  den 
Mittelpunkt  der  Scheitel. 

Aufgabe  127.  Zu  gegebener  Axe  bedarf  man  nur  noch  der  Elemente 
PP  oder  (PT)  oder  TT,  wovon  eines  auch  durch  Scheitelpunkt  oder 
Scheiteltangente  ersetzt  werden  kann. 

Aufgabe  132.  Ausgangspunkt  und  Treffpunkt  liegen  symmetrisch, 
also  ebenso  auch  ihre  Tangenten.  Und  die  Mittelsenkrechte  ist  die  Axe, 
ihr  Kurvenpunkt  nach  Paskai  als  Scheitel  zu  finden. 

Aufgabe  1.34.  Es  wird  nur  die  in  Aufgabe  133  erstgenannte  Kon- 
struktion nach  Paskai  erforderlich. 


Aufgabe  139.    Man  verfährt  nach  Auflösung  138  erster  oder  zw^eiter 

oder    dritter_  Art^     Die    projektivisch -geometrische    Konstruktion 

zeichnet   Ei  7\  E3  7\  E47YE2,   die   maßgeometrische   in   Figur   140  nach 

Erkl.  474,   in   Figur   141    nach   Erkl.  475   oder  die  Tangente   von   E,    an 

den   Kreis  XZY   und    die   senkrechte   Halbselme   vom   Berührungspunkt, 

in  Figur   142    ebenfalls   nach   Erkl.  475    oder  die   senkrechte   Halbsehne 

am  Kreis  XYZ  und  die  Tangente  im  Kreisschnittpunkt  derselben.    Die 

+  k^ 
Rechnung  findet  M  Eo  =  ^r^^  • 

MEi 

Aufgabe  141.     Man  verfährt  nach  Aufgabe  140  erster  oder  zw^eiter 
oder  dritter  Art. 
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Aufgabe  1J:4.  Man  setzt  für  M  und  oö  die  Punkte  F2  =  Gi  und 
Fl  =  Go  und  verfährt  wie  in  den  Anfgaben  138  bis  143. 

Aufgabe  148.  Man  bezeichnet  die  Axenstrahlen  als  ui  =  V2,  n2=vi 
und    verfährt    wie    in    den    Aufgaben    145   bis    147,    oder    man    rechnet 

<^  (ux)  =  (uy)  bezw.  =  u.  s.  w. 

Aufgabe  151,  153,  155.  Durch  Projektion  auf  einen  Träger  wird 
die  Aufgabe  jeweils  auf  die  Aufgabe  150  bezw.  152  bezw.  154  zurück- 
geführt.    Bezüglich   der  Möglichkeit  gilt  derselbe   Satz,   wie  Erkl.  494. 


Aufgabe  159.  Von  den  Gegenseiten  gehen  zwei  durch  denselben, 
die  zwei  anderen  durch  getrennte  Punkte  des  Trägers- 

Aufgabe  162.  Von  den  Gegenecken  liegen  zwei  auf  demselben, 
die  zwei  anderen  auf  getrennten  Strahlen  des  Büschelscheitels. 

Aufgabe  163.  Die  Axenstrahlen  haben  nicht  wie  der  Involutions- 
mittelpunkt neben  der  metrischen  Eigenschaft  auch  noch  die  rein- 
geometrische Beziehung  zu  den  unendlich  fernen  Elementen. 

Aufgabe  167.  Zwei  Strahlenpaare  aa'  und  bb'  desselben  Scheitels 
sind  gegeben  als  Gegenseiten  beliebig  vieler  vollständigen  Vierecke. 
Man  findet  solcbe  Vierecke,  welche  dasselbe  dritte  Paar  Gegenecken 
gemeinsam  haben,  indem  man  die  Ordnungsstrahlen  der  Involution  aa', 
bb'  konstruiert  nach  Aufgabe  151  und  auf  ihnen  das  dritte  Paar  Gegen- 
ecken annimmt. 


Aufgabe  171.  Werden  in  Figur  82  und  84  die  Tangenten  in  S 
und  B  die  Asymptoten,  so  wird  SB  zur  unendlich  fernen  Geraden,  C12 
zum  unendlich  fernen  Doppelpunkt,  also  wird  der  andere  Doppelpunkt 
in  Figur  82  Mittelpunkt  sowohl  von  AiA2  als  Q1Q2,  in  Figur  84  Q 
Mittelpunkt  von  A1A2. 

Aufgabe  173.  Zwei  parallele  Tangenten  einer  Kurve  mit  einer  zu 
ihnen  senkrechten  Tangente  erzeugen  durch  ihre  Berührungspunkte  stets 
zwei  ähnliche  Dreiecke.  —  Errichtet  man  auf  einer  Tangente  die  Senk- 
rechte vom  Berührungspunkt  und  zieht  aus  einem  Punkte  dieser  Senk- 
rechten die  Tangenten  an  die  Kurve,  so  bilden  die  Verbindungsgeraden 
der  beiden  Berührungspunkte  mit  dem  ersten  Berührungspunkte  stets 
gleich  große  Winkel  mit  der  ursprünglichen  Tangente. 

Aufgabe  177,  178.  Die  Involution  auf  T  liefert  als  Ordnungspunkt 
den  Berührungspunkt  der  Hyperbel. 

Aufgabe  180,  181.  Die  Involution  in  P  bezw.  in  P«  liefert  als 
Ordnungsstrahl  die  Tangente  der  Parabel  bezw.  Hyperbel. 

Aufgabe  196.  Eine  bezw.  vier  Parabeln  aus  PPP,  T,  eine  bezw. 
vier  Hyperbeln  aus  PP,  TT  und  einer  Asymptotenrichtung,  oder  aus 
P,  TT  und  beiden  Asymptotenrichtungen. 

Aufgabe  197.  Es  gibt  keine  Hyperbeln  bezw.  überhaupt  keine 
Kurven,  deren  Punkte  Qu 3  in  zwei  Nebenwinkeln  der  gegebenen 
beiden  Tangenten  liegen. 
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Angabe  200.  Eine  bezw.  vier  Parabeln  aus  PPTT,  eine  bezw.  vier 
Hyperbeln  aus  TTTP  und  einer  Asymptotenrichtung'  oder  aus  TTT  und 
beiden  Asymptotenrichtungen. 

Aufgabe    205.      Man    konstruiert    erst    nach    Aufgabe  174    weitere 
Elemente  und  dann  entweder  nach  Aufgabe  204  oder  auch  direkt. 


Aufgabe  210.  Man  konstruiert  zwei  Paare  konjugierter  Durch- 
messer und  findet  nach  Aufgabe  149  die  Axen strahlen  der  Strahlen- 
involution. 

Aufgabe  211.  Man  konstruiert  zwei  Paare  konjugierter  Durch- 
messer und  findet  nach  Aufgabe  145  die  Ordnungs strahlen  der 
Strahleninvolution. 


Aufgabe  215.     a-  +  b-  =  x'  +  x-  liefert  x  =  1/ — -^ — alsHypotenuse 

eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  von  dessen  gleichgroßen  Katheten  jede  gleich 
der  Hälfte  der  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  mit  Katheten 
a  und  b  wird.    Die  Lage  in  der  Ellipse  zeigt  MO  =  MN  in  Figur  137. 

Aufgabe  216.  Wenn  irgend  zwei  konjugierte  Hyperbeldurchmesser 
c  =  d  gleich  sind,  so  ist  c'-  —  d-  =  o,  also  auch  a-  — b-  =  o,  die  Hyperbel 
ist  eine  gleichseitige.  Bei  dieser  sind  dann  aber  auch  alle  Paare 
konjugierter  Durchmesser  gleich  groß,  alle  Parallelogramme  nach  Figur 
164  werden  Ehomben. 

Aufgabe  219.  Man  verbindet  P  mit  F  und  F'  und  halbiert  den 
Innen-  bew.  Außenwinkel  FPF'. 

Aufgabe  220.  Man  fällt  die  Senkrechte  von  F  oder  F'  und  schneidet 
dieselbe  in  G  oder  G'  durch  den  Kreis  um  F'  oder  F  mit  dem  Radius 
2a.     Dann  liefert  F'G  oder  FG'  den  gesuchten  Berührungspunkt. 
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